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§ 1 ПОВТОРЕННЯ 
ТА СИСТЕМАТИЗАЦІЯ 
НАВЧАЛЬНОГО МАТЕРІАЛУ  
З КУРСУ АЛГЕБРИ 7 КЛАСУ

 1. Лінійне рівняння з однією змінною. 
Цілі вирази

1.

¯ÎÍÎÂ�ÒÜ�Ó�ÏÀÌsßÒ��ÇÌ�ÑÒ�ÏÓÍÊÒ�Â�1w��ÍÀ�Ñ�����w����

П Р И К Л А Д   1  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß��D�w����x�=�D�w���
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� � ¯ÐÈ�D�=� ��Ð�ÂÍßÍÍß�ÍÀÁÓÂÀ�� ÂÈÃËßÄÓ�0x�=� 0��

³�ÖÜÎÌÓ�ÂÈÏÀÄÊÓ�ÉÎÃÎ�ÊÎÐÅÍÅÌ���ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ�

¯ÐÈ�D�z���ÌÀ�ÌÎ��D�w���z�0��²ÎÄ��x
a

a
= −

−
3

3
,�ÒÎÁÒÎ�x�=�1�

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��ßÊÙÎ�D�=����ÒÎ�x�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ��ßÊÙÎ�D�z����ÒÎ�
x�=�1��

П Р И К Л А Д   2  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�_�2x�w���_�=���
¯ÍÆÁ sÞÆ¿ÌÌÞ� � §ÍÀÉÄÅÌÎ� ×ÈÑËÀ�� ÌÎÄÓËÜ� ßÊÈÕ� ÄÎÐ�ÂÍÞ�� ���

¶Å�ËÈØÅ�×ÈÑËÀ�����w���³ÐÀÕÎÂÓÞ×È�ÖÅ��ÌÀ�ÌÎ�
2x�w���=����ÀÁÎ�2x�w���=�w��

2x�=����ÀÁÎ��2x�=�w2�
x�=����ÀÁÎ��x�=�w1�

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ�����w1��

П Р И К Л А Д   3  �¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇ�Â��12�2������1�1��
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��¬À�ÌÎ��12�2����12�2��=��2��2��=�21�1���21�2�=��2��1��=

=��121�����1�1��
®ÒÆÅ��12�2�����1�1���

П Р И К Л А Д   4  �§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ
�2�+�1���22�+�1���2��+�1���2��+�1���21��+�1���2�2�+�1��w�2���

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �®×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ�ÄÀÍÈÉ�ÂÈÐÀÇ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÒÀÊÎÌÓ�
�2�w�1���2�+�1���22�+�1���2��+�1���2��+�1���21��+�1���2�2�+�1��w�2���=

=��22�w�1���22�+�1���2��+�1���2��+�1���21��+�1���2�2�+�1��w�2���=
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=��2��w�1���2��+�1���2��+�1���21��+�1���2�2�+�1��w�2���=
=�����=�2���w�1�w�2���=�w1�

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��w1��

П Р И К Л А Д   5  �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÌÓ�Q�ÇÍÀ�
×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�Q��Q�+�1���Q�+�2���Q�+����+�1���ÊÂÀÄÐÀÒÎÌ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�
×ÈÑËÀ�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �¬À�ÌÎ��Q��Q�+�1���Q�+�2���Q�+����+�1�=�
=��Q��Q�+������Q�+�1���Q�+�2���+�1�=��Q2�+��Q���Q2�+��Q�+�2��+�1�=

=��Q2�+��Q�2�+�2��Q2�+��Q��+�1�=��Q2�+��Q�+�1�2��

П Р И К Л А Д   6  �°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ
�x2�+�2x�w��y2�+�12y�w���

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �¬À�ÌÎ�
x2�+�2x�w��y2�+�12y�w���=�x2�+�2x�+�1�w��y2�+�12y�w���=

=��x�+�1�2�w���y2�w�12y�+����=��x�+�1�2�w���y�w�2�2�=
=��x�+�1�w��y�+�2���x�+�1�+��y�w�2��=��x�w��y�+�����x��+��y�w�1���

П Р И К Л А Д   7  �°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÄÂÎ×ËÅÍ�Q��+���
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �¬À�ÌÎ��Q��+���=�Q��+��Q2�+���w��Q2�=�

=��Q2�+�2�2�w��Q2�=��Q2�+�2�w�2Q���Q2�+�2�+�2Q��=�
�=��Q2�w�2Q�+�2���Q2�+�2Q�+�2���

�§ÀÄÀ×À��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ�ÒÎÒÎÆÍÎÑÒ��

�D�+�E���=�D��+��D2E�+��DE2�+�E�
�D�w�E���=�D��w��D2E�+��DE2�w�E�

¶��ÔÎÐÌÓËÈ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎ�ÊÓÁÎÌ�ÑÓÌÈ�É�ÊÓÁÎÌ�Ð�ÇÍÈÖ��
ÄÂÎÕ�ÂÈÐÀÇ�Â�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ�
¬À�ÌÎ���D�+�E���=��D�+�E���D�+�E�2�=��D�+�E���D2�+�2DE�+�E2��=
=�D��+�2D2E�+�DE2�+�ED2�+�2DE2�+�E��=�D��+��D2E�+��DE2�+�E��
´ÎÐÌÓËÓ�ÊÓÁÀ�Ð�ÇÍÈÖ��ÄÎÂÅÄ�ÒÜ�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ��

П Р И К Л А Д   8  �°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ
�2x��+��x2�+��x�+�1�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �¬À�ÌÎ��
2x��+��x2�+��x�+�1�=�x��+�x��+��x2�+��x�+�1�=
=�x��+��x�+�1���=��x�+�x�+�1���x2�w�x�x�+�1��+��x�+�1�2��=
=��2x�+�1���x2�w�x2�w�x�+�x2�+�2x�+�1��=
=��2x�+�1���x2�+�x�+�1���
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П Р И К Л А Д   9  �°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÒÐÈ×ËÅÍ�D��+�D�+�1�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ
��ÑÏÎ Ñ � Á
¬À�ÌÎ��D��+�D�+�1�=�D��+�D��w�D��+�D��w�D��+�D2�w�D2�+�D�+�1�=

=�D��+�D��+�D��w�D��w�D��w�D2�+�D2�+�D�+�1�=
=�D���D2�+�D�+�1��w�D2��D2�+�D�+�1��+�D2�+�D�+�1�=

=��D2�+�D�+�1���D��w�D2�+�1��
���ÑÏÎ Ñ � Á
¬À�ÌÎ��
D��+�D�+�1�=�D��w�D2�+�D2�+�D�+�1�=�D2��D��w�1��+��D2�+�D�+�1��=

=�D2��D�w�1���D2�+�D�+�1��+��D2�+�D�+�1��=��D2�+�D�+�1���D��w�D2�+�1���

ВПРАВИ

1.1.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��
x x x

7

3 1

14 3
+ =−

;� 2��
2 1

8

2

4

x x
x

− +− = .

1.2.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÊÎÐ�ÍÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��
2 3

5

3 1

2
2

x x
x

+ −+ = ;� 2��
8 5

3

4 3

4

2 9

2
3

x x x− + −− + = − .

1.3.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1����x�w�1���x�+����=����+��x���x�+����
2����x�w�1�2�w����w��x�����+��x��=��10x�+�1�2�
����x�w�1���x2�+�x�+�1��+�x2�=�x2��x�+�1��w�2x�

1.4.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1����x�+�1���2x�w����=��10x�w�����x�+�2��
2����x�+�1�2�w��1�w��x���1�+��x��=���x�+�2�2�
����x�+�2���x2�w�2x�+����+��x2�=�x2��x�+����w�2x�

1.5.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1���0��x�w�����2x�+�1��=�0�� ���x��x�+�2����x�w�1��=�0�
2��x2�w�1��=�0�� �����x�w�1�2�w�2�x2�=�0�
����x2�+�1�x�=�0�� ����2x�+�1�2�=��x�+�2�2�
���1�x2�w��x�+�1�=�0������� ����x�w�1�2�+��x�w�2�2�=�

=�2��1�w�x���x�w�2��
1.6.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1���0��x�w�2����x�+�1��=�0�� ���x��x�+������x�w����=�0�
2��x2�w�2��=�0�� ����2x�+���2�w���x2�=�0�
���1�x��w��x2�=�0�� �����x�w�2�2�=��x�w���2�
���1�w��x�+��x2�=�0�� ����x�+���2�+����w�x�2�=�

=�2��x�w�����x�+����
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1.7.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��_�x�_�=���� ���_�x�+�2�_�+���=���
2��_�x�w�1�_�=���� �����_�x�_�w���=�0�

1.8.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��_��x�w�1�_�=�2�� 2����_�x�_�+���=�0�

1.9.q�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1��( ) ;−a b a b3 2 3 5 47æ � ���− −



2

2

5

1

2
6 11 2

2

c d cdæ ;

2��( ) ;3 6 3 4 8 21

81
m n m næ −



 � ��� − − −



( ) .3 4 2 5 3

6
1

3
m n mnæ

1.10.q�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1��1
11

25

5

6
7 2 2 7

2

a b a bæ −



 ;�� ��� −



 −1

2
3

3

5 24ab a bæ ( ) ;

2�� ( , ) ;−0 2 102 5 3 2 4x y z y zæ � ��� −



 −





4

3

3

2
2

2

2

5

xy x y .

�1.11.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ�ÒÎÒÎÆÍ�ÑÒÜ
�D�+�E�+�F�2�=�D2�+�E2�+�F2�+�2DE�+�2EF�+�2DF�

1.12.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��Dx�=�1�� 2��Ex�=�E�

1.13.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��Ex�=�2�� 2���D�w�1��x�=�D�w�1�

1.14.x�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�D�ÊÎÐ�ÍÜ�Ð�ÂÍßÍÍß���ÍÀ�
ÒÓÐÀËÜÍÈÌ�×ÈÑËÎÌ�
1���D�+�2��x�=���� 2���D�+����x�=��"

1.15.x�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�Ö�ËÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�D�ÊÎÐÅÍÅÌ�Ð�ÂÍßÍÍß��D�+�1��x�=���
��Ö�ËÅ�×ÈÑËÎ"

1.16.x�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�E�×ÈÑËÎ�����ÊÎÐÅÍÅÌ�Ð�ÂÍßÍÍß
�E�+�2���x�w�1��=�2��x�+�E�w�1�"

1.17.x� §ÀÌ�Í�ÒÜ� Ç�ÐÎ×ÊÈ� ÒÀÊÈÌÈ� ÎÄÍÎ×ËÅÍÀÌÈ��ÙÎÁ� ÂÈÊÎÍÓÂÀËÀÑß�
Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�
1��(*) (*) ;2 3 7 1172æ = m n

2��(*) (*) ;3 4 10 17 1381æ = − x y z

���(*) (*) .2 5 9 11 12288æ = − a b c

1.18.x�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ��x2y�=����§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1���x2y�� 2���x�y2�� ���w�x�y��

1.19.x�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�2D�E2�=�w���§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1��w�D�E2�� 2��w2D�E��� ���w�D�E��
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1.20.x�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ��x�y�=�����x2]��=�w���§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1���x�y]��� 2��
1

2
8 2 3x y z ;� ���wx�]�y�

1.21.x�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�2D�E�=������DF2�=�w2��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1���D�EF2�� 2��w�D�EF��� ���10D10E2F��

1.22.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÍÅ��ÑÍÓ��ÒÀÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�x���y��ÏÐÈ�ßÊÈÕ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÈ�
w�x2�+��xy�+��y2����x2�w��xy�w�y2�ÎÄÍÎ×ÀÑÍÎ�ÍÀÁÓÂÀËÈ�Á�Â�Äs�ÌÍÈÕ�
ÇÍÀ×ÅÍÜ�

1.23.x�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ��Q�x�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ��
1��x x x x xn n n n+ + + +− − −1 6 2 5 31( ) ( );

2��x x x x x xn n n n( ) ( ).4 2 7 4 21 4 2 3+ + ++ − − + −
1.24.x�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ��Q�x�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ��

1��x x x x x xn n n n( ) ( );+ ++ + −4 2 32 3

2��x x x x xn n n+ +− − − −2 2 2 23 3 1( ) ( ).

1.25.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÊÎËÈ�D�w�2E�=����ÒÎ�2DE2�w�D2E�+��DE�=�0�
1.26.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÊÎËÈ�D�+�E�=�F��ÒÎ�D�E�F�+�D2E�F�w�D2E�F2�=�0�
1.27.x�¢ÈÍÅÑ�ÒÜ�ÇÀ�ÄÓÆÊÈ�ÑÏ�ËÜÍÈÉ�ÌÍÎÆÍÈÊ��Q�x�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ��

1��xQ�+���+�xQ�� ���5 2 5 3 54 2 1n n n+ + ++ −æ æ ;

2��yQ�+�2�w�yQ�w�2��Q�!�2�� �����Q�+�2�w��Q�+���
���]�Q�w�]Q�� ���2�Q�+�1�+��Q�+�1�w��Q�+�1�

1.28.x�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ��Q�x�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ��
1��DQ�+���w�DQ�w����Q�!���� ���3 5 3 2 33 2n n n+ +− +æ æ ;

2��E2Q�+�E�Q�� �����Q�+�2�w��2Q�+�2�+�1�Q�+�2�
1.29.x�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ��Q�x�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ��

1��xQ�+�2�+�xQ�w�x2�w�1�� 2���yQ�+���+�yQ�+�2�+��y��+�y�
1.30.x�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÒÐÈ×ËÅÍ�

1��x2�w��x�+���� ���E2�+��E�+�12�
2��y2�+��y�+���� ���2x2�w�x�w�1�
���D2�w�D�w�2�� ����x2�+��x�+�1�

1.31.x�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÒÐÈ×ËÅÍ�
1��x2�+�x�w�2�� ����y2�w��y�+�1�
2��W2�w��W�+�1��� ����]2�w��]�+�1�

1.32.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÄÀÍÈÉ�ÂÈÐÀÇ�ÍÀÁÓÂÀ��ÄÎÄÀÒÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÏÐÈ�ÂÑ�Õ�
ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�x��ÓÊÀÆ�ÒÜ��ßÊÎÃÎ�ÍÀÉÌÅÍØÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÍÀÁÓÂÀ��ÖÅÉ�
ÂÈÐÀÇ���ÏÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��x�
1��x2�w�10x�+�2��� 2���x2�+�12x�+���� ���2x2�w�x�+�1�

1.33.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÍÅ�ÌÀ��ÊÎÐÅÍ�Â�
1��x2�w��x�+�1��=�0�� 2��x2�w�x�+�1�=�0�
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1.34.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÄÀÍÈÉ�ÂÈÐÀÇ�ÍÀÁÓÂÀ��Â�Äs�ÌÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÏÐÈ�ÂÑ�Õ�
ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�x��ÓÊÀÆ�ÒÜ��ßÊÎÃÎ�ÍÀÉÁ�ËÜØÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÍÀÁÓÂÀ��ÖÅÉ�
ÂÈÐÀÇ���ÏÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��x�
1��wx2�+��x�w���� 2��2�x�w�1�x2�w�2��� ����x�w��x2�w���

1.35.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÂÈÐÀÇ��D�+�2E���D�+�2E�+����+���ÍÀÁÓÂÀ��ÍÅÂ�Äs�ÌÍÈÕ�
ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÇÌ�ÍÍÈÕ�

1.36.x� ¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ� ÂÈÐÀÇ� ��� +� �x� w� 2y�� ��x� w� 2y�� +� �� ÍÀÁÓÂÀ��
ÍÅÂ�Äs�ÌÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÇÌ�ÍÍÈÕ�

1.37.x�¯ÎÄÀÉÒÅ�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÑÓÌÈ�ÊÂÀÄÐÀÒ�Â�ÄÂÎÕ�ÂÈÐÀÇ�Â�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�
1���D2�w�2D�+�1�� ���2x2�+��xy�+��y2�w��x�+���
2��10x2�+�2xy�+�y2�� ���2D2�+�2E2�

1.38.x�·È� �ÑÍÓÞÒÜ�ÒÀÊ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�x� ��y��ÏÐÈ�ßÊÈÕ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÍÓËÞ�
ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ��Ó�ÐÀÇ��ÑÒÂÅÐÄÍÎ��Â�ÄÏÎÂ�Ä��ÂÊÀÆ�ÒÜ�Ö��ÇÍÀ�
×ÅÍÍß��
1��x y x y2 24 2 4 2+ + − + ;

2��9 12 8 212 2x y x y+ − + + ?

1.39.x�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�
1��x��w��x2�+���� 2��x��w��x2�w�1��� ���x��+��x2�+�1��

1.40.x�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�
1��x��+��x��+��x2�w���
2��y��w�y��+��y2�w���
���x2�+�2x�w�y2�+��y�w���
����x�+�2y���x�+�2y�+�2��w��y�w�1���y�+�1��
���x�y2�+�2x2y�w�x2�+��x�w���
����x2�w�12x�+�2xy�w�y2�+���

1.41.x�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�
1��x��+��x��+�1�x2�w�2��
2��D2�+��D�w�E2�+��E�+���
����D�+��E���D�+��E�w����w��E�+�����E�w����
����x2�w��xy�+�y2�+��x�w���

1.42.x�¯ÎÑÒÀÂÒÅ�ÇÀÌ�ÑÒÜ�Ç�ÐÎ×ÎÊ�ÒÀÊ��ÎÄÍÎ×ËÅÍÈ��ÙÎÁÈ�ÑÏÐÀÂÄÆÓÂÀ�
ËÀÑß�ÒÎÒÎÆÍ�ÑÒÜ�
1��( ) (* * *) ;7 343 3 3k p k p− + + = −
2��(* *) * ;+ − +( ) = +25 36 125 2164 2 6 3a b a b

���( *) (* * ) .mn k m n k+ − + = +6 3 3 9

�1.43.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ�ÒÎÒÎÆÍ�ÑÒÜ
�D�+�E�+�F���D2�+�E2�+�F2�w�DE�w�EF�w�DF��=�D��+�E��+�F��w��DEF�

1.44.xx�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D�+�E�=����DE�=����§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�D2�+�E2�
1.45.xx�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D2�+�E2�=��1��DE�=����§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�D�+�E�
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1.46.xx�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�b
a2

2

4
1+ = ,�DE�=����§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�D�+�2E�

1.47.xx�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D2�+�E2�=�����DE�=����§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�D�w�E�
1.48.xx�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�x1�w�x2�=����x1x2�=�w1��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1��x1x22�w�x12x2�� ����x1�+�x2�2�
2��x12+�x22�� ���x1��w�x2��

1.49.xx�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D�+�E�=����DE�=����§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1��D�E2�+�D2E��� 2���D�w�E�2�� ���D��+�E��

1.50.xx�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�×ÈÑËÀ�x���y�ÒÀÊ���ÙÎ�x y2 2 1+ = .�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍ�

Íß�ÂÈÐÀÇÓ�x x y y6 2 2 63+ + .

1.51.xx�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�×ÈÑËÀ�x���y�ÒÀÊ���ÙÎ�x y3 2 2− = .�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍ�

Íß�ÂÈÐÀÇÓ�x x y y9 3 2 66− − .

1.52.xx�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D�+�2E�=�1��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�D��+��E��=�1�w��DE�
1.53.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÊÎËÈ�D�+��E�=�2��ÒÎ�a b ab3 327 8 18+ = − .
1.54.xx�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ��x��+��x2y�+��xy2+�2y��
1.55.xx�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ��2�D��w��D2E�+��DE2�w�E��
1.56.xx�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�x��+�y��=�����x2y�+�xy2�=����§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÄÂÎ�

×ËÅÍÀ�x�+�y�
1.57.xx�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D��w�E��=�����D2E�w�DE2�=�1��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÄÂÎ�

×ËÅÍÀ�D�w�E�
1.58.xx�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�ÑÓÌÀ���+���+���+�����+���ÄÎÐ�ÂÍÞ�������§ÍÀÉÄ�ÒÜ�

Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÄÎÄÀÍÊ�Â�

1.59.xx�̄ ÎÄÀÉÒÅ�×ÈÑËÎ�1�1�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÄÐÎÁÓ��×ÈÑÅËÜÍÈÊ�ßÊÎÃÎ���ÄÅÂsß�
ÒÈÌ�ÑÒÅÏÅÍÅÌ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ��À�ÇÍÀÌÅÍÍÈÊ�x�ÄÅÑßÒÈÌ�

1.60.xx�¿ÊÎÞ�ÖÈÔÐÎÞ�ÇÀÊ�Í×Ó�ÒÜÑß�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ��Q�x�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�
×ÈÑËÎ��
1���200�� 2����00�� ���2 3 1n næ + ?

1.61.xx�¿ÊÎÞ�ÖÈÔÐÎÞ�ÇÀÊ�Í×Ó�ÒÜÑß�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ��Q�x�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�
×ÈÑËÎ��
1���100�� 2����00�� ���3 72n n+ æ ?

1.62.�¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇ�Â�
1���200���2�00�� 2��12�12���2�1��� ����111���1�1��

1.63.�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�x2�+�y2�=�1��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ
�2 34 2 2 4 2x x y y y+ + + .

1.64.�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ��D2�w�E2�=�2��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ
�D��w�D�E2�w�2E��w��E2�

1.65.�·È��ÑÍÓ��ÒÀÊÅ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�Q��ÏÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈ�
ÐÀÇÓ�2��+�211�+�2Q���ÊÂÀÄÐÀÒÎÌ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ"
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1.66.�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ� 999 1001 1003 1005 16æ æ æ + �

��ÊÂÀÄÐÀÒÎÌ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�

1.67.� ¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ� ÇÍÀ×ÅÍÍß� ÂÈÐÀÇÓ� 1000 1000 1001 10012 2 2 2+ +æ �

��ÊÂÀÄÐÀÒÎÌ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�

1.68.�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D�=�E�+�1��±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ
�D�+�E���D2�+�E2���D��+�E����D��+�E����D1��+�E1����D�2�+�E�2��

1.69.�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 22 2 4 4 8 8 16 16 32
32 61 2 2− + − + − + − + − + = + + 44

7
.

1.70.�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�
1��D��+�2D2�w���� ���x��w��x�w���� ���P��+�P��+�1�
2��E��+�E2�+���� ���D��w�2DE2�w�E��

1.71.�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�
1��x��w��x�+�2�� ���x��+�x2�+�1��� ���x��+�x��+�1�
2��x��w��x2�+�2�� ���D��w��DE2�w�2E��

1.72.�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�
1��x��w��x2�+���� 2���x��w�12x2�+�1�� ���D��+�D2�+�1�

1.73.�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�
1��x��w��x2�+���� 2���x��w��x2�+�1�� ���D��+����

1.74.�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�210�+��12���ÑÊËÀÄÅÍÈÌ�×ÈÑËÎÌ�
1.75.�·ÈÑËÀ�D��E� ��F�ÒÀÊ���ÙÎ� a b c ab ac bc2 2 2 0+ + − − − = .�·ÎÌÓ�ÄÎ�

Ð�ÂÍÞ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�D�+�E�w�2F"
1.76.�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D2�+�E2�+�F2�=�1��x2�+�y2�+�]2�=�1���Dx�+�Ey�+�F]�=�1��

¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�D�=�x��E�=�y��F�=�]�

1.77.�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�x x4 1

2
0− + = �ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅ�ÌÀ��

1.78.�®Á×ÈÑË�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�D2�+�E2�+�F2��ßÊÙÎ�D�+�E�+�F�=���
��DE�+�EF�+�DF�=�w��

1.79.�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D2�+�E2�+�F2�=��0���D�w�E�w�F�=����¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�
EF�w�DE�w�DF�=�w��

1.80.�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D2�+�E2�+�F2�=�2����DE�w�DF�w�EF�=�w11��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ�
×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�D�+�E�w�F�

1.81.�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÂÈÐÀÇ�D2�+�E2�+��F2�+�2DE�+��DF�+��EF�
1.82.�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÂÈÐÀÇ�D2�+��E2�+�F2�w��DE�w��EF�+�2DF�
1.83.�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÊÎËÈ�D�+�E�+�F�=�0��ÒÎ�D��+�E��+�F��=��DEF�
1.84.�¢ÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ÐÅÇÓËÜÒÀÒ�ÇÀÄÀ×��1�����ÐÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆ�1�����ÐÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆ����ÐÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆ�

ÍÈÊÈ�ÂÈÐÀÇ��D�w�E���+��E�w�F���+��F�w�D���
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 2. Функція. Графік функції.
Лінійна функція

2.

¯ÎÍÎÂ�ÒÜ�Ó�ÏÀÌsßÒ��ÇÌ�ÑÒ�ÏÓÍÊÒ�Â�12w1��ÍÀ�Ñ����0w��2�

П Р И К Л А Д   1  �´ÓÍÊÖ�ß�I��ÎÁËÀÑÒÞ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ßÊÎ����ÂÑ��×ÈÑËÀ��
ÌÀ��ÒÀÊ��ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��

1��ÄËß�ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ�x���I��x��x�Ö�ËÅ�×ÈÑËÎ�
2��ÄËß�ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ�x���f x x( ) ;P
���ÄËß�ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ�x���I��x��!�x�w�1�
§ÍÀÉÄ�ÒÜ�I����2���I������I��w��2���§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÁËÀÑÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÔÓÍÊ�

Ö���I��¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ����ÃÐÀÔ�Ê�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� ��Ç�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒÅÉ�1w��ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�ÔÓÍÊÖ�ß�I�x�

ÖÅ�ÏÐÀÂÈËÎ��ÇÀ�ßÊÈÌ�ÊÎÆÍÎÌÓ�×ÈÑËÓ�x�ÑÒÀÂÈÒÜÑß�Ó�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�
ÍÀÉÁ�ËÜØÅ� Ö�ËÅ� ×ÈÑËÎ�� ßÊÅ� ÍÅ� ÏÅÐÅÂÈÙÓ�� x�� §Â�ÄÑÈ�� ÍÀÏÐÈÊËÀÄ��
I� ���2�� =� ��� I� �w��2�� =� w��� §ÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ� I� ���� =� ��� I� �w2�� =� w2��
I��0��=�0��³ÇÀÃÀË���ÄËß�ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ�Ö�ËÎÃÎ�×ÈÑËÀ�F�ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß��Ð�Â�
Í�ÑÒÜ�I��F��=�F���Ç�ÖÜÎÃÎ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�ÎÁËÀÑÒÞ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÔÓÍÊÖ���I�
��ÂÑ��Ö�Ë��×ÈÑËÀ�

¯ÎÁÓÄÓ�ÌÎ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���I�
ÅÕÀÉ�0 1Px < ,�ÒÎÄ��I��x��=�0�
ÅÕÀÉ�1 2Px < ,�ÒÎÄ��I��x��=�1�
ÅÕÀÉ�2 3Px < ,�ÒÎÄ��I��x��=�2�
ÅÕÀÉ�− <1 0Px ,�ÒÎÄ��I��x��=�w1�
ÅÕÀÉ�− < −2 1Px ,�ÒÎÄ��I��x��=�w2�
³ÇÀÃÀË���ßÊÙÎ�m x mP < +1,�ÄÅ�P�x�Ö�ËÅ�

×ÈÑËÎ��ÒÎ�I��x��=�P�
£ÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���I�ÇÎÁÐÀÆÅÍÎ�ÍÀ�ÐÈÑÓÍÊÓ�2�1�
¤Ëß�Ö����ÔÓÍÊÖ���ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞÒÜ�ÏÎÇÍÀ×ÅÍÍß�I��x��=�>x@��§ÀÏÈÑ�

>x@�×ÈÒÀÞÒÜ���Ö�ËÀ�×ÀÑÒÈÍÀ�×ÈÑËÀ�x���

П Р И К Л А Д   2  �²Î×ÊÀ�$��x0��y0��ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÃÐÀÔ�ÊÓ�ÔÓÍÊÖ���y�=�I��x���
¤ÎÂÅÄ�ÒÜ�� ÙÎ� ÒÎ×ÊÀ�%� �x0� w� ��� y0�� ÍÀËÅÆÈÒÜ� ÃÐÀÔ�ÊÓ� ÔÓÍÊÖ���
y�=�I��x�+����

¯ÍÆÁ sÞÆ¿ÌÌÞ� � ®ÑÊ�ËÜÊÈ� ÒÎ×ÊÀ�$� �x0�� y0�� ÍÀËÅÆÈÒÜ� ÃÐÀÔ�ÊÓ�
ÔÓÍÊÖ���y�=�I��x���ÒÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�Ö����ÔÓÍÊÖ���ÏÐÈ�x�=�x0�ÄÎÐ�ÂÍÞ��y0��
ÒÎÁÒÎ�I��x0��=�y0�

§ÍÀÉÄÅÌÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���y�=�I��x�+����ÏÐÈ�x�=�x0�w����¬À�ÌÎ��
I��x0�w���+����=�I��x0��=�y0�

x0 1

1

y

rÎÖ. 2.1
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§Â�ÄÑÈ�ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ��ÙÎ�ÒÎ×ÊÀ�%��x0�w����y0��
ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÃÐÀÔ�ÊÓ�ÔÓÍÊÖ���y�=�I��x�+�����

П Р И К Л А Д   3  �À�ÐÈÑÓÍÊÓ�2�2�ÇÎÁÐÀÆÅÍÎ�
ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���I��x��=�Dx�+�E��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ�
×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�E�w�D�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �¬À�ÌÎ��
f a b b a( ) ( ) .− = − + = −1 1æ �§�ÐÈÑÓÍÊÀ�ÂÈÄÍÎ��

ÙÎ�I��w1��=�0��®ÒÆÅ��E�w�D�=�0��

ВПРАВИ

2.1.q�³×Í��ØÊÎËÈ�ÏÎ�ÕÀËÈ�ÀÂÒÎÁÓÑÎÌ�ÍÀ�ÅÊÑÊÓÐÑ�Þ�ÒÀ�ÇÀ�ÎÄÈÍ�ÄÅÍÜ�
Â�ÄÂ�ÄÀËÈ�ÄÂÀ� ÑÒÀÐÎÂÈÍÍÈÕ�ÇÀÌÊÈ��À�ÐÈÑÓÍÊÓ�2��� ÇÎÁÐÀÆÅÍÎ�
ÃÐÀÔ�Ê�ÇÌ�ÍÈ�Â�ÄÑÒÀÍ��Â�Ä�ÀÂÒÎÁÓÑÀ�ÄÎ�ØÊÎËÈ�ÇÀËÅÆÍÎ�Â�Ä�×ÀÑÓ�
�ÂÏ¿Ó�É�ÏÒÔÒ�¿ÁÑÍÀÒÐ¿���ªÎÐÈÑÒÓÞ×ÈÑÜ�ÃÐÀÔ�ÊÎÌ��ÂÈÇÍÀ×ÒÅ�
1��ßÊÓ�Â�ÄÑÒÀÍÜ�ÏÐÎ�ÕÀÂ�ÀÂÒÎÁÓÑ�ÇÀ�ÏÅÐØÓ�ÃÎÄÈÍÓ�
2��ÍÀ�ßÊ�É�Â�ÄÑÒÀÍ��Â�Ä�ØÊÎËÈ�ÇÍÀÕÎÄÈÒÜÑß�ÏÅÐØÈÉ�ÇÀÌÎÊ��ÄÐÓ�

ÃÈÉ�ÇÀÌÎÊ�
���ÑÊ�ËÜÊÈ�×ÀÑÓ�ÒÐÈÂÀÂ�ÎÃËßÄ�ÏÅÐØÎÃÎ�ÇÀÌÊÓ��ÄÐÓÃÎÃÎ�ÇÀÌÊÓ�
���ÍÀ�ßÊ�É�Â�ÄÑÒÀÍ��Â�Ä�ØÊÎËÈ�ÁÓËÈ�Ó×Í��×ÅÐÅÇ���ÃÎÄ�Ï�ÑËß�ÂÈ�ÇÄÓ�
���Ç�ßÊÎÞ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÞ�ÐÓÕÀÂÑß�ÀÂÒÎÁÓÑ�ÏÐÎÒßÃÎÌ�ÎÑÒÀÍÍÜÎ��Ï�Â�

ÃÎÄÈÍÈ�

0 1

�0

W� ÃÎÄ

V�ÊÌ

�0

� � ��

�0

120

2

rÎÖ. 2.3

2.2.q�ªÎÆÍÎÌÓ�×ÈÑËÓ�ÏÎÑÒÀÂÈËÈ�Ó�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�Â�ÄÑÒÀÍÜ�Â�Ä�ÒÎ×ÊÈ��
ÙÎ�ÇÎÁÐÀÆÀ��ÖÅ�×ÈÑËÎ�ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏÐßÌ�É��ÄÎ�ÏÎ×ÀÒÊÓ�Â�Ä�
Ë�ÊÓ��¯ÎßÑÍ�ÒÜ��×ÎÌÓ�ÎÏÈÑÀÍÅ�ÏÐÀÂÈËÎ���ÔÓÍÊÖ��Þ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ����

x0 1

w1

y

1

rÎÖ. 2.2
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ÎÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÒÀ�ÎÁËÀÑÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÜ��¯ÎÇÍÀ×ÈÂØÈ�ÖÞ�ÔÓÍÊ�
Ö�Þ�ÁÓÊÂÎÞ�I��ÇÍÀÉÄ�ÒÜ�I��2���I��w����I��0���¿ÊÀ�Ç�ÄÀÍÈÕ�ÔÎÐÌÓË�
ÇÀÄÀ��ÔÓÍÊÖ�Þ�I�
1��y�=�x�� 2��y�=�wx�� ���y�=�_�x�_�� ���y�=�x2"

¿�2.3.q�°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÏÐÀÂÈËÎ��ÇÀ�ßÊÈÌ�ÊÎÆÍÎÌÓ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÌÓ�×ÈÑËÓ�
ÏÎÑÒÀÂËÅÍÎ�Ó�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�ÏÅÐØÓ�ÖÈÔÐÓ�ÉÎÃÎ�ÄÅÑßÒÊÎÂÎÃÎ�ÇÀÏÈÑÓ��
·È���ÖÅ�ÏÐÀÂÈËÎ�ÔÓÍÊÖ��Þ"�³�ÐÀÇ��ÑÒÂÅÐÄÍÎ��Â�ÄÏÎÂ�Ä��ÂÊÀÆ�ÒÜ�
���ÎÁËÀÑÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�

¿�2.4.q�°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÏÐÀÂÈËÎ��ÇÀ�ßÊÈÌ�ÊÎÆÍÎÌÓ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÌÓ�×ÈÑËÓ�
ÏÎÑÒÀÂËÅÍÎ�Ó�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�ÑÓÌÓ�ÖÈÔÐ�ÉÎÃÎ�ÄÅÑßÒÊÎÂÎÃÎ�ÇÀÏÈÑÓ�
�ÎÄÍÎÖÈÔÐÎÂÎÌÓ�×ÈÑËÓ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÀ��ÑÀÌÅ�ÖÅ�×ÈÑËÎ���·È���ÖÅ�ÏÐÀÂÈËÎ�
ÔÓÍÊÖ��Þ"�³�ÐÀÇ��ÑÒÂÅÐÄÍÎ��Â�ÄÏÎÂ�Ä��ÂÊÀÆ�ÒÜ����ÎÁËÀÑÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�

2.5.q�§ÀÄÀÉÒÅ�ÔÎÐÌÓËÎÞ�ÔÓÍÊÖ�Þ��ßÊÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���
1��ÏÐÎÒÈËÅÆÍ��Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÈÌ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÌ�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�
2��ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ�ÏÎÄÂÎ�ÍÈÌ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÈÌ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÌ�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�
���ÍÀ�2�ÌÅÍØ��Â�Ä�ÊÂÀÄÐÀÒ�Â�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�

2.6.q�¤ÀÍÎ�ÔÓÍÊÖ�Þ�I��x��=�x���§ÀÄÀÉÒÅ�ÔÎÐÌÓËÎÞ�ÔÓÍÊÖ�Þ��ÓÑ��ÇÍÀ�
×ÅÍÍß�ßÊÎ��ÏÐÈ�ÒÈÕ�ÑÀÌÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�
1��ÍÀ���Á�ËÜØ��ÇÀ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���I�
2��ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ�ÊÓÁÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���I�

2.7.q�́ ÓÍÊÖ�Þ�ÇÀÄÀÍÎ�ÔÎÐÌÓËÎÞ�I��x��=��x�w����̄ ÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��
x�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÇÍÀ×ÅÍÍÞ�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ"

2.8.q�´ÓÍÊÖ���ÇÀÄÀÍÎ�ÔÎÐÌÓËÀÌÈ�y�=��x�+�2�����y�=�x�+�2���¯ÐÈ�ßÊÈÕ�
ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�Ö��ÔÓÍÊÖ���ÍÀÁÓÂÀÞÒÜ�Ð�ÂÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ"

2.9.x�¯ÐÈÄÓÌÀÉÒÅ�ßÊÓ�ÍÅÁÓÄÜ�ÔÓÍÊÖ�Þ�I��ÎÁËÀÑÒÞ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ßÊÎ��
��ÂÑ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ��À�ÎÁËÀÑÒÞ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�x�×ÎÒÈÐÈ�×ÈÑËÀ��0��
1��2�����§ÍÀÉÄ�ÒÜ�I������I��1����I�������I��1000��

2.10.x�¿ÊÈÉ��Ç�ÍÀÂÅÄÅÍÈÕ�ÍÀ�ÐÈÑÓÍÊÓ�2���ÃÐÀÔ�Ê�Â��ËÞÑÒÐÓ��ÇÀËÅÆ�
Í�ÑÒÜ�ÇÌ�ÍÍÎ��y�Â�Ä�ÇÌ�ÍÍÎ��x��ÏÎÄÀÍÓ�ÍÈÆ×Å�

y

x0

y

x0

y

x0

y

x0

y

x0

y

x0

y

x0

y

x0

y

x0

¿ À Á

rÎÖ. 2.�
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1�� ÂÀÐÒ�ÑÒÜ�ÏÐÎ�ÇÄÓ�Â�ÀÂÒÎÁÓÑ��ÇÐÎÑÒÀ��ÍÀ�1�ÃÐÍ�×ÅÐÅÇ�ÊÎÆÍ��10�ÊÌ�
ØËßÕÓ��x�x�ÄÎÂÆÈÍÀ�ØËßÕÓ�Â�Ê�ËÎÌÅÒÐÀÕ��y�x�ÂÀÐÒ�ÑÒÜ�ÏÐÎ�
�ÇÄÓ�Â�ÃÐÈÂÍßÕ��

2�� ÌÅÒÀËÅÂÓ�ÏÐÓÆÈÍÓ�ÐÎÇÒßÃÍÓËÈ�É�Â�ÄÏÓÑÒÈËÈ��x�x�×ÀÑ�Ó�ÑÅ�
ÊÓÍÄÀÕ��y�x�ÄÎÂÆÈÍÀ�ÏÐÓÆÈÍÈ�Â�ÑÀÍÒÈÌÅÒÐÀÕ��

��� Ö�ÍÀ� ÏÎËÓÍÈÖ�� ÍÀ� ÐÈÍÊÓ� ÏÐÎÒßÃÎÌ� ÒÐÀÂÍß�x� ×ÅÐÂÍß� �x�x�
Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÄÍ�Â��y�x�Ö�ÍÀ�ÏÎËÓÍÈÖ��Â�ÃÐÈÂÍßÕ�"

2.11.x�¢�Ä�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ËÈÑÒÀ�ÊÀÐÒÎÍÓ�ÐÎÇÌ�ÐÎÌ��0�u��0�ÑÌ�Â�ÄÐ�ÇÀ�
ËÈ�ÑÌÓÆÊÓ�ÇÀÂØÈÐØÊÈ�x�ÑÌ��ÐÈÑ��2�����§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÔÎÐÌÓËÓ��ßÊÀ�
ÇÀÄÀ��ÔÓÍÊÖ�ÎÍÀËÜÍÓ� ÇÀËÅÆÍ�ÑÒÜ� ÏËÎÙ��6� ÑÌÓÃÈ�ÊÀÐÒÎÍÓ��ÙÎ�
ÇÀËÈØÈËÀÑß��Â�Ä�x��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�Ö����ÔÓÍÊÖ���

x ÑÌ

�0 ÑÌ

�
0
ÑÌ

x ÑÌ x ÑÌ

x
ÑÌ

x
ÑÌx ÑÌ

�0 ÑÌ

�
0
ÑÌ

x ÑÌ x ÑÌ

x
ÑÌ

x
ÑÌ

rÎÖ. 2.5 rÎÖ. 2.�

2.12.x��Ç�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ËÈÑÒÀ�ÆÅÐÑÒ��ÐÎÇÌ�ÐÎÌ�1�u�1�Ì�Ó�ÊÓÒÀÕ�ÂÈÐ�ÇÀËÈ�
ÊÂÀÄÐÀÒÈ�Ç��ÑÒÎÐÎÍÎÞ�x�ÑÌ��ÐÈÑ��2������Ç�ÎÒÐÈÌÀÍÎ��ÇÀÃÎÒÎÂÊÈ�Ç��
ÃÍÓËÈ�ÊÎÐÎÁÊÓ��ÍÀÄÀÂØÈ��É�ÔÎÐÌÈ�ÏÐßÌÎÊÓÒÍÎÃÎ�ÏÀÐÀËÅËÅÏ�ÏÅÄÀ��
§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÔÎÐÌÓËÓ��ßÊÀ�ÇÀÄÀ��ÔÓÍÊÖ�ÎÍÀËÜÍÓ�ÇÀËÅÆÍ�ÑÒÜ�ÎÁs�ÌÓ�
9�ÊÎÐÎÁÊÈ�Â�Ä�x��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�Ö����ÔÓÍÊÖ���

2.13.x�ªÎÆÍ�É�ÒÎ×Ö��ÃÐÀÔ�ÊÀ�ÔÓÍÊÖ���I��x��=��x�+�1�ÏÎÑÒÀÂËÅÍÎ�Ó�Â�Ä�
ÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�ÑÓÌÓ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ�Ö����ÒÎ×ÊÈ��·È���ÖÅ�ÏÐÀÂÈËÎ�ÔÓÍÊÖ��
�Þ"�³�ÐÀÇ��ÑÒÂÅÐÄÍÎ��Â�ÄÏÎÂ�Ä��ÇÀÄÀÉÒÅ�ÖÞ�ÔÓÍÊÖ�Þ�ÔÎÐÌÓËÎÞ�

2.14.x�ªÎÆÍ�É�ÒÎ×Ö��ÃÐÀÔ�ÊÀ�ÔÓÍÊÖ���I��x��=�x2�+�1�ÏÎÑÒÀÂËÅÍÎ�Ó�Â�Ä�
ÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�ÄÎÁÓÒÎÊ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ�Ö����ÒÎ×ÊÈ��·È���ÖÅ�ÏÐÀÂÈËÎ�ÔÓÍÊ�
Ö��Þ"�³�ÐÀÇ��ÑÒÂÅÐÄÍÎ��Â�ÄÏÎÂ�Ä��ÇÀÄÀÉÒÅ�ÖÞ�ÔÓÍÊÖ�Þ�ÔÎÐÌÓËÎÞ�

2.15.x�¤ÀÍÎ�ÔÓÍÊÖ�Þ�f x

x x

x x

x

( )

, ,

, ,

, .

=
− + −

− < <








2 3 2

2 4

8 4

2

ÿêùî

ÿêùî

ÿêùî

m

l

§ÍÀÉÄ�ÒÜ��1��I��w����2��I��w2������I��2������I���������I�����������I����1��
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¿�2.16.x�¤ÀÍÎ�ÔÓÍÊÖ�Þ�f x

x x

x x

x x

( )

, ,

, ,

, .

=
−

− < <
−









ÿêùî

ÿêùî

ÿêùî

3 1

2 1 1 2

2 2 32

P P

P P

±ÊËÀÄ�ÒÜ�ÒÀÁËÈÖÞ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÔÓÍÊÖ���ÄËß�Ö�ËÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�

2.17.x�À� ßÊÎÌÓ� Ç� ÐÈÑÓÍÊ�Â� �ÐÈÑ�� 2���� ÇÀÄÀÍÎ�ÔÓÍÊÖ�ÎÍÀËÜÍÓ� ÇÀ�
ËÅÆÍ�ÑÒÜ�
1��ÇÌ�ÍÍÎ��y�Â�Ä�ÇÌ�ÍÍÎ��x�
2��ÇÌ�ÍÍÎ��x�Â�Ä�ÇÌ�ÍÍÎ��y�
���ÇÌ�ÍÍÎ��y�Â�Ä�ÇÌ�ÍÍÎ��x���ÇÌ�ÍÍÎ��x�Â�Ä�ÇÌ�ÍÍÎ��y"

y

x0

y

x0

y

x0

y

x0

y

x0

y

x0

y

x0

y

x0

y

x0

y

x0

y

x0

y

x0

y

x0

y

x0

y

x0

y

x0

¿ À Á Â

rÎÖ. 2.�

2.18.x�À�ÐÈÑÓÍÊÓ�2���ÇÎÁÐÀÆÅÍÎ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ����§ÍÀÉÄ�ÒÜ�
1��ÎÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���
2��ÎÁËÀÑÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÔÓÍÊÖ���
���ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ��ÏÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÍÓËÞ�
��� ÇÍÀ×ÅÍÍß� ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�� ÏÐÈ� ßÊÈÕ�ÔÓÍÊÖ�ß� ÍÀÁÓÂÀ�� ÄÎÄÀÒÍÈÕ�

ÇÍÀ×ÅÍÜ�
��� ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ��ÏÐÈ�ßÊÈÕ�ÔÓÍÊÖ�ß�ÍÀÁÓÂÀ��Â�Äs�ÌÍÈÕ�

ÇÍÀ×ÅÍÜ�

y

x0

1

1 �

w2

w�

�

�

rÎÖ. 2.�
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2.19.x�Å�ÂÈÊÎÍÓÞ×È�ÏÎÁÓÄÎÂÈ��ÇÍÀÉÄ�ÒÜ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�ÒÎ×ÎÊ�ÏÅÐÅÒÈÍÓ�
Ç�ÎÑßÌÈ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ�ÃÐÀÔ�ÊÀ�ÔÓÍÊÖ���
1��y�=��x�w�x2�� ���y�=�_�x�_�+���
2��y�=�_�x�_�w���� ���y�=�x��

2.20.x�§ÀÄÀÍÎ�ÔÓÍÊÖ�Þ�y�=�2�w�x��ÎÁËÀÑÒÞ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ßÊÎ����ÂÑ��
ÎÄÍÎÖÈÔÐÎÂ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ��¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�Ö����ÔÓÍÊÖ���

2.21.x�̄ ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ����ÎÁËÀÑÒÞ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ßÊÎ����ÂÑ��ÍÀ�
ÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ�ÒÀ�ßÊÀ�ÍÀÁÓÂÀ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�w1�ÏÐÈ�ÏÀÐÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�
ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�É�ÇÍÀ×ÅÍÍß�1�ÏÐÈ�ÍÅÏÀÐÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�

2.22.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ����ßÊÙÎ�Â�ÄÎÌÎ��ÙÎ�ÄËß�ÂÑ�Õ�Ö�ËÈÕ�
ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���ÄÎÐ�ÂÍÞ��1��À�ÄËß�ÍÅÖ�ËÈÕ�
ÄÎÐ�ÂÍÞ��w1�

2.23.x�²Î×ÊÀ�$��x0��y0��ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÃÐÀÔ�ÊÓ�ÔÓÍÊÖ���y�=�I��x���¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��
ÙÎ�ÒÎ×ÊÀ�%��x0��y0�w����ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÃÐÀÔ�ÊÓ�ÔÓÍÊÖ���y�=�I��x��w���

2.24.x�²Î×ÊÀ�$��x0��y0��ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÃÐÀÔ�ÊÓ�ÔÓÍÊÖ���y�=�I��x���¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��
ÙÎ�ÒÎ×ÊÀ�%��x0��2y0��ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÃÐÀÔ�ÊÓ�ÔÓÍÊÖ���y�=�2I��x��

2.25.x�²Î×ÊÀ�$��x0��y0��ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÃÐÀÔ�ÊÓ�ÔÓÍÊÖ���y�=�I��x���¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��

ÙÎ�ÒÎ×ÊÀ�%��2x0��y0��ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÃÐÀÔ�ÊÓ�ÔÓÍÊÖ���y f x= 





1

2
.

2.26.x�§ÀÄÀÉÒÅ�ÔÎÐÌÓËÎÞ�ÔÓÍÊÖ�Þ��ßÊÀ���ÏÐßÌÎÞ�ÏÐÎÏÎÐÖ�ÉÍ�ÑÒÞ��
ßÊÙÎ����ÃÐÀÔ�Ê�ÏÐÎÕÎÄÈÒÜ�×ÅÐÅÇ�ÒÎ×ÊÓ�0�����w2��

2.27.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�E��ÏÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���y x b= − +1

5
�

ÏÐÎÕÎÄÈÒÜ�×ÅÐÅÇ�ÒÎ×ÊÓ�$��w1������

2.28.x�¯ÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��N�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���y�=�Nx�+���ÏÐÎÕÎÄÈÒÜ�
×ÅÐÅÇ�ÒÎ×ÊÓ�%��2��w��"

2.29.x�£ÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���y�=�Nx�+�E�ÏÅÐÅÒÈÍÀ��ÎÑ��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ�Ó�ÒÎ×ÊÀÕ�
0��2��0����1��0��w����§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�N���E�

2.30.x�³Ñ��ÒÎ×ÊÈ�ÃÐÀÔ�ÊÀ�ÔÓÍÊÖ���y�=�Nx�+�E�ÌÀÞÒÜ�ÎÄÍÀÊÎÂÓ�ÎÐÄÈ�
ÍÀÒÓ��ßÊÀ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��w���§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�N���E�

2.31.x�£ÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���y�=�Nx�+�E�ÏÀÐÀËÅËÜÍÈÉ�ÎÑ��ÀÁÑÖÈÑ���ÏÐÎÕÎÄÈÒÜ�
×ÅÐÅÇ�ÒÎ×ÊÓ�$��w�������§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�N���E�

2.32.x�¯ÐÈ��ßÊÎÌÓ��ÇÍÀ×ÅÍÍ���ÇÌ�ÍÍÎ���x� �ÔÓÍÊÖ����I� �x��=��x�w���
�� g x x( ) = −3 2�ÍÀÁÓÂÀÞÒÜ�Ð�ÂÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ"�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÍÀ�ÎÄÍ�É�

ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏËÎÙÈÍ��ÃÐÀÔ�ÊÈ�ÔÓÍÊÖ�É�I� ��J��¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ��¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ�ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ�
×ÅÍÍßÕ�x�
1��I��x��!�J��x��� 2��I��x����J��x�"
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2.33.x�£ÐÀÔ�ÊÈ�ÔÓÍÊÖ�É�y�=�2x�w����y�=�x�w�����y�=�Nx�ÏÅÐÅÒÈÍÀÞÒÜÑß�
Â�ÎÄÍ�É�ÒÎ×Ö���§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�N��¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�Â�ÎÄÍ�É�ÑÈÑÒÅÌ��
ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ�ÃÐÀÔ�ÊÈ�ÖÈÕ�ÔÓÍÊÖ�É�

2.34.x� ¯ÐÈ� ßÊÎÌÓ� ÇÍÀ×ÅÍÍ�� E� ÃÐÀÔ�ÊÈ� ÔÓÍÊÖ�É� y� =� 1��x� w� 2��
y�=�2��x�+�2���y�=��x�+�E�ÏÅÐÅÒÈÍÀÞÒÜÑß�Â�ÎÄÍ�É�ÒÎ×Ö�"

2.35.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÍÅ��ÑÍÓ��ÒÀÊÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�D��ÏÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÏÐßÌÀ�
y�=�Dx�w���ÏÐÎÕÎÄÈÒÜ�×ÅÐÅÇ�ÏÎ×ÀÒÎÊ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ�

2.36.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���

1��y
x x

x x
=

−
− − <





3 0

2 3 0

, ,

, ;

ÿêùî

ÿêùî

O
�

2��y
x x

x
=

−
>





4 2 2

3 2

, ,

, ;

ÿêùî

ÿêùî

P

���y
x

x
=

− ≠ −
= −





1 1

1 1

, ,

, .

ÿêùî

ÿêùî
�

2.37.xx�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���

1��y�=�_�x�_�� ���y�=�2x�+�_�x�_�w�1�
2��y�=�_�x�_�w�x��

2.38.xx�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���
1��y�=�w�_�x�_�� ���y�=��x�w�_�x�_�+�2�
2��y�=�_�x�_�+�x��

2.39.xx�À�ÐÈÑÓÍÊÓ�2���ÇÎÁÐÀÆÅÍÎ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊ�
Ö���I��x��=�Dx�+�E��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
D�+�E�

2.40.�£ÐÀÔ�ÊÈ�ÔÓÍÊÖ�É�y�=�w�2N�+����x�w�1�w�2N�
��y�=�Nx�+�N�+�2��ÄÅ�N�!�0��ÏÅÐÅÒÈÍÀÞÒÜ�Â�ÑÜ�
ÎÐÄÈÍÀÒ�Ó�ÒÎ×ÊÀÕ�$���%�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎ��²Î×ÊÓ�
ÏÅÐÅÒÈÍÓ��ÖÈÕ��ÃÐÀÔ�Ê�Â��ÏÎÇÍÀ×ÅÍÎ��ÁÓÊ�
ÂÎÞ�0��·È�ÌÎÆÍÀ��ÑÒÅÐØÈ�ÎÑ��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ�
��ÃÐÀÔ�ÊÈ��Â�ÄÍÎÂÈÒÈ�ÑÈÑÒÅÌÓ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ�ÇÀ�
ÒÎ×ÊÀÌÈ�$��%���0"

2.41.�£ÐÀÔ�ÊÈ�ÔÓÍÊÖ�É�y�=�Dx�+�E���y�=�Ex�+�D��ÄÅ�D�!�0���E�!�0��
ÏÅÐÅÒÈÍÀÞÒÜ�Â�ÑÜ�ÎÐÄÈÍÀÒ�Ó�ÒÎ×ÊÀÕ�$���%�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎ��²Î×ÊÓ�ÏÅ�
ÐÅÒÈÍÓ�ÖÈÕ�ÃÐÀÔ�Ê�Â�ÏÎÇÍÀ×ÅÍÎ�ÁÓÊÂÎÞ�0��·È�ÌÎÆÍÀ��ÑÒÅÐØÈ�
ÎÑ��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ���ÃÐÀÔ�ÊÈ��Â�ÄÍÎÂÈÒÈ�ÑÈÑÒÅÌÓ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ�ÇÀ�ÒÎ×�
ÊÀÌÈ�$��%���0"

x0 1

y

rÎÖ. 2.�
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 3. Рівняння з двома змінними. Системи 
лінійних рівнянь із двома змінними

3.

¯ÎÍÎÂ�ÒÜ�Ó�ÏÀÌsßÒ��ÇÌ�ÑÒ�ÏÓÍÊÒ�Â����10��1�w1��ÍÀ�Ñ���������0��
��2������

П Р И К Л А Д   1  �¿ÊÀ�Ô�ÃÓÐÀ���ÃÐÀÔ�ÊÎÌ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��_�x�_�+�_�y�w�2�_�=�0�����2��x2�+�y�w�yx�w�x�=�0��������x2�+�y�=�y�+�x2"

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ
1��®ÑÊ�ËÜÊÈ� x O0��� y − 2 0O ,�ÒÎ�Ë�ÂÀ�×ÀÑÒÈÍÀ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÄÎÐ�Â�

ÍÞÂÀÒÈÌÅ�ÍÓËÞ�Ò�ËÜÊÈ�ÇÀ�ÎÄÍÎ×ÀÑÍÎÃÎ�ÂÈ�
ÊÎÍÀÍÍß�ÓÌÎÂ�x�=�0���y�w�2�=�0��§Â�ÄÑÈ�ÏÀÐÀ�
×ÈÑÅË� �0�� 2��x� �ÄÈÍÈÉ� ÐÎÇÂsßÇÎÊ� ÄÀÍÎÃÎ�
Ð�ÂÍßÍÍß��®ÒÆÅ��ØÓÊÀÍÈÌ�ÃÐÀÔ�ÊÎÌ���ÒÎ×�
ÊÀ�Ç�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀÌÈ��0��2��

2��°ÎÇÊËÀÂØÈ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�Ë�ÂÓ�×ÀÑÒÈÍÓ�
Ð�ÂÍßÍÍß��ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ���x�w�y���x�w�1��=�0��
§Â�ÄÑÈ� y� =� x� ÀÁÎ� x� =� 1�� ®ÒÆÅ�� ÃÐÀÔ�ÊÎÌ�
ÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß���ÏÀÐÀ�ÏÐßÌÈÕ��ÐÈÑ����1��

���¡ÓÄÜ�ßÊÀ�ÏÀÐÀ��x��y����ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�ÄÀ���ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�ÄÀ�
ÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��®ÒÆÅ��ÉÎÃÎ�ÃÐÀÔ�ÊÎÌ���ÂÑß�
ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÀ�ÏËÎÙÈÍÀ��

П Р И К Л А Д   2  � £ÐÀÔ�ÊÎÌ� Ð�ÂÍßÍÍß� �� ÏÐßÌÀ� $%�� ÄÅ� $� �1�� ����
%��w1��w����§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÐÄÈÍÀÒÓ�ÒÎ×ÊÈ�Ö����ÏÐßÌÎ���ÀÁÑÖÈÑÀ�ßÊÎ��ÄÎ��w����§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÐÄÈÍÀÒÓ�ÒÎ×ÊÈ�Ö����ÏÐßÌÎ���ÀÁÑÖÈÑÀ�ßÊÎ��ÄÎ�w����§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÐÄÈÍÀÒÓ�ÒÎ×ÊÈ�Ö����ÏÐßÌÎ���ÀÁÑÖÈÑÀ�ßÊÎ��ÄÎ�
Ð�ÂÍÞ���1��1�2��2��w0���

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÀÁÑÖÈÑÈ�ÒÎ×ÎÊ�$���%�ÍÅ�Ð�ÂÍ���ÒÎ�ÏÐß�
ÌÀ�$%�ÍÅ���ÂÅÐÒÈÊÀËÜÍÎÞ��ÒÎÌÓ�ØÓÊÀÒÈÌÅÌÎ����Ð�ÂÍßÍÍß�Ó�ÂÈÃËßÄ��
y�=�Nx�+�E�

ªÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�ÒÎ×ÎÊ�$���%���ÐÎÇÂsßÇÊÀÌÈ�ÖÜÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��§Â�ÄÑÈ�
ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�ÑÈÑÒÅÌÓ

3

7

= +
− = − +





k b

k b

,

.

¶Þ� ÑÈÑÒÅÌÓ� ÇÐÓ×ÍÎ� ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÒÈ�ÌÅÒÎÄÎÌ� ÄÎÄÀÂÀÍÍß��¬À�ÌÎ��
2E�=�w���E�=�w2��§Â�ÄÑÈ�N�=���

®ÒÆÅ��Ð�ÂÍßÍÍß�ÏÐßÌÎ��$%�ÌÀ��ÂÈÃËßÄ�y�=��x�w�2�
¯ÐÈ�x�=�1�2�ÌÀ�ÌÎ�y = − =5 1 2 2 4æ , .

¯ÐÈ�x�=�w0���ÌÀ�ÌÎ�y = − − = −5 0 6 2 5æ ( , ) .�

x0 1

1

y

y  
�x

x
=
1

rÎÖ. 3.1
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ВПРАВИ

3.1.q�£ÐÀÔ�Ê�Ð�ÂÍßÍÍß��x�+�2y�=�1��ÏÐÎÕÎÄÈÒÜ�×ÅÐÅÇ�ÒÎ×ÊÓ�$��D������
·ÎÌÓ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�D"

3.2.q�£ÐÀÔ�Ê�Ð�ÂÍßÍÍß��x�+�y�=�1��ÏÐÎÕÎÄÈÒÜ�×ÅÐÅÇ�ÒÎ×ÊÓ�%��E���E���
·ÎÌÓ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�E"

3.3.q�Å�ÂÈÊÎÍÓÞ×È�ÏÎÁÓÄÎÂÈ��ÇÍÀÉÄ�ÒÜ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�ÒÎ×ÎÊ�ÏÅÐÅÒÈÍÓ�
Ç�ÎÑßÌÈ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ�ÃÐÀÔ�ÊÀ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��x�+�y�=���� ���x2�+�y2�=�1��

2��x y3 1− = ;� ���_�x�_�w�y�=���

3.4.q�̄ ÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��D�ÏÀÐÀ�×ÈÑÅË��w��������ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1���x�+��y�=�D�� 2��Dx�+��y�=�1�"

3.5.q�¯ÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��D�ÃÐÀÔ�Ê�Ð�ÂÍßÍÍß�11x�w�1�y�=�D�+���ÏÐÎ���ÏÐÎ��ÏÐÎ�
ÕÎÄÈÒÜ�×ÅÐÅÇ�ÏÎ×ÀÒÎÊ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ"

3.6.q�·È�ÍÀËÅÆÀÒÜ�ÃÐÀÔ�ÊÓ�Ð�ÂÍßÍÍß�y��w�x��=�w��ÒÎ×ÊÈ��ÙÎ�ÌÀÞÒÜ�
Â�Äs�ÌÍÓ�ÀÁÑÖÈÑÓ"

3.7.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�Ð�ÂÍßÍÍß�

1���x�w���2�+��y�+�1�2�=�0�� ����x�w�2���y�w�1��=�0�

2��_�y�_�+��x�+�2�2�=�0�� ����x�w�xy�=�0�

3.8.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�Ð�ÂÍßÍÍß�

1���x�+���2�+�y2�=�0�� ���_�x�w���_�+�_�y�w���_�=�0�

2��xy�=�0�� ���xy�+�y�=�0�

3.9.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÐÎÇÂsßÇÎÊ�Ð�ÂÍßÍÍß��x�+��y�=�2���ßÊÈÉ���ÏÀÐÎÞ�Ð�Â�
ÍÈÕ�×ÈÑÅË�

3.10.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÐÎÇÂsßÇÎÊ�Ð�ÂÍßÍÍß�w12x�+�1�y�=�w100��ßÊÈÉ���ÏÀÐÎÞ�
ÏÐÎÒÈËÅÆÍÈÕ�×ÈÑÅË�

3.11.x�¯ÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��D�ÒÎ×ÊÀ�ÏÅÐÅÒÈÍÓ�ÏÐßÌÈÕ�2x�w��y�=�w��
���x�+�y�=�D�ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÎÑ��ÀÁÑÖÈÑ"

3.12.x�¯ÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��E�ÒÎ×ÊÀ�ÏÅÐÅÒÈÍÓ�ÏÐßÌÈÕ��x�+��y�=����
��x�+�Ey�=�w20�ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÎÑ��ÎÐÄÈÍÀÒ"

3.13.x�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�D���E�ÏÐßÌÀ�Dx�+�Ey�=�21�ÏÅÐÅÒÈÍÀ��ÎÑ��
ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ�Ó�ÒÎ×ÊÀÕ�$�����0����%��0��w��"
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3.14.x�±ÊËÀÄ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÏÐßÌÈÕ��ßÊ��ÇÎÁÐÀÆÅÍÎ�ÍÀ�ÐÈÑÓÍÊÓ���2�

y

x

0
1

1

DP
E

F

y

x0 1

1

P

Q

S

rÎÖ. 3.2 rÎÖ. 3.3

3.15.x�±ÊËÀÄ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÏÐßÌÈÕ��ßÊ��ÇÎÁÐÀÆÅÍÎ�ÍÀ�ÐÈÑÓÍÊÓ�����

3.16.x� §ÍÀÉÄ�ÒÜ� ÇÍÀ×ÅÍÍß� D� �� E�� ÏÐÈ� ßÊÈÕ� ÏÀÐÀ� ×ÈÑÅË� ���� ���
��ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�ÑÈÑÒÅÌÈ�Ð�ÂÍßÍÜ�

1��
ax y

x by

+ =
+ =





2 26

4 14

,

;
� 2��

5 6

0

x by

ax by

+ =
+ =





,

.

3.17.x�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�D���E�ÏÀÐÀ�×ÈÑÅË��w2�������ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�

ÑÈÑÒÅÌÈ�Ð�ÂÍßÍÜ�
ax y

x by

− = −
+ =





2 12

7 1

,

?

3.18.x�¤Î�Ð�ÂÍßÍÍß��x�w��y�=���Ï�ÄÁÅÐ�ÒÜ�ÄÐÓÃÅ�Ë�Í�ÉÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÒÀÊ��
ÙÎÁ�ÎÒÐÈÌÀÒÈ�ÑÈÑÒÅÌÓ�Ð�ÂÍßÍÜ��ßÊÀ�
1��ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�ÐÎÇÂsßÇÎÊ�
2��ÌÀ��ÁÅÇË�×�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�
���ÍÅ�ÌÀ��ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�

3.19.x�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�D�ÑÈÑÒÅÌÀ�Ð�ÂÍßÍÜ�

1��
5 6 17

5 6

x y

x y a

− =
− =





,
�ÍÅ�ÌÀ��ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�

2��
8 6

4 5 3

x ay

x y

+ =
− =





,
�ÌÀ��ÁÅÇË�×�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â"

3.20.x�¯�ÄÁÅÐ�ÒÜ�ÒÀÊ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�D���E��ÏÐÈ�ßÊÈÕ�ÑÈÑÒÅÌÀ�Ð�ÂÍßÍÜ

�
x y

ax y b

− =
+ =





2 5

4

,

:

1��ÌÀ��ÁÅÇË�×�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�
2��ÌÀ��ÎÄÈÍ�ÐÎÇÂsßÇÎÊ�
���ÍÅ�ÌÀ��ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�
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3.21.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÃÐÀÔ�×ÍÎ�ÑÈÑÒÅÌÓ�Ð�ÂÍßÍÜ�

1��
x y

x y

− =
+ =







0

3 4

,

;
� 2��

x y

x y

− =
− =







0

2 3

,

;
� ���

x y

x y

2 2 0

2 3

− =
+ =





,

.

3.22.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÑÈÑÒÅÌÓ�Ð�ÂÍßÍÜ�ÌÅÒÎÄÎÌ�Ï�ÄÑÒÀÍÎÂÊÈ�

1��
x y

x y
2 3

2

5 34

− =

− =







,

;
� 2��

6 5 1

4
1

2

3

4

3

4

y x

x y x

− =

+ = −






− −

,

.

3.23.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÑÈÑÒÅÌÓ�Ð�ÂÍßÍÜ�ÌÅÒÎÄÎÌ�Ï�ÄÑÒÀÍÎÂÊÈ�

1��
6 3 5 4 5 4

3 2 3 6 8

x x y

x y x y

+ = − +
− − = −





( ),

( ) ;
� 2��

x y x y

x y x y

+ −

+ −

+ =

− =










8 6

3

4

2 5

3

4

5

,

.

3.24.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÑÈÑÒÅÌÓ�Ð�ÂÍßÍÜ�ÌÅÒÎÄÎÌ�ÄÎÄÀÂÀÍÍß�

1��
2 4 5 3 3 4 5

7 6 1 4 3 21 86

( ) ( ) ,

( ) ( ) ;

x y

y x y

− − + =
− − + = −





� 2��

x y

x y

+ −

+ +

− =

− =










2

6

3

15

2 5

9

3

6

1

3

1,

.
,

3.25.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÑÈÑÒÅÌÓ�Ð�ÂÍßÍÜ�ÌÅÒÎÄÎÌ�ÄÎÄÀÂÀÍÍß�

1��
0 2 0 3 2 1 1 5

3 1 3 2 2

, , ( ) , ,

( ) ;

x y

x y y

− + =
+ + = −





� 2��

15 3

4

3 2

6

3

3

3

2

3

6

x y x y

x y x y

− +

+ −

+ =

− =










,

.

3.26.x�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�D���E�ÃÐÀÔ�Ê�Ð�ÂÍßÍÍß�Dx�+�Ey�=���ÏÐÎ�
ÕÎÄÈÒÜ�×ÅÐÅÇ�ÒÎ×ÊÈ�$��1�������%��2��w��"

3.27.x�§ÀÏÈØ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÏÐßÌÎ��y�=�Nx�+�E��ßÊÀ�ÏÐÎÕÎÄÈÒÜ�×ÅÐÅÇ�
ÒÎ×ÊÈ�
1��1��2��1����'��w������� 2��5��w��������6�����w2��

3.28.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1���x�+�y�2�+��x�w���2�=�0�
2���x�+�2y�w���2�+�x2�w��xy�+��y2�=�0�
���_�x�w��y�w���_�+���x�+��y�w��2�2�=�0�
���x2�+�y2�+�10x�w�12y�+��1�=�0�
���2�x2�+�10y2�w��0xy�+��y�+�1��=�0�

3.29.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1���x�w�2y�2�+��y�w���2�=�0�
2����x�+�2y�w���2�+�_��x�w��y�+���_�=�0�
����0x2�+��y2�w�2�xy�+�1�x�+����=�0�
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¬È�×ÀÑÒÎ�ÃÎÂÎÐÈÌÎ��ÑÒÀÄÎ�ÁÀÐÀÍ�Â��ÁÓÊÅÒ�ÊÂ�Ò�Â��ÊÎËÅÊÖ�ß�ÌÀÐÎÊ��
ÊÎÑßÊ�ÐÈÁ��ÇÃÐÀß�ÏÒÀÕ�Â��Ð�É�ÁÄÆ�Ë��Ç�ÁÐÀÍÍß�ÊÀÐÒÈÍ��ÍÀÁ�Ð�ÐÓ×ÎÊ��
ÊÎÌÏÀÍ�ß�ÄÐÓÇ�Â�

¿ÊÙÎ� Â� ÖÈÕ� ÏÀÐÀÕ� ÏÅÐÅÌ�ØÀÒÈ� ÏÅÐØ�� ÑËÎÂÀ�� ÒÎ� ÌÎÆÅ� ÂÈÉÒÈ�
ÑÌ�ØÍÎ��ÁÓÊÅÒ�ÁÀÐÀÍ�Â��ÊÎÑßÊ�ÊÀÐÒÈÍ��ÊÎËÅÊÖ�ß�ÄÐÓÇ�Â��¢ÎÄÍÎ×ÀÑ�
ÒÀÊ��ÑËÎÂÎÑÏÎËÓ×ÅÍÍß��ßÊ�ÊÎËÅÊÖ�ß�ÐÈÁ��ÊÎËÅÊÖ�ß�ÏÒÀÕ�Â��ÊÎËÅÊÖ�ß�
ÊÀÐÒÈÍ��ÊÎËÅÊÖ�ß�ÐÓ×ÎÊ�ÒÎÙÎ���ÏÐÈÉÍßÒÍÈÌÈ��°�×�Ó�Ò�Ì��ÙÎ�ÑËÎÂÎ�
�ÊÎËÅÊÖ�ß�� ÄÎÑÈÒÜ� ÓÍ�ÂÅÐÑÀËÜÍÅ�� ®ÄÍÀÊ� Ó� ÌÀÒÅÌÀÒÈÖ�� �� ÒÅÐÌ�Í��
ßÊÈÌ�ÌÎÆÍÀ�ÇÀÌ�ÍÈÒÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�Ç�ÏÅÐØÈÕ�ÑË�Â�Ó�ÍÀÂÅÄÅÍÈÕ�ÏÀÐÀÕ��
¶Å�ÒÅÐÌ�Í�ÌÍÎÆÈÍÀ�

ÀÂÅÄÅÌÎ�ÙÅ�Ê�ËÜÊÀ�ÏÐÈÊËÀÄ�Â�ÌÍÎÆÈÍ�
x� ÌÍÎÆÈÍÀ�Ó×Í�Â�ÂÀØÎÃÎ�ÊËÀÑÓ�
x� ÌÍÎÆÈÍÀ�Ó×Í�Â�ÂÀØÎ��ØÊÎËÈ��ßÊ����ÏÐÈÇÅÐÀÌÈ�¢ÑÅÓÊÐÀ�ÍÑÜÊÎ��
ÎË�ÌÏ�ÀÄÈ�ÞÍÈÕ�ÌÀÒÅÌÀÒÈÊ�Â�

x� ÌÍÎÆÈÍÀ�ÏËÀÍÅÒ�±ÎÍß×ÍÎ��ÑÈÑÒÅÌÈ�
x� ÌÍÎÆÈÍÀ�ÄÂÎÖÈÔÐÎÂÈÕ�×ÈÑÅË�
x� ÌÍÎÆÈÍÀ��ÏÀÐ��×ÈÑÅË���x��y����ßÊ�����ÐÎÇÂsßÇÊÀÌÈ��Ð�ÂÍßÍÍß�
x2�+�y2�=�1��

®ÊÐÅÌÈÌ�ÍÀÉÂÀÆËÈÂ�ØÈÌ�ÌÍÎÆÈÍÀÌ�ÏÐÈÑÂÎ�ÍÎ�ÇÀÃÀËÜÍÎÏÐÈÉ�
ÍßÒ��ÍÀÇÂÈ�ÒÀ�ÏÎÇÍÀ×ÅÍÍß�

x� ÌÍÎÆÈÍÀ�ÒÎ×ÎÊ�ÏËÎÙÈÍÈ�x�ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÍÀ�Ô�ÃÓÐÀ�
x� ÌÍÎÆÈÍÀ�ÒÎ×ÎÊ��ßÊ��ÌÀÞÒÜ�ÇÀÄÀÍÓ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ��x�ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÍÅ�
Ì�ÑÖÅ�ÒÎ×ÎÊ��£¬²��

x� ÌÍÎÆÈÍÀ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�ÔÓÍÊÖ���I�x�ÎÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�
ÔÓÍÊÖ���I��ßÊÓ�ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�'��I��

x� ÌÍÎÆÈÍÀ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÔÓÍÊÖ���I�x�ÎÁËÀÑÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÔÓÍÊÖ���I��ßÊÓ�
ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�(��I��

§ 2 МНОЖИНИ ТА ОПЕРАЦІЇ  
НАД НИМИ
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x� ÌÍÎÆÈÍÀ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��ßÊÓ�ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�ÁÓÊÂÎÞ��;
x� ÌÍÎÆÈÍÀ�Ö�ËÈÕ�×ÈÑÅË��ßÊÓ�ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�ÁÓÊÂÎÞ��;
x� ÌÍÎÆÈÍÀ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��ßÊÓ�ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�ÁÓÊÂÎÞ��.

¿Ê�ÏÐÀÂÈËÎ��ÌÍÎÆÈÍÈ�ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�ÂÅËÈÊÈÌÈ�Ë�ÒÅÐÀÌÈ�ËÀÒÈÍ�
ÑÜÊÎÃÎ�ÀËÔÀÂ�ÒÓ��$��%��&��'���Ò��Ä�

®Ás�ÊÒÈ��ßÊ��ÑÊËÀÄÀÞÒÜ�ÄÀÍÓ�ÌÍÎÆÈÍÓ��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÅËÅÌÅÍÒÀÌÈ�
Ö����ÌÍÎÆÈÍÈ�� §ÀÇÂÈ×ÀÉ� ÅËÅÌÅÍÒÈ� ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�ÌÀËÈÌÈ�Ë�ÒÅÐÀÌÈ�
ËÀÒÈÍÑÜÊÎÃÎ�ÀËÔÀÂ�ÒÓ��D��E��F��G���Ò��Ä�

¿ÊÙÎ�D�x�ÅËÅÌÅÍÒ�ÌÍÎÆÈÍÈ�$�� ÒÎ�ÏÈØÓÒÜ��D���$� �×ÈÒÀÞÒÜ��
�D�ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÌÍÎÆÈÍ��$����¿ÊÙÎ�E�ÍÅ���ÅËÅÌÅÍÒÎÌ�ÌÍÎÆÈÍÈ�$��ÒÎ�
ÏÈØÓÒÜ��E���$��×ÈÒÀÞÒÜ���E�ÍÅ�ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÌÍÎÆÈÍ��$���

ÀÏÐÈÊËÀÄ��12 ∈�,�− ∉3 �,�
2

3
∈�,�

2

3
∉�.

¿ÊÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÀ�$�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÒÐÜÎÕ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â�D��E��F��ÒÎ�ÏÈ�
ØÓÒÜ��$�=�^D��E��F`�

¿ÊÙÎ�0�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�Ä�ËÜÍÈÊ�Â�×ÈÑËÀ����ÒÎ�ÏÈØÓÒÜ��
0�=�̂ 1��2������`��¬ÍÎÆÈÍÀ�Ä�ËÜÍÈÊ�Â�×ÈÑËÀ����ßÊ����ÑÊËÀÄÅÍÈÌÈ�×ÈÑ�
ËÀÌÈ��ÌÀ��ÒÀÊÈÉ�ÂÈÃËßÄ��̂ �`��¶Å�ÏÐÈÊËÀÄ�ÎÄÍÎÅËÅÌÅÍÒÍÎ��ÌÍÎÆÈÍÈ�

§ÀÄÀÂÀÒÈ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�Ô�ÃÓÐÍÈÕ�ÄÓÆÎÊ��Ó�ßÊÈÕ�ÓÊÀ�
ÇÀÍÎ�ÑÏÈÑÎÊ����ÅËÅÌÅÍÒ�Â��ÇÐÓ×ÍÎ�Â�ÒÈÕ�ÂÈÏÀÄÊÀÕ��ÊÎËÈ�ÌÍÎÆÈÍÀ�
ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÍÅÂÅËÈÊÎ��Ê�ËÜÊÎÑÒ��ÅËÅÌÅÍÒ�Â��¶Å�ÇÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÀÏÐÈ�
ÊËÀÄ�� ÑÏÐÎÁÓÉÒÅ�ÏÅÐÅË�×ÈÒÈ� ÂÑ�� ÅËÅÌÅÍÒÈ�ÌÍÎÆÈÍÈ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�
Ä�ËÜÍÈÊ�Â�×ÈÑËÀ��1000�

®ÇÍÀ×ÅÍÍß. � ¤Â��ÌÍÎÆÈÍÈ�$���%�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Ð�ÂÍÈÌÈ��ßÊÙÎ�
ÂÎÍÈ�ÑÊËÀÄÀÞÒÜÑß�Ç�ÎÄÍÈÕ���ÒÈÕ�ÑÀÌÈÕ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â��ÒÎÁÒÎ�ÊÎÆÍÈÉ�
ÅËÅÌÅÍÒ�ÌÍÎÆÈÍÈ�$�ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÌÍÎÆÈÍ��%����ÍÀÂÏÀÊÈ��ÊÎÆÍÈÉ�ÅËÅ�
ÌÅÍÒ�ÌÍÎÆÈÍÈ�%�ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÌÍÎÆÈÍ��$.

¿ÊÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÈ�$���%�Ð�ÂÍ���ÒÎ�ÏÈØÓÒÜ��$�=�%�
§�ÎÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�мноÆина однозначно визначаєтьÑя 

Ñво�ми елементами��¿ÊÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÇÀÏÈÑÀÍÎ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�Ô��
ÃÓÐÍÈÕ�ÄÓÆÎÊ��ÒÎ�ÏÎÐßÄÎÊ��Ó�ßÊÎÌÓ�ÂÈÏÈÑÀÍÎ����ÅËÅÌÅÍÒÈ��ÍÅ�ÌÀ��
ÇÍÀ×ÅÍÍß��²ÀÊ��ÏÐÈÏÓÑÊÀÞÒÜ�Ø�ÑÒÜ�ÂÀÐ�ÀÍÒ�Â�ÇÀÏÈÑÓ�ÌÍÎÆÈÍÈ��ßÊÀ�
ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÒÐÜÎÕ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â�D��E��F�

^D��E��F`��^D��F��E`��^E��D��F`��^E��F��D`��^F��D��E`��^F��E��D`�
®ÑÊ�ËÜÊÈ�Ç�ÎÇÍÀ×ÅÍÍß�Ð�ÂÍÈÕ�ÌÍÎÆÈÍ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ��ÍÀÏÐÈÊËÀÄ��

^D��E��F`�=�^D��D��E��F`��ÒÎ�ÍÀÄÀË��ÐÎÇÃËßÄÀÒÈÌÅÌÎ�ÌÍÎÆÈÍÈ��ßÊ��ÑÊËÀ�
ÄÀÞÒÜÑß�Ç�Ð�ÇÍÈÕ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â��²ÀÊ��ÌÍÎÆÈÍÀ�ÁÓÊÂ�ÑËÎÂÀ��ÊÎÑÌÎÄÐÎÌ��
ÌÀ��ÂÈÄ�^Ê��Î��Ñ��Ì��Ä��Ð`�

§ÀÓÂÀÆÈÌÎ��ÙÎ� ^D`�z� ^^D``��±ÏÐÀÂÄ���ÌÍÎÆÈÍÀ� ^D`� ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�
Ç�ÎÄÍÎÃÎ�ÅËÅÌÅÍÒÀ�D��ÌÍÎÆÈÍÀ�^^D``�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÎÄÍÎÃÎ�ÅËÅÌÅÍ�
ÒÀ�x�ÌÍÎÆÈÍÈ�^D`�
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¬ÍÎÆÈÍÓ�ÂÂÀÆÀÞÒÜ�ÇÀÄÀÍÎÞ��ßÊÙÎ�ÌÎÆÍÀ�ÂÑÒÀÍÎÂÈÒÈ��×È�ÍÀ�
ËÅÆÈÒÜ�ÅËÅÌÅÍÒ��ÙÎ�ÐÎÇÃËßÄÀ�ÒÜÑß��ÄÀÍ�É�ÌÍÎÆÈÍ��

ÀÉ×ÀÑÒ�ØÅ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÇÀÄÀÞÒÜ�ÎÄÍÈÌ��Ç�ÄÂÎÕ�ÒÀÊÈÕ�ÑÏÎÑÎÁ�Â�
®ÄÏ×ÇÈ�ÐÎÍÐ�À�ÏÎËßÃÀ��Â�ÒÎÌÓ��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÇÀÄÀÞÒÜ�ÓÊÀÇÀÍÍßÌ�

�ÏÅÐÅË�ÊÎÌ��ÓÑ�Õ����ÅËÅÌÅÍÒ�Â��¬È�ÂÆÅ�ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÂÀËÈ�ÖÅÉ�ÑÏÎÑ�Á��
ÇÀÏÈÑÓÞ×È�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�Ô�ÃÓÐÍÈÕ�ÄÓÆÎÊ��Ó�ßÊÈÕ�ÓÊÀ�
ÇÓÂÀËÈ�ÏÅÐÅË�Ê����ÅËÅÌÅÍÒ�Â��§ÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�ÍÅ�ÁÓÄÜ�ßÊÓ�ÌÍÎÆÈÍÓ�
ÌÎÆÍÀ�ÇÀÄÀÒÈ�Â�ÒÀÊÈÉ�ÑÏÎÑ�Á��ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÌÍÎÆÈÍÓ�ÏÀÐÍÈÕ�×ÈÑÅË�
ÒÀÊ�ÇÀÄÀÒÈ�ÍÅÌÎÆËÈÂÎ�

£ÏÒÂÇÈ�ÐÎÍÐ�À�ÏÎËßÃÀ��Â�ÒÎÌÓ��ÙÎ�ÂÊÀÇÓÞÒÜ�ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÍÓ�
ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â�ÌÍÎÆÈÍÈ��ÒÎÁÒÎ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ��ßÊÓ�ÌÀÞÒÜ�ÓÑ��
ÅËÅÌÅÍÒÈ�ÄÀÍÎ��ÌÍÎÆÈÍÈ�É�Ò�ËÜÊÈ�ÂÎÍÈ��ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ�
�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ�2�ÄÀ��Â�ÎÑÒÀ×��1��ÇÀÄÀ��ÌÍÎÆÈÍÓ�
ÍÅÏÀÐÍÈÕ�×ÈÑÅË�

¿ÊÙÎ�x�x�ÄÎÂ�ËÜÍÈÉ�ÅËÅÌÅÍÒ�ÌÍÎÆÈÍÈ�$�� ßÊÓ� ÇÀÄÀÍÎ� ÇÀ�ÄÎ�
ÏÎÌÎÃÎÞ� ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÍÎ�� ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ�� ��� ÅËÅÌÅÍÒ�Â�� ÒÎ� ÏÈØÓÒÜ���
$�=�^x�_�����`��²ÓÒ�Ï�ÑËß�ÂÅÐÒÈÊÀËÜÍÎ��ÐÈÑÊÈ�ÂÊÀÇÓÞÒÜ�ÓÌÎÂÓ��ßÊ�É�
ÌÀ��ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÒÈ�ÅËÅÌÅÍÒ�x��ÙÎÁ�ÍÀËÅÆÀÒÈ�ÌÍÎÆÈÍ��$�

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�Ê�ËÜÊÀ�ÏÐÈÊËÀÄ�Â�
x� x x n n| ,= ∈{ }3 � �x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��ÊÐÀÒÍÈÕ���

x� ^x�_�x��x2�w�1��=�0`�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�x��x2�w�1��=�0��
¶ß�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÌÍÎÆÈÍ��^w1��0��1`��ßÊÓ��Ó�ÑÂÎÞ�×ÅÐÃÓ��
ÌÎÆÍÀ�ÇÀÄÀÒÈ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ��ÍØÎ��ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÍÎ��ÂËÀÑÒÈ�
ÂÎÑÒ��

x x x| , .∈ <{ }� 2

¬À�ÌÎ�� x x x x x x| ( ) | , .2 1 0 2− ={ } = ∈ <{ }�

x� ^x� _� >x@�=�0`1�x� ÌÍÎÆÈÍÀ� ×ÈÑÅË� ÒÀÊÈÕ�� ÙÎ� 0 1Px < .� ²ÎÌÓ��

x x x x| [ ] { | }.={ } = <0 0 1P
x� ÅÕÀÉ���x��y���x��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ��ÒÎ×ÊÈ���²ÎÄ���ÌÍÎÆÈÍÀ��ÒÎ×ÎÊ�
^�x��y��_�y�=�2x�w�1��x�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ`�x�ÏÐßÌÀ��ßÊÀ���ÃÐÀ�
Ô�ÊÎÌ�ÔÓÍÊÖ���y�=�2x�w�1�
³ÇÀÃÀË���ÄËß�ÒÎ×ÎÊ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÎ��ÏËÎÙÈÍÈ�ÌÍÎÆÈÍÀ��
^�x��y��_�y��=�I��x���x���'��I�`�x�ÖÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���I�
³�ÃÅÎÌÅÒÐ����ÇÀÄÀÞ×È�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÒÎ×ÎÊ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÕÀÐÀÊÒÅ�
ÐÈÑÒÈ×ÍÎ��ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ���ÒÈÌ�ÑÀÌÈÌ�ÇÀÄÀÞÒÜ�£¬²�

x� ¿ÊÙÎ�$��%�x�ÇÀÄÀÍ��ÒÎ×ÊÈ�ÏËÎÙÈÍÈ��;�x�ÄÎÂ�ËÜÍÀ�ÒÎ×ÊÀ�Ö����
ÏËÎÙÈÍÈ��ÒÎ�ÌÍÎÆÈÍÀ�^;�_�;$�=�;%`�x�ÑÅÐÅÄÈÍÍÈÉ�ÏÅÐÏÅÍ�
ÄÈÊÓËßÐ�Â�ÄÐ�ÇÊÀ�$%�

1�¤ÈÂ��ÏÐÈÊËÀÄ�1�Ï��2�
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¿ÊÙÎ�ÇÀÄÀÂÀÒÈ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÍÎÞ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÞ����ÅËÅ�
ÌÅÍÒ�Â��ÒÎ�ÌÎÆÅ�ÑÒÀÒÈÑß��ÙÎ�ÆÎÄÅÍ�ÎÁs�ÊÒ�ÒÀÊÎ��ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��ÍÅ�ÌÀ��

§ÂÅÐÍÅÌÎÑß�ÄÎ�ÏÐÈÊËÀÄ�Â�
x� ¬ÍÎÆÈÍÀ�ÒÐÈÊÓÒÍÈÊ�Â��ÑÒÎÐÎÍÈ�ßÊÈÕ�ÏÐÎÏÎÐÖ�ÉÍ��×ÈÑËÀÌ�1��
2�����§�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��ÒÐÈÊÓÒÍÈÊÀ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�Öß�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÍÅ�
Ì�ÑÒÈÒÜ�ÆÎÄÍÎÃÎ�ÅËÅÌÅÍÒÀ�

x� ¯ÎÇÍÀ×ÈÌÎ�×ÅÐÅÇ�$�ÌÍÎÆÈÍÓ�Ó×Í�Â�ÂÀØÎÃÎ�ÊËÀÑÓ��ßÊ����ÌÀÉ�
ÑÒÐÀÌÈ�ÑÏÎÐÒÓ�Ç�ØÀÕ�Â��¬ÎÆÅ�ÂÈßÂÈÒÈÑß��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÀ�$�ÒÀÊÎÆ�
ÍÅ�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÆÎÄÍÎÃÎ�ÅËÅÌÅÍÒÀ�

x� °ÎÇÃËßÄÀÞ×È�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÄÎÂ�ËÜÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��ÏÎÒÐ�ÁÍÎ�
ÏÅÐÅÄÁÀ×ÈÒÈ�ÑÈÒÓÀÖ�Þ��ÊÎËÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅ�ÌÀ��

ÀÂÅÄÅÍ��ÏÐÈÊËÀÄÈ�ÂÊÀÇÓÞÒÜ�ÍÀ�ÒÅ��ÙÎ�ÇÐÓ×ÍÎ�ÄÎ� ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ��
ÌÍÎÆÈÍ�Â�ÄÍÅÑÒÈ�ÙÅ�ÎÄÍÓ�ÎÑÎÁËÈÂÓ�ÌÍÎÆÈÍÓ��ßÊÀ�ÍÅ�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÆÎÄ�
ÍÎÃÎ�ÅËÅÌÅÍÒÀ�����ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÏÎÐÎÆÍÜÎÞ�ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÒÀ�ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�
ÑÈÌÂÎËÎÌ���

ÀÏÐÈÊËÀÄ�� x x x x x| | , .0 2 1={ } = ∈ <{ } = ∅�
§ÀÇÍÀ×ÈÌÎ��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÀ�̂ �`�ÍÅ���ÏÎÐÎÆÍÜÎÞ��¢ÎÍÀ�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÎÄÈÍ�

ÅËÅÌÅÍÒ�x�ÏÎÐÎÆÍÞ�ÌÍÎÆÈÍÓ�

П Р И К Л А Д     �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÀ�$�ÂÑ�Õ�ÏÀÐÍÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�
×ÈÑÅË�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÌÍÎÆÈÍ��%�×ÈÑÅË��ßÊ��ÌÎÆÍÀ�ÏÎÄÀÒÈ�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÑÓÌÈ�
ÄÂÎÕ�ÍÅÏÀÐÍÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �ÅÕÀÉ�x���$��²ÎÄ��ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ��ÙÎ�x�=�2P��ÄÅ�
P�x�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ��¬À�ÌÎ��x�=�2P�=��2P�w�1��+�1��®ÒÆÅ��x���%�

²ÅÏÅÐ�ÏÐÈÏÓÑÒÈÌÎ��ÙÎ�x���%��²ÎÄ��x�=��2Q�w�1��+��2N�w�1���ÄÅ�Q�
��N�x�ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ��¬À�ÌÎ��x�=�2Q�w�1�+�2N�w�1�=�2��Q�+�N�w�1���
®ÒÆÅ��x���$�

¬À�ÌÎ��ßÊÙÎ�x���$��ÒÎ�x���%����ÍÀÂÏÀÊÈ��ßÊÙÎ�x���%��ÒÎ�x���$��
§Â�ÄÑÈ�$�=�%��

1. Як позначають множину та її елементи?
2. Як позначають множини натуральних, цілих і раціональних чисел?
3. Як записати, що елемент D належить (не належить) множині $?
4. Які множини називають рівними?
5. Які існують способи задання множин?
6. Яку множину називають порожньою? Як її позначають?

ВПРАВИ

4.1.q�¿Ê�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÒÎ×ÎÊ�ÊÓÒÀ��Ð�ÂÍÎÂ�ÄÄÀËÅÍÈÕ�Â�Ä�ÉÎÃÎ�
ÑÒÎÐ�Í"
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4.2.q� ¿Ê� ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ� ÌÍÎÆÈÍÓ� ÂÎÂÊ�Â��ÙÎ� Ï�ÄÊÎÐÞÞÒÜÑß� ÎÄÍÎÌÓ�
ÂÀÒÀÆÊÓ"

4.3.q�ÀÇÂ�ÒÜ�ßÊÓ�ÍÅÁÓÄÜ�ÌÍÎÆÈÍÓ�Ó×Í�Â�ÂÀØÎ��ØÊÎËÈ�
4.4.q�¿Ê�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÌÍÎÆÈÍÓ�Â×ÈÒÅË�Â��ßÊ��ÏÐÀÖÞÞÒÜ�Â�ÎÄÍ�É�ØÊÎË�"
4.5.q�¯ÎÑÒÀÂÒÅ� ÇÀÌ�ÑÒÜ� Ç�ÐÎ×ÊÈ� ÇÍÀÊ��� ÀÁÎ��� ÒÀÊ��ÙÎÁ� ÎÒÐÈÌÀÒÈ�

ÏÐÀÂÈËÜÍÅ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß�
1��5* ;� � ���−5* ;� � ���3 14, * ;�

2��0* ;� � ��� − 1

2
* ;� � ���π * .�

4.6.q�¤ÀÍÎ�ÔÓÍÊÖ�Þ�I��x��=�x2�+�1��¯ÎÑÒÀÂÒÅ�ÇÀÌ�ÑÒÜ�Ç�ÐÎ×ÊÈ�ÇÍÀÊ���
ÀÁÎ���ÒÀÊ��ÙÎÁ�ÎÒÐÈÌÀÒÈ�ÏÐÀÂÈËÜÍÅ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß�
1�����'��I��� ���0��(��I��� ���1�01��(��I��

2��0��'��I��� ���
1

2
* ( );E f

¿�4.7.q�¿Ê��Ç�ÍÀÂÅÄÅÍÈÕ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÜ���ÏÐÀÂÈËÜÍÈÌÈ�
1��1���^1��2���`�� ���^1`���^1��2`�
2��1���^1`�� ���^1`���^^1``"

4.8.q�§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x��x�w�1��=�0�� ���x�=�2�
2���x�w�2���x2�w����=�0�� ���x2�+���=�0�

4.9.q�§ÀÄÀÉÒÅ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÏÅÐÅË�ÊÓ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â�ÌÍÎÆÈÍÓ�
1��ÏÐÀÂÈËÜÍÈÕ�ÄÐÎÁ�Â�Ç��ÇÍÀÌÅÍÍÈÊÎÌ���
2��ÏÐÀÂÈËÜÍÈÕ�ÄÐÎÁ�Â��ÇÍÀÌÅÍÍÈÊ�ßÊÈÕ�ÍÅ�Á�ËÜØÈÉ�ÇÀ���
���ÁÓÊÂ�ÑËÎÂÀ��ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ��
���ÖÈÔÐ�×ÈÑËÀ������

4.10.q�§ÀÄÀÉÒÅ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÏÅÐÅË�ÊÓ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â�ÌÍÎÆÈÍÓ�
1��A x x x= ∈ − ={ | , };� 2 1 0

2��B x x x= ∈ <{ | , };� 3

���C x x x x k k= ∈ = ∈{ | , , , }.� �P15 7

4.11.q�§ÀÄÀÉÒÅ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÏÅÐÅË�ÊÓ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â�ÌÍÎÆÈÍÓ�
1��A x x x x= ∈ − ={ | , ( ) };� 2 1 0

2��B x x x= ∈ − <{ | , }.� 3 2P
4.12.q�ÅÕÀÉ�2�x�ÇÀÄÀÍÀ�ÒÎ×ÊÀ�ÏËÎÙÈÍÈ��¹Î�ßÂËß��ÑÎÁÎÞ�ÌÍÎÆÈÍÀ�

ÒÎ×ÎÊ�0�Ö����ÏËÎÙÈÍÈ�
1��^0�_�20�=���ÑÌ`�
2��^0�_�20�!���ÑÌ`�
���{ | }?M OM P5 ñì

4.13.q�ÅÕÀÉ�$��%��&�x�ÒÐÈ�ÇÀÄÀÍ��ÒÎ×ÊÈ�ÏËÎÙÈÍÈ��¹Î�ßÂËß��ÑÎÁÎÞ�
ÌÍÎÆÈÍÀ�ÒÎ×ÎÊ�0�Ö����ÏËÎÙÈÍÈ�^0�_�0$�=�0%�=�0&`"
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¿�4.14.x�·È�Ð�ÂÍ��ÌÍÎÆÈÍÈ�$���%��ßÊÙÎ�
1��$�=�^1��2`��%�=�^2��1`�
2��$�=�^1`��%�=�^^1``�
���$�=�^�1��0�`��%�=�^�0��1�`�
��� A x x x= ∈{ | , },P3 � B x x x= < ∈{ | , };4 �
���A x x x= ∈{ | , },� êðàòíå 2 3i �B x x x= ∈{ | , };� êðàòíå6

���A x x x x k k= ∈ = ∈{ | , , , },� �P15 19 �B x x x= ∈ < <{ | , }?� 3 4

4.15.x�³ÊÀÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍ��ÌÍÎÆÈÍÈ�
A x x x n n= ∈ = − ∈{ | , , };� �6 3

B x x x n n= ∈ = ∈{ | , , };� �3

C x x x= ∈{ | , };� êðàòíå íå êðàòíå3 2i

D x x x n n= ∈ = + ∈{ | , , }.� �6 3

4.16.x�¿Ê��Ç�ÍÀÂÅÄÅÍÈÕ�ÌÍÎÆÈÍ�ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ�ÏÎÐÎÆÍ�É�ÌÍÎÆÈÍ��
1��$�=�^x�_�x�z�x`�

2��B x x x= ∈ − ={ }| , ;�
1

2
2 0

���C x x x= ∈ <{ }| , ;� 1

���'�=�^x�_��x��+��x2�+���=�0`�
���(�=�^x�_�x�!�_�x�_`"

4.17.x�¿Ê��Ç�ÍÀÂÅÄÅÍÈÕ�ÌÍÎÆÈÍ�ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ�ÏÎÐÎÆÍ�É�ÌÍÎÆÈÍ��
1��ÌÍÎÆÈÍÀ�ÒÐÈÊÓÒÍÈÊ�Â��ÑÓÌÀ�ÊÓÒ�Â�ßÊÈÕ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��1�1q�
2��ÌÍÎÆÈÍÀ�Ã�ÐÑÜÊÈÕ�ÂÅÐØÈÍ�ÇÀÂÂÈØÊÈ�ÏÎÍÀÄ���00�Ì�
���ÌÍÎÆÈÍÀ�ÃÎÑÒÐÎÊÓÒÍÈÕ�ÒÐÈÊÓÒÍÈÊ�Â��ÌÅÄ�ÀÍÀ�ßÊÈÕ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��

ÏÎËÎÂÈÍ��ÑÒÎÐÎÍÈ��ÄÎ�ßÊÎ�����ÏÐÎÂÅÄÅÍÎ�
���ÌÍÎÆÈÍÀ�ÔÓÍÊÖ�É��ÃÐÀÔ�ÊÀÌÈ�ßÊÈÕ���ÊÎËÀ"

4.18.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ� x x k k x x n n| , { | , }.= − ∈{ } = = + ∈3 1 3 2� �

4.19.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ� x x n n x x m m| , { | , }.= − ∈{ } = = + ∈4 1 4 3� �
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°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÖÈÔÐ�ÄÅÑßÒÊÎÂÎ��ÑÈÑÒÅÌÈ�×ÈÑËÅÍÍß�$�=�̂ 0��
1��2���������������������`��¢ÈÎÊÐÅÌÈÌÎ�Ç�ÌÍÎÆÈÍÈ�$�Ò�����ÅËÅÌÅÍÒÈ��
ßÊ����ÏÀÐÍÈÌÈ�ÖÈÔÐÀÌÈ��®ÒÐÈÌÀ�ÌÎ�ÌÍÎÆÈÍÓ�%�=�^0��2���������`��
ÓÑ��ÅËÅÌÅÍÒÈ�ßÊÎ����ÅËÅÌÅÍÒÀÌÈ�ÌÍÎÆÈÍÈ�$�

®ÇÍÀ×ÅÍÍß. �¬ÍÎÆÈÍÓ�%�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÌÍÎÆÈ�
ÍÈ�$��ßÊÙÎ�ÊÎÆÍÈÉ�ÅËÅÌÅÍÒ�ÌÍÎÆÈÍÈ�%���ÅËÅÌÅÍÒÎÌ�ÌÍÎÆÈÍÈ�$.
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¶Å�ÇÀÏÈÑÓÞÒÜ�ÒÀÊ��%���$�ÀÁÎ�$���%��×ÈÒÀÞÒÜ���ÌÍÎÆÈÍÀ�%���Ï�Ä�
ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÌÍÎÆÈÍÈ�$��ÀÁÎ��ÌÍÎÆÈÍÀ�$�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÌÍÎÆÈÍÓ�%���

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÏÐÈÊËÀÄÈ�
x� � �⊂ , �� �⊂ , �� �⊃ ;

x� { | } | ;x x x x2 1 0 2 1

4
− = ⊂ ={ }

x� ^D`���^D��E`�
x� ÌÍÎÆÈÍÀ�Ó×Í�Â�ÂÀØÎÃÎ�ÊËÀÑÓ���Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÌÍÎÆÈÍÈ�Ó×Í�Â�
ÂÀØÎ��ØÊÎËÈ�

x� ÌÍÎÆÈÍÀ�ÑÑÀÂÖ�Â���Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÌÍÎÆÈÍÈ�ÕÐÅÁÅÒÍÈÕ�
x� ÌÍÎÆÈÍÀ�ÒÎ×ÎÊ�ÏÐÎÌÅÍß�&%���Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÌÍÎÆÈÍÈ�ÒÎ×ÎÊ�
ÏÐßÌÎ��$%��ÐÈÑ����1��

¤Ëß� �ËÞÑÒÐÀÖ��� ÑÏ�ÂÂ�ÄÍÎØÅÍÜ�Ì�Æ�ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ�ÊÎÐÈÑÒÓÞÒÜÑß�
ÑÕÅÌÀÌÈ��ßÊ��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Ä�ÀÃÐÀÌÀÌÈ�¥ÉËÅÐÀ�

À�ÐÈÑÓÍÊÓ���2�ÇÎÁÐÀÆÅÍÎ�ÌÍÎÆÈÍÓ�$��Á�ËÜØÈÉ�ÊÐÓÃ����ÌÍÎÆÈ�
ÍÓ�%��ÌÅÍØÈÉ�ÊÐÓÃ��ßÊÈÉ�Ì�ÑÒÈÒÜÑß�Â�Á�ËÜØÎÌÓ���¶ß�ÑÕÅÌÀ�ÎÇÍÀ×À���
ÙÎ�%���$��ÀÁÎ�$���%��

À�ÐÈÑÓÍÊÓ�����ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�Ä�ÀÃÐÀÌ�¥ÉËÅÐÀ�ÏÎÊÀÇÀÍÎ�ÑÏ�ÂÂ�Ä�
ÍÎØÅÍÍß�Ì�Æ�ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ��,�� ����.

$ & %

$ %





$ %







rÎÖ. 5.1 rÎÖ. 5.2 rÎÖ. 5.3

¿ÊÙÎ�%���$��ÒÎ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÐÈÑÓÍÊÀ���2�ÌÎÆÍÀ�ÇÐÎÁÈÒÈ�ÒÀÊ��
ÂÈÑÍÎÂÊÈ�

1�� ÄËß�ÒÎÃÎ�ÙÎÁ�ÅËÅÌÅÍÒ�x�ÍÀËÅÆÀÂ�ÌÍÎÆÈÍ��$��ÄÎÑÒÀÒÍÜÎ��ÙÎÁ�
Â�Í�ÍÀËÅÆÀÂ�ÌÍÎÆÈÍ��%�

2���ÄËß�ÒÎÃÎ�ÙÎÁ�ÅËÅÌÅÍÒ�x�ÍÀËÅÆÀÂ�ÌÍÎÆÈÍ��%��ÍÅÎÁÕ�ÄÍÎ��ÙÎÁ�
Â�Í�ÍÀËÅÆÀÂ�ÌÍÎÆÈÍ��$�

ÀÏÐÈÊËÀÄ��ßÊÙÎ�$�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÂÑ�Õ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��ÊÐÀÒ�
ÍÈÕ����À�%�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÂÑ�Õ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��ÊÐÀÒÍÈÕ�10��ÒÎ�
Î×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ�%���$��²ÎÌÓ�ÄËß�ÒÎÃÎ��ÙÎÁ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�Q�ÁÓËÎ�
ÊÐÀÒÍÈÌ����Q���$���ÄÎÑÒÀÒÍÜÎ��ÙÎÁ�ÂÎÍÎ�ÁÓËÎ�ÊÐÀÒÍÈÌ�10��Q���%���
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¤Ëß�ÒÎÃÎ�ÙÎÁ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�Q�ÁÓËÎ�ÊÐÀÒÍÈÌ�10��Q���%���ÍÅÎÁ�
Õ�ÄÍÎ��ÙÎÁ�ÂÎÍÎ�ÁÓËÎ�ÊÐÀÒÍÈÌ����Q���$��

§�ÎÇÍÀ×ÅÍÜ�Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÈ�ÒÀ�Ð�ÂÍÎÑÒ��ÌÍÎÆÈÍ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�ÊÎËÈ�
$���%���%���$��ÒÎ�$�=�%�

¿ÊÙÎ�Â�ÌÍÎÆÈÍ��%�ÍÅÌÀ��ÒÀÊÎÃÎ�ÅËÅÌÅÍÒÀ��ßÊÈÉ�ÍÅ�ÍÀËÅÆÈÒÜ�
ÌÍÎÆÈÍ��$��ÒÎ�ÌÍÎÆÈÍÀ�%���Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÌÍÎÆÈÍÈ�$��§�ÎÃËßÄÓ�ÍÀ�
Ö��Ì�ÐÊÓÂÀÍÍß�ÏÎÐÎÆÍÞ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÂÂÀÆÀÞÒÜ�Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÁÓÄÜ�ßÊÎ��
ÌÍÎÆÈÍÈ��±ÏÐÀÂÄ���ÏÎÐÎÆÍß�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÍÅ�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÆÎÄÍÎÃÎ�ÅËÅÌÅÍÒÀ��
ÎÒÆÅ��Ó�Í�É�ÍÅÌÀ��ÅËÅÌÅÍÒÀ��ßÊÈÉ�ÍÅ�ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÄÀÍ�É�ÌÍÎÆÈÍ��$��
²ÎÌÓ�ÄËß�ÁÓÄÜ�ßÊÎ��ÌÍÎÆÈÍÈ�$�ÑÏÐÀÂÅÄËÈÂÎ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß������$�

¡ÓÄÜ�ßÊÀ�ÌÍÎÆÈÍÀ�$���Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÑÀÌÎ��ÑÅÁÅ��ÒÎÁÒÎ�$���$�
®ÇÍÀ×ÅÍÍß. � ¿ÊÙÎ�%���$���%�z�$��ÒÎ�ÌÍÎÆÈÍÓ�%�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�

ÂËÀÑÍÎÞ�Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÌÍÎÆÈÍÈ�$.

ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÌÍÎÆÈÍÀ�� ���ÂËÀÑÍÎÞ�Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÌÍÎÆÈÍÈ��.

П Р И К Л А Д   1  �¢ÈÏÈØ�ÒÜ�ÓÑ��Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÈ�ÌÍÎÆÈÍÈ�$�=�^D��E��F`�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �¬À�ÌÎ��^D`��^E`��^F`��^D��E`��^E��F`��^D��F`��^D��E��F`��

���³ÑÜÎÃÎ� ÎÒÐÈÌÀËÈ���Ï�ÄÌÍÎÆÈÍ��³���ÊËÀÑ�� ÁÓÄÅ� ÄÎÂÅÄÅÍÎ��ÙÎ�
Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�Ï�ÄÌÍÎÆÈÍ�Q�ÅËÅÌÅÍÒÍÎ��ÌÍÎÆÈÍÈ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��2Q��

ÅÕÀÉ�$�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�x�+�y�=����À�%�x�ÌÍÎ�
ÆÈÍÀ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�x�w�y�=����²ÎÄ��ÌÍÎÆÈÍÀ�&�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�
ÑÈÑÒÅÌÈ�Ð�ÂÍßÍÜ

x y

x y

+ =
− =





5

3

,

ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÓÑ�Õ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â��ßÊ��ÍÀËÅÆÀÒÜ� ��ÌÍÎÆÈÍ��$�� ��ÌÍÎ�
ÆÈÍ��%��³�ÒÀÊÎÌÓ�ÐÀÇ��ÃÎÂÎÐßÒÜ��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÀ�&���ÏÅÐÅÐ�ÇÎÌ�ÌÍÎ�
ÆÈÍ�$���%�

®ÇÍÀ×ÅÍÍß. � ¯ÅÐÅÐ�ÇÎÌ�ÌÍÎÆÈÍ�$� ��%�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÌÍÎÆÈ�
ÍÓ��ßÊÀ�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÓÑ�Õ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â��ÙÎ�ÍÀËÅÆÀÒÜ���ÌÍÎÆÈÍ��$��
��ÌÍÎÆÈÍ��%.

¯ÅÐÅÐ�Ç�ÌÍÎÆÈÍ�$���%�ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�ÒÀÊ��A B∩ .

§�ÎÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ
A B x x A x B∩ = ∈ ∈{ | }.i

«ÅÃÊÎ�ÏÅÐÅÊÎÍÀÒÈÑß��ÙÎ�ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�ÑÈÑÒÅÌÈ�Ð�ÂÍßÍÜ��ßÊÀ�ÐÎÇ�
ÃËßÄÀËÀÑß����ÏÀÐÀ�×ÈÑÅË�����1���¶ÅÉ�ÔÀÊÒ�ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ�ÒÀÊ�

{( ; ) | } {( ; ) | } {( ; )}.x y x y x y x y+ = − = =5 3 4 1∩
¿ÊÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÈ�$� ��%�ÍÅ�ÌÀÞÒÜ�ÑÏ�ËÜÍÈÕ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â��ÒÎ� �ÕÍ�Ì�

ÏÅÐÅÐ�ÇÎÌ���ÏÎÐÎÆÍß�ÌÍÎÆÈÍÀ��ÒÎÁÒÎ�A B∩ = ∅.�²ÀÊÎÆ�ÇÀÇÍÀ×ÈÌÎ��

ÙÎ�ÄËß�ÁÓÄÜ�ßÊÎ��ÌÍÎÆÈÍÈ�$�ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�A ∩ ∅ = ∅.
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§�ÎÇÍÀ×ÅÍÍß�ÏÅÐÅÐ�ÇÓ�ÄÂÎÕ�ÌÍÎÆÈÍ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�ÊÎËÈ�$���%��
ÒÎ�A B A∩ = ,�ÇÎÊÐÅÌÀ��ßÊÙÎ�%�=�$��ÒÎ�A A A∩ = .

¯ÅÐÅÐ�Ç�ÌÍÎÆÈÍ�ÇÐÓ×ÍÎ��ËÞÑÒÐÓÂÀÒÈ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�Ä�ÀÃÐÀÌ�¥É�
ËÅÐÀ��À� ÐÈÑÓÍÊÓ� ���� ÇÀØÒÐÈÕÎÂÀÍÀ� Ô�ÃÓÐÀ� ÇÎÁÐÀÆÓ�� ÌÍÎÆÈÍÓ�
A B∩ .

$ % % $$ % % $

¿ À

rÎÖ. 5.�

¤Ëß� ÒÎÃÎ�ÙÎÁ� ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ� Ð�ÂÍßÍÍß� �x2�w�x�� �x2�w�1��=�0�� ÒÐÅÁÀ�
ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ�ÊÎÆÍÅ�Ç�Ð�ÂÍßÍÜ�x2�w�x�=�0�����x2�w�1�=�0�

¬À�ÌÎ��$�=�^0��1`�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÏÅÐØÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��%�=�̂ w1��
1`�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÄÐÓÃÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��§ÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÀ�
&�=�^w1��0��1`��ÊÎÆÍÈÉ�ÅËÅÌÅÍÒ�ßÊÎ��ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÀÁÎ�ÌÍÎÆÈÍ��$��ÀÁÎ�
ÌÍÎÆÈÍ��%����ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÇÀÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��¬ÍÎÆÈÍÓ�&�
ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÎÁs�ÄÍÀÍÍßÌ�ÌÍÎÆÈÍ�$���%�

®ÇÍÀ×ÅÍÍß.�®Ás�ÄÍÀÍÍßÌ�ÌÍÎÆÈÍ�$���%�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÌÍÎÆÈÍÓ��
ßÊÀ�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÓÑ�Õ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â��ÙÎ�ÍÀËÅÆÀÒÜ�ÕÎ×À�Á�ÎÄÍ�É��Ç�ÖÈÕ�
ÌÍÎÆÈÍ��ÀÁÎ�ÌÍÎÆÈÍ��$��ÀÁÎ�ÌÍÎÆÈÍ��%.

®Ás�ÄÍÀÍÍß�ÌÍÎÆÈÍ�$���%�ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�ÒÀÊ�� A B∪ .�§�ÎÇÍÀ×ÅÍÍß�

ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ
A B x x A x B∪ = ∈ ∈{ | }.àáî

§ÀÓÂÀÆÈÌÎ��ÙÎ�ÄËß�ÁÓÄÜ�ßÊÎ��ÌÍÎÆÈÍÈ�$�ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�
A A∪ ∅ = .

§�ÎÇÍÀ×ÅÍÍß�ÎÁs�ÄÍÀÍÍß�ÄÂÎÕ�ÌÍÎÆÈÍ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�ÊÎËÈ�$���%��
ÒÎ�A B B∪ = ,�ÇÎÊÐÅÌÀ��ßÊÙÎ�%�=�$��ÒÎ�A A A∪ = .

®Ás�ÄÍÀÍÍß�ÌÍÎÆÈÍ�ÇÐÓ×ÍÎ��ËÞÑÒÐÓÂÀÒÈ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�Ä�ÀÃÐÀÌ�
¥ÉËÅÐÀ��À�ÐÈÑÓÍÊÓ�����ÇÀØÒÐÈÕÎÂÀÍÀ�Ô�ÃÓÐÀ�ÇÎÁÐÀÆÓ��ÌÍÎÆÈÍÓ�
A B∪ .

·ÀÑÒÎ�ÄÎÂÎÄÈÒÜÑß�ÐÎÇÃËßÄÀÒÈ�ÏÅÐÅÐ�Ç���ÎÁs�ÄÍÀÍÍß�ÒÐÜÎÕ���Á�ËÜØÅ�
ÌÍÎÆÈÍ�

¯ÅÐÅÐ�Ç�ÌÍÎÆÈÍ�$��%���&�x�ÖÅ�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÂÑ�Õ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â��ßÊ��ÍÀ�
ËÅÆÀÒÜ���ÌÍÎÆÈÍ��$����ÌÍÎÆÈÍ��%����ÌÍÎÆÈÍ��&��ÐÈÑ�������
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$
%

%

% $$
$

%

%

% $$
$

%

%

% $$

¿ À Á

rÎÖ. 5.5

$ $% %

& &

$ $% %

& &

rÎÖ. 5.� rÎÖ. 5.�

ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÙÎÁ�ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ�ÑÈÑÒÅÌÓ�Ð�ÂÍßÍÜ
x y

x y

x y

+ =
− =
+ =









5

3

172 2

,

,

,

ÒÐÅÁÀ� ÇÍÀÉÒÈ� ÏÅÐÅÐ�Ç� ÒÐÜÎÕ�ÌÍÎÆÈÍ�� ^�x�� y�� _�x�+�y�=��`�� ^�x�� y�� _
_�x�w�y�=��`�����^�x��y��_�x2�+�y2�=�1�`�

®Ás�ÄÍÀÍÍß�ÌÍÎÆÈÍ�$��%���&�x�ÖÅ�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÂÑ�Õ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â��ßÊ��
ÍÀËÅÆÀÒÜ�ÕÎ×À�Á�ÎÄÍ�É��Ç�ÖÈÕ�ÌÍÎÆÈÍ��ÀÁÎ�ÌÍÎÆÈÍ��$��ÀÁÎ�ÌÍÎÆÈ�
Í��%��ÀÁÎ�ÌÍÎÆÈÍ��&��ÐÈÑ�������

ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÎÁs�ÄÍÀÍÍß�ÌÍÎÆÈÍ�ÃÎÑÒÐÎÊÓÒÍÈÕ��ÒÓÏÎÊÓÒÍÈÕ���ÏÐß�
ÌÎÊÓÒÍÈÕ�ÒÐÈÊÓÒÍÈÊ�Â�x�ÖÅ�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÂÑ�Õ�ÒÐÈÊÓÒÍÈÊ�Â�

¿ÊÙÎ�Ç�ÌÍÎÆÈÍÈ�� �ÂÈÊËÞ×ÈÒÈ�ÌÍÎÆÈÍÓ��,�ÒÎ�ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�ÌÍÎ�

ÆÈÍÓ�Ö�ËÈÕ�ÍÅÄÎÄÀÒÍÈÕ�×ÈÑÅË��¢ÎÍÀ�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÓÑ�Õ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â�
ÌÍÎÆÈÍÈ����ßÊ��ÍÅ�ÍÀËÅÆÀÒÜ�ÌÍÎÆÈÍ���.�£ÎÂÎÐßÒÜ��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÀ�
Ö�ËÈÕ�ÍÅÄÎÄÀÒÍÈÕ�×ÈÑÅË���Ð�ÇÍÈÖÅÞ�ÌÍÎÆÈÍ�� ����.

®ÇÍÀ×ÅÍÍß. � °�ÇÍÈÖÅÞ�ÌÍÎÆÈÍ�$���%�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÌÍÎÆÈÍÓ��
ßÊÀ�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÓÑ�Õ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â��ßÊ��ÍÀËÅÆÀÒÜ�ÌÍÎÆÈÍ�� ��ÀËÅ�ÍÅ�
ÍÀËÅÆÀÒÜ�ÌÍÎÆÈÍ��¢.

°�ÇÍÈÖÞ�ÌÍÎÆÈÍ�$���%�ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�ÒÀÊ��$�?�%��§�ÎÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈ�
ÏËÈÂÀ���ÙÎ

A B x x A x B\ { | }.= ∈ ∉i
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§ÀÇÍÀ×ÈÌÎ��ÙÎ�ÄËß�ÁÓÄÜ�ßÊÎ��ÌÍÎÆÈÍÈ���ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�
$�?���=�$�

§�ÎÇÍÀ×ÅÍÍß�Ð�ÇÍÈÖ��ÄÂÎÕ�ÌÍÎÆÈÍ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�ÊÎËÈ�$���%��ÒÎ�
$�?�%�=����ÇÎÊÐÅÌÀ��ÊÎËÈ�%�=�$��ÒÎ�$�?�$�=����

°�ÇÍÈÖÞ�ÌÍÎÆÈÍ�ÇÐÓ×ÍÎ��ËÞÑÒÐÓÂÀÒÈ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�Ä�ÀÃÐÀÌ�¥ÉËÅ�
ÐÀ��À�ÐÈÑÓÍÊÓ�����ÇÀØÒÐÈÕÎÂÀÍÀ�Ô�ÃÓÐÀ�ÇÎÁÐÀÆÓ��ÌÍÎÆÈÍÓ�$�?�%�

%
$

$
%%

$
$

%

¿ À

rÎÖ. 5.� 

П Р И К Л А Д   2  �§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÏÅÐÅÐ�Ç�ÌÍÎÆÈÍ�$���%��ßÊÙÎ�
1��A x x k k= = ∈{ | , },5 � �B x x n n= = ∈{ | , };3 �
2��$�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÐÎÌÁ�Â��%�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÏÐßÌÎÊÓÒÍÈÊ�Â�
���$�=�^x�_�x�!��`��B x x= { | };P4

���A x x x m m= ∈ = ∈{ | , , },� �2 �%�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ�
1��$�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÂÑ�Õ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��ÊÐÀÒÍÈÕ���
%�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÂÑ�Õ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��ÊÐÀÒÍÈÕ���
²ÎÄ�� ÌÍÎÆÈÍÀ� A B∩ � ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß� Ç� ÓÑ�Õ� ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ� ×ÈÑÅË��

ÊÐÀÒÍÈÕ�������ÎÄÍÎ×ÀÑÍÎ��ÒÎÁÒÎ�Ç�ÓÑ�Õ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��ÊÐÀÒÍÈÕ�
1���®ÒÆÅ��A B x x k k∩ = = ∈{ | , }.15 �

2��¬ÍÎÆÈÍÀ�A B∩ �ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÓÑ�Õ�×ÎÒÈÐÈÊÓÒÍÈÊ�Â��ßÊ��ÂÎÄ�

ÍÎ×ÀÑ�����ÐÎÌÁÀÌÈ����ÏÐßÌÎÊÓÒÍÈÊÀÌÈ��®ÒÆÅ��ØÓÊÀÍÀ�ÌÍÎÆÈÍÀ�x�ÖÅ�
ÌÍÎÆÈÍÀ�ÂÑ�Õ�ÊÂÀÄÐÀÒ�Â�

���A B x x∩ = <{ | }.3 4P
���$�x� ÌÍÎÆÈÍÀ� ÂÑ�Õ� ÏÀÐÍÈÕ� ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ� ×ÈÑÅË�� ®ÑÊ�ËÜÊÈ�

Â�ÌÍÎÆÈÍ��ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË���Ò�ËÜÊÈ�ÎÄÍÅ�ÏÀÐÍÅ�×ÈÑËÎ��×ÈÑËÎ�2���ÒÎ�
A B∩ = { }.2 �

П Р И К Л А Д   3  �§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÁs�ÄÍÀÍÍß�ÌÍÎÆÈÍ�$���%��ßÊÙÎ�
1��A x x k k= = − ∈{ | , },2 1 � �B x x n n= = ∈{ | , };2 �
2��A x x k k= = − ∈{ | , },2 1 � �B x x n n= = + ∈{ | , };4 1 �
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��� A X OX= <{ | },3 �B X OX= ={ | },3 �ÄÅ�2���;�x�ÒÎ×ÊÈ�ÏËÎÙÈÍÈ��

2�x�ÄÀÍÀ�ÒÎ×ÊÀ�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ
1��$�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÂÑ�Õ�ÍÅÏÀÐÍÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��%�x�ÌÍÎ�

ÆÈÍÀ�ÂÑ�Õ�ÏÀÐÍÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��²ÎÄ�� A B∪ �x�ÖÅ�ÌÍÎÆÈÍÀ�

ÂÑ�Õ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��ÒÎÁÒÎ�A B∪ = �.

2��$�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÂÑ�Õ�ÍÅÏÀÐÍÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��¥ËÅÌÅÍÒÀÌÈ�
ÌÍÎÆÈÍÈ�%���Ò�ËÜÊÈ�ÍÅÏÀÐÍ��×ÈÑËÀ��®ÒÆÅ��%���$��²ÎÄ�

A B A x x k k∪ = = = − ∈{ | , }.2 1 �

���®×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ� A B X OX∪ = { | }.P3 �®ÒÆÅ�� A B∪ �x�ÖÅ�ÊÐÓÃ��Ç�

ÖÅÍÒÐÎÌ�2�ÒÀ�ÐÀÄ�ÓÑÎÌ����

П Р И К Л А Д   4  �§ÍÀÉÄ�ÒÜ�Ð�ÇÍÈÖÞ�ÌÍÎÆÈÍ�$���%��ßÊÙÎ�
1��A x x k k= = − ∈{ | , },2 1 � �B x x n n= = + ∈{ | , };2 1 �
2��A x x k k= = − ∈{ | , },2 1 � �B x x n n= = + ∈{ | , };4 1 �
��� A X OX= { | },P3 �B X OX= <{ | },3 �ÄÅ�2���;�x�ÒÎ×ÊÈ�ÏËÎÙÈÍÈ��

2�x�ÄÀÍÀ�ÒÎ×ÊÀ�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ
1��$�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÍÅÏÀÐÍÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��%�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�

ÍÅÏÀÐÍÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��Á�ËÜØÈÕ�ÇÀ�1��²ÎÄ��$�?�%�=�^1`��
2��$�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÍÅÏÀÐÍÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��²ÎÄ��ÌÎÆÍÀ�ÑÊÀ�

ÇÀÒÈ��ÙÎ���x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��ßÊ��ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���
ÄÀÞÒÜ�Â�ÎÑÒÀ×��1�ÀÁÎ����¥ËÅÌÅÍÒÀÌÈ�ÌÍÎÆÈÍÈ�%���ÂÑ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��
×ÈÑËÀ��ßÊ��ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���ÄÀÞÒÜ�Â�ÎÑÒÀ×��1��®ÒÆÅ�

�A B x x n n\ { | , }.= = + ∈4 3 �
���®×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ� A B X OX\ { | }.= = 3 �®ÒÆÅ��$�?�%�x�ÖÅ�ÊÎËÎ��Ç�

ÖÅÍÒÐÎÌ�2�ÒÀ�ÐÀÄ�ÓÑÎÌ����

1. Яку множину називають підмножиною даної множини?

2. Як наочно ілюструють співвідношення між множинами?

3. Яка множина є підмножиною будь-якої множини?

4. Яку множину називають власною підмножиною даної множини?

5. Що називають перерізом двох множин?

6. Що називають об’єднанням двох множин?

7. Що називають різницею двох множин?

8. Як за допомогою діаграм Ейлера ілюструють переріз, об’єднання та 
різницю двох множин?

9. Як знаходять переріз (об’єднання) трьох і більше множин?
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ВПРАВИ

5.1.q�ÀÇÂ�ÒÜ�Ê�ËÜÊÀ�Ï�ÄÌÍÎÆÈÍ�Ó×Í�Â�ÂÀØÎÃÎ�ÊËÀÑÓ�
5.2.q�ÀÇÂ�ÒÜ�ßÊ��ÍÅÁÓÄÜ�ÃÅÎÌÅÒÐÈ×Í��Ô�ÃÓÐÈ��ßÊ����Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÀÌÈ�

ÌÍÎÆÈÍÈ�ÒÎ×ÎÊ�ÏÐßÌÎ��

5.3.q�ÀÇÂ�ÒÜ�ßÊ��ÍÅÁÓÄÜ�ÃÅÎÌÅÒÐÈ×Í��Ô�ÃÓÐÈ��ßÊ����Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÀÌÈ�
ÌÍÎÆÈÍÈ�ÒÎ×ÎÊ�ÊÐÓÃÀ�

5.4.q�ÅÕÀÉ�$�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÁÓÊÂ�ÑËÎÂÀ��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀ���¬ÍÎÆÈÍÀ�ÁÓÊÂ�
ßÊÎÃÎ�Ç��ÑË�Â���Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÌÍÎÆÈÍÈ�$�
1��ÍÎÐÀ�� ���ÊÐÎÊÎÄÈË�� ���ÍÀÐÀÄÀ�� 10��ÄÎÐÎÃÀ�
2��ÒÐÀÊÒÎÐ�� ���ÍÈÒÊÈ�� ���ÄÀÐÓÍÎÊ�� 11��ÊÎÐÎÍÀ�
���ÊÀÐÒÈÍÀ�� ���ÊÎÐÊÀ�� ���ÎÐÄÈÍÀÒÀ�� 12��ÊÀÐÄÈÍÀË"

¿�5.5.q�ÅÕÀÉ�$�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÖÈÔÐ�×ÈÑËÀ�1�����·È���ÌÍÎÆÈÍÀ�ÖÈÔÐ�
×ÈÑËÀ�x�Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÌÍÎÆÈÍÈ�$��ßÊÙÎ�
1��x�=����� ���x�=��1��� ���x�=�1�������
2��x�=���10�� ���x�=������� ���x�=��1�2��"

5.6.q�ÅÕÀÉ�$�z����¿Ê��ÄÂ��Ð�ÇÍ��Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÈ�ÇÀÂÆÄÈ�ÌÀ��ÌÍÎÆÈÍÀ�$"
5.7.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÊÎËÈ�$���%���%���&��ÒÎ�$���&�
5.8.x�¿ÊÅ�Ç�ÒÂÅÐÄÆÅÍÜ���ÏÐÀÂÈËÜÍÈÌ�

1��^D`���^D��E`�� ���D���^D��E`�
2��^D`���^D��E`�� ���^D��E`���^D��E`"

5.9.x�°ÎÇÒÀØÓÉÒÅ�ÄÀÍ��ÌÍÎÆÈÍÈ�Â�ÒÀÊ�É�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÎÑÒ���ÙÎÁ�ÊÎÆÍÀ�
ÍÀÑÒÓÏÍÀ�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÁÓËÀ�Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÏÎÏÅÐÅÄÍÜÎ��
1�� $�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÂÎÑÜÌÈÊËÀÑÍÈÊ�Â�ÂÀØÎ��ØÊÎËÈ��%�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�

ÂÎÑÜÌÈÊËÀÑÍÈÊ�Â�ÂÀØÎ��ØÊÎËÈ��ßÊ��ÍÀÂ×ÀÞÒÜÑß�Â�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×�
ÍÎÌÓ�ÊËÀÑ���&�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�Ó×Í�Â�ÂÀØÎ��ØÊÎËÈ��ßÊ��ÍÅ�ÌÎËÎÄØ��
Â�Ä�10�ÐÎÊ�Â��'�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�Ó×Í�Â���ÃÎ�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎÃÎ�ÊËÀÑÓ��
ßÊ����ÏÐÈÇÅÐÀÌÈ�ÐÀÉÎÍÍÎ��ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎ��ÎË�ÌÏ�ÀÄÈ�

2�� $�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÏÐßÌÎÊÓÒÍÈÊ�Â��%�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�×ÎÒÈÐÈÊÓÒÍÈÊ�Â��
&�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÊÂÀÄÐÀÒ�Â��'�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÏÀÐÀËÅËÎÃÐÀÌ�Â�

��� $�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÑÑÀÂÖ�Â��%�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÑÎÁÀ×ÈÕ��&�x�ÌÍÎÆÈ�
ÍÀ�ÕÐÅÁÅÒÍÈÕ��'�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÂÎÂÊ�Â��(�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÕÈÆÈÕ�
ÑÑÀÂÖ�Â�

5.10.x�§ÎÁÐÀÇ�ÒÜ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�Ä�ÀÃÐÀÌ�¥ÉËÅÐÀ�ÑÏ�ÂÂ�ÄÍÎØÅÍÍß�Ì�Æ�
ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ�
1��$�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÂÑ�Õ�ÍÅÂ�Äs�ÌÍÈÕ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�
%�=�^0`�
��x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�
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2��' �x�ÌÍÎÆÈÍÀ�Ö�ËÈÕ�×ÈÑÅË�
$�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��ÊÐÀÒÍÈÕ���
%�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��ÊÐÀÒÍÈÕ���

5.11.x�§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÑÈÌÂÎËÓ���ÑÏ�ÂÂ�ÄÍÎØÅÍÍß�Ì�Æ�ÌÍÎ�
ÆÈÍÀÌÈ�
A x x n n= = ∈{ | , };2 � � C x x n n= = ∈{ | , };10 �
B x x n n= = ∈{ | , };50 � � D x x n n= = ∈{ | , }.5 �

5.12.x�¿ÊÀ�Ç�ÌÍÎÆÈÍ�$�ÀÁÎ�%���Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÄÐÓÃÎ���ßÊÙÎ�
A x x n n= = + ∈{ | , },4 2 � �B x x n n= = + ∈{ | , }?8 2 �

5.13.x�¤ÀÍÎ�ÌÍÎÆÈÍÈ�^�`��^11`��^1�`��^���11`��^���1�`��^11��1�`�����ßÊ��
��ÂÑ�ÌÀ�ÂËÀÑÍÈÌÈ�Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÀÌÈ�ÄÅßÊÎ��ÌÍÎÆÈÍÈ�$��§ÀÏÈØ�ÒÜ�
ÌÍÎÆÈÍÓ�$�

5.14.x�§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÓÑ��Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÈ�ÌÍÎÆÈÍÈ�^1��2`�
5.15.x�®ÏÈØ�ÒÜ�ÌÎÂÎÞ��ÍÅÎÁÕ�ÄÍÎ���ÄÎÑÒÀÒÍÜÎ��ÍÀËÅÆÍ�ÑÒÜ�ÅËÅÌÅÍÒÀ�

x�ÌÍÎÆÈÍÀÌ�$��%���&��ÐÈÑ�������

&& %%
%$

$

$ && %%
%$

$

$ && %%
%$

$

$

¿ À Á
rÎÖ. 5.�

5.16.x�§ÀÌ�ÑÒÜ�ÊÐÀÏÎÊ�ÏÎÑÒÀÂÒÅ�ÑËÎÂÎ��ÍÅÎÁÕ�ÄÍÎ��ÀÁÎ��ÄÎÑÒÀÒÍÜÎ��
1���ÄËß�ÒÎÃÎ�ÙÎÁ�ÒÐÈÊÓÒÍÈÊ�ÁÓÂ�Ð�ÂÍÎÑÒÎÐÎÍÍ�Ì�������ÙÎÁ�ÄÂÀ�ÉÎÃÎ�

ÊÓÒÈ�ÁÓËÈ�Ð�ÂÍ��
2���ÄËß�ÒÎÃÎ�ÙÎÁ�×ÎÒÈÐÈÊÓÒÍÈÊ�ÁÓÂ�ÏÀÐÀËÅËÎÃÐÀÌÎÌ�������ÙÎÁ�ÄÂ��

ÉÎÃÎ�ÑÒÎÐÎÍÈ�ÁÓËÈ�ÏÀÐÀËÅËÜÍÈÌÈ�
����ÄËß�ÒÎÃÎ�ÙÎÁ�×ÈÑËÎ�Ä�ËÈËÎÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ���������ÙÎÁ�ÂÎÍÎ�Ä��

ËÈËÎÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ���
����ÄËß�ÒÎÃÎ�ÙÎÁ�ÎÑÒÀÍÍß�ÖÈÔÐÀ�ÄÅÑßÒÊÎÂÎÃÎ�ÇÀÏÈÑÓ�×ÈÑËÀ�ÁÓËÀ�

ÍÓËÅÌ�������ÙÎÁ�×ÈÑËÎ�ÁÓËÎ�ÊÐÀÒÍÈÌ���

5.17.x�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�ÄËß�ÁÓÄÜ�ßÊÎ��ÌÍÎÆÈÍÈ�%�ÌÍÎÆÈÍÀ�$������Ï�Ä�
ÌÍÎÆÈÍÎÞ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÌÍÎÆÈÍÓ�$�

5.18.x�¿ÊÅ�Ç�ÒÂÅÐÄÆÅÍÜ���ÏÐÀÂÈËÜÍÈÌ�
1��{ , } { } ;a b a a∩ = � ���{ , } { } { };a b a a∩ =
2��{ , } { } { , };a b a a b∩ = � ���{ , } { } { }?a b a b∩ =

¿�5.19.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÏÅÐÅÐ�Ç�ÌÍÎÆÈÍ�ÖÈÔÐ��ßÊ��ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞÒÜ�Ó�ÇÀ�
ÏÈÑ��×ÈÑÅË�
1������2������2�22��� 2����0��1�����00�00��
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5.20.x�ÅÕÀÉ�$�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÄÂÎÖÈÔÐÎÂÈÕ�×ÈÑÅË��%�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÏÐÎ�
ÑÒÈÕ�×ÈÑÅË��·È�ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÌÍÎÆÈÍ�� A B∩ �×ÈÑËÎ��������11���1��

������"

5.21.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÑÏ�ËÜÍÈÕ�Ä�ËÜÍÈÊ�Â�×ÈÑÅË��0������
5.22.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÏÅÐÅÐ�Ç�ÌÍÎÆÈÍ�$���%��ßÊÙÎ�

1�� $�x�ÌÍÎÆÈÍÀ� Ð�ÂÍÎÁÅÄÐÅÍÈÕ� ÒÐÈÊÓÒÍÈÊ�Â��%�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�
Ð�ÂÍÎÑÒÎÐÎÍÍ�Õ�ÒÐÈÊÓÒÍÈÊ�Â�

2�� $�x� ÌÍÎÆÈÍÀ� ÏÐßÌÎÊÓÒÍÈÕ� ÒÐÈÊÓÒÍÈÊ�Â��%�x� ÌÍÎÆÈÍÀ�
Ð�ÂÍÎÑÒÎÐÎÍÍ�Õ�ÒÐÈÊÓÒÍÈÊ�Â�

��� $�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÄÂÎÖÈÔÐÎÂÈÕ�×ÈÑÅË��%�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�
×ÈÑÅË��ÊÐÀÒÍÈÕ�1��

����$�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÎÄÍÎÖÈÔÐÎÂÈÕ�×ÈÑÅË��%�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÏÐÎÑÒÈÕ�
×ÈÑÅË�

5.23.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÏÅÐÅÐ�Ç�ÌÍÎÆÈÍ�$���%��ßÊÙÎ�
1��A x x= <{ | },19 �B x x x= ∈ >{ | , };� 11

2��A x x n n= = ∈{ | , },4 � �B x x n n= = ∈{ | , };6 �
���$�=�^�x��y��_�2x�w�y�=�1`��%�=�^�x��y��_�x�+�y�=��`�

5.24.x�ÀÊÐÅÑË�ÒÜ�ÄÂÀ�ÒÐÈÊÓÒÍÈÊÈ�ÒÀÊ��ÙÎÁ��ÕÍ�Ì�ÏÅÐÅÐ�ÇÎÌ�ÁÓËÀ�
ÒÀÊÀ�ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÍÀ�Ô�ÃÓÐÀ��1��Â�ÄÐ�ÇÎÊ��2��ÒÎ×ÊÀ�����ÒÐÈÊÓÒÍÈÊ��
���ÏsßÒÈÊÓÒÍÈÊ�����ØÅÑÒÈÊÓÒÍÈÊ�

5.25.x�¿Ê��Ô�ÃÓÐÈ�ÌÎÆÓÒÜ�ÁÓÒÈ�ÏÅÐÅÐ�ÇÎÌ�ÄÂÎÕ�ÏÐÎÌÅÍ�Â��ÙÎ�ËÅÆÀÒÜ�
ÍÀ�ÎÄÍ�É�ÏÐßÌ�É"

5.26.x�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�ÄËß�ÁÓÄÜ�ßÊÎ��ÌÍÎÆÈÍÈ�%�ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�
A B A∩ = .�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÌÍÎÆÈÍÓ�$�

5.27.x�¿ÊÅ�Ç�ÒÂÅÐÄÆÅÍÜ���ÏÐÀÂÈËÜÍÈÌ�
1��{ , } { } { , };a b b a b∪ = � ���{ , } { } { };a b a a∪ =
2��{ , } { } { };a b b b∪ = � ���{ , } { } {{ }}?a b b b∪ =

¿�5.28.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÁs�ÄÍÀÍÍß�ÌÍÎÆÈÍ�ÖÈÔÐ��ßÊ��ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞÒÜ�
Ó�ÇÀÏÈÑ��×ÈÑÅË�
1��2��2������������� 2�������������������

5.29.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÁs�ÄÍÀÍÍß�ÌÍÎÆÈÍ�$���%��ßÊÙÎ�
1��$�x�ÌÍÎÆÈÍÀ� Ð�ÂÍÎÁÅÄÐÅÍÈÕ� ÒÐÈÊÓÒÍÈÊ�Â��%�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�

Ð�ÂÍÎÑÒÎÐÎÍÍ�Õ�ÒÐÈÊÓÒÍÈÊ�Â�
2�� $�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË��%�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÑÊËÀÄÅÍÈÕ�×ÈÑÅË�
��� $�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË��%�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÍÅÏÀÐÍÈÕ�×ÈÑÅË�

5.30.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÁs�ÄÍÀÍÍß�ÌÍÎÆÈÍ�$���%�
1��$�=�^x�_�x2�w�1�=�0`��%�=�^x�_��x�w�1���x�w�2��=�0`�
2��$�=�^x�_�2x�+���=�0`��%�=�^x�_�x2�+���=�2`�
���A x x x= ∈ <{ | , },� 5 �B x x x= ∈ <{ | , }.� 7
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5.31.x� ÀÊÐÅÑË�ÒÜ� ÄÂÀ� ÒÐÈÊÓÒÍÈÊÈ� ÒÀÊ��ÙÎÁ� �ÕÍ�Ì� ÎÁs�ÄÍÀÍÍßÌ�
ÁÓÂ��1��×ÎÒÈÐÈÊÓÒÍÈÊ��2��ÒÐÈÊÓÒÍÈÊ�����ØÅÑÒÈÊÓÒÍÈÊ��·È�ÌÎÆÅ�
ÎÁs�ÄÍÀÍÍß�ÒÐÈÊÓÒÍÈÊ�Â�ÁÓÒÈ�Â�ÄÐ�ÇÊÎÌ"

5.32.x�¿Ê��Ô�ÃÓÐÈ�ÌÎÆÓÒÜ�ÁÓÒÈ�ÎÁs�ÄÍÀÍÍßÌ�ÄÂÎÕ�ÏÐÎÌÅÍ�Â��ÙÎ�ËÅ�
ÆÀÒÜ�ÍÀ�ÎÄÍ�É�ÏÐßÌ�É"

5.33.x�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�ÄËß�ÁÓÄÜ�ßÊÎ��ÌÍÎÆÈÍÈ�%�ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�
A B B∪ = .�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÌÍÎÆÈÍÓ�$�

5.34.x�¿ÊÅ�Ç�ÄÀÍÈÕ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÜ���ÏÐÀÂÈËÜÍÈÌ�
1��^D��E`�?�^D`�=�D�� ���^D��E`�?�^D`�=�^D`�
2��^D��E`�?�^D`�=�^D��E`�� ���^D��E`�?�^D`�=�^E`"

5.35.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�Ð�ÇÍÈÖÞ�ÌÍÎÆÈÍ�$���%��ßÊÙÎ�
1��A = �,�B x x n n= = ∈{ | , };2 �
2��$�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÎÄÍÎÖÈÔÐÎÂÈÕ�×ÈÑÅË��%�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÏÐÎÑÒÈÕ�

×ÈÑÅË�
�����x�ÌÍÎÆÈÍÀ� Ð�ÂÍÎÑÒÎÐÎÍÍ�Õ� ÒÐÈÊÓÒÍÈÊ�Â��¡�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�

Ð�ÂÍÎÁÅÄÐÅÍÈÕ�ÒÐÈÊÓÒÍÈÊ�Â�

5.36.x�ÀÂÅÄ�ÒÜ�ÏÐÈÊËÀÄ�ÒÀÊÎ��ÎÄÍÎÅËÅÌÅÍÒÍÎ��ÌÍÎÆÈÍÈ��ÙÎ����ÅËÅ�
ÌÅÍÒ���ÎÄÍÎ×ÀÑÍÎ�Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÄÀÍÎ��ÌÍÎÆÈÍÈ�

 6. Скінченні множини. Взаємно 
однозначна відповідність

6.

¿ÊÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÀ� Ì�ÑÒÈÒÜ� ÑÊ�Í×ÅÍÍÓ� Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ� ÅËÅÌÅÍÒ�Â�� ÒÎ� ���
ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÑÊ�Í×ÅÍÍÎÞ��À�ßÊÙÎ�Â�Í�É�ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÎ�ÁÀÃÀÒÎ�ÅËÅÌÅÍ�
Ò�Â�x�ÒÎ�ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÎÞ��̄ ÎÐÎÆÍÞ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÂÂÀÆÀÞÒÜ�ÑÊ�Í×ÅÍÍÎÞ�

ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÌÍÎÆÈÍÀ�Ó×Í�Â�ÂÀØÎÃÎ�ÊËÀÑÓ�x�ÑÊ�Í×ÅÍÍÀ�ÌÍÎÆÈÍÀ��
À�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�x�ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÀ�ÌÍÎÆÈÍÀ�

¿ÊÙÎ�$�x�ÑÊ�Í×ÅÍÍÀ�ÌÍÎÆÈÍÀ��ÒÎ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ����ÅËÅÌÅÍÒ�Â�ÏÎÇÍÀ�
×ÀÒÈÌÅÌÎ�ÒÀÊ��Q��$��

ÀÏÐÈÊËÀÄ�� ßÊÙÎ�$�x� ÖÅ� ÌÍÎÆÈÍÀ�
ÄÍ�Â�ÒÈÆÍß��ÒÎ�Q��$��=����ßÊÙÎ�%�x�ÖÅ�ÌÍÎ�
ÆÈÍÀ�ÄÂÎÖÈÔÐÎÂÈÕ�×ÈÑÅË��ÒÎ�Q��%��=��0��
§ÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�Q�����=�0�

ÅÕÀÉ�$���%�x�ÒÀÊ��ÑÊ�Í×ÅÍÍ��ÌÍÎÆÈ�
ÍÈ��ÙÎ�A B∩ = ∅.�²ÎÄ��Î×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ�

�������Q��$�∪�%��=�Q��$��+�Q��%����������1�
¿ÊÙÎ�$� ��%�x� ÑÊ�Í×ÅÍÍ�� ÌÍÎÆÈÍÈ��

ÏÐÈ×ÎÌÓ� A B∩ ≠ ∅ ��ÐÈÑ����1���ÒÎ�ÄÎ�ÑÓÌÈ�

$ %

rÎÖ. �.1
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Q� �$��+�Q� �%��ÄÂ�×��ÂÕÎÄÈÒÜ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â� �ÕÍÜÎÃÎ�ÏÅÐÅÐ�ÇÓ��
ÒÎÁÒÎ�ÄÂ�×��ÂÐÀÕÎÂÀÍÎ�×ÈÑËÎ�n A B( ).∩ �®ÒÆÅ��Ó�ÖÜÎÌÓ�ÐÀÇ�

� n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩= + − � �2�

ªÎËÈ�A B∩ = ∅,�ÒÎ�n A B( ) .∩ = 0 �²ÎÌÓ�ÔÎÐÌÓËÀ��2����ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍ�

ÍßÌ�ÔÎÐÌÓËÈ��1��

П Р И К Л А Д   1  �³�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎÌÓ�ÊËÀÑ��2��Ó×Í�Â����ÂÑ��ÂÎÍÈ�ËÞÁËßÒÜ�
ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÓ��¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�2��Ó×Í��ËÞÁËßÒÜ�ÀËÃÅÁÐÓ��À�21�x�ÃÅÎÌÅÒÐ�Þ��
±Ê�ËÜÊÈ�Ó×Í�Â�ÖÜÎÃÎ�ÊËÀÑÓ�ËÞÁËßÒÜ���ÀËÃÅÁÐÓ����ÃÅÎÌÅÒÐ�Þ"

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��ÅÕÀÉ�$�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�Ó×Í�Â��ßÊ��ËÞÁËßÒÜ�ÀËÃÅÁÐÓ��
%�x� ÌÍÎÆÈÍÀ� Ó×Í�Â�� ßÊ�� ËÞÁËßÒÜ� ÃÅÎÌÅÒÐ�Þ�� ²ÎÄ�� Q� �$�� =� 2���
Q� �%��=� 21�� n A B( ) .∪ = 25 � A B∩ �x�ÌÍÎÆÈÍÀ�Ó×Í�Â��ßÊ��ËÞÁËßÒÜ�

��ÀËÃÅÁÐÓ����ÃÅÎÌÅÒÐ�Þ���Ç�ÔÎÐÌÓËÈ��2��ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�
�n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( ) .∩ ∪= + − = + − =23 21 25 19 �

§sßÑÓ�ÌÎ��ßÊ�ÇÍÀÉÒÈ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â�ÌÍÎÆÈÍÈ�A B C∪ ∪ ,�ÄÅ�

$��%���&�x�ÑÊ�Í×ÅÍÍ��ÌÍÎÆÈÍÈ�

$$
%%

&&

$$
%%

&&

rÎÖ. �.2 rÎÖ. �.3

¿ÊÙÎ�A B C∩ ∩ = ∅��ÐÈÑ����2���ÒÎ�ÇÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ
� n A B C n A n B n C n A B n B C n C A( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).∪ ∪ ∩ ∩ ∩= + + − − −� �

�n A B C n A n B n C n A B n B C n C A( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).∪ ∪ ∩ ∩ ∩= + + − − − � ����

¿ÊÙÎ�A B C∩ ∩ ≠ ∅��ÐÈÑ��������ÒÎ�Â�ÏÐÀÂ�É�×ÀÑÒÈÍ��ÔÎÐÌÓËÈ�����
ÍÅ�ÂÐÀÕÎÂÀÍÎ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÑÏ�ËÜÍÈÕ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â�ÌÍÎÆÈÍ�$��%���&��®ÒÆÅ��
Ó�ÖÜÎÌÓ�ÂÈÏÀÄÊÓ�ÔÎÐÌÓËÀ�ÍÀÁÓÂÀ��ÒÀÊÎÃÎ�ÂÈÃËßÄÓ�
� n A B C n A n B n C n A B n B C n C A n A B C( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).∪ ∪ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩= + + − − − +� �

�n A B C n A n B n C n A B n B C n C A n A B C( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).∪ ∪ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩= + + − − − + � ���

 ÍÀËÎÃ�×ÍÓ�ÔÎÐÌÓËÓ�ÌÎÆÍÀ�ÎÒÐÈÌÀÒÈ�ÄËß�ÁÓÄÜ�ßÊÎ��Ê�ËÜÊÎÑÒ��
ÌÍÎÆÈÍ�����ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ��ÔÎÐÌÓËÎÞ�ÂÊËÞ×ÅÍÍß�ÂÈÊËÞ×ÅÍÍß��
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П Р И К Л А Д   2  �³�ÑÏÎÐÒÈÂÍ�É�ØÊÎË����ÒÐÈ�ÑÅÊÖ����ÀÊÐÎÁÀÒÈÊÈ��ÁÀÑ�
ÊÅÒÁÎËÓ��ÂÎËÅÉÁÎËÓ��¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�ØÊÎËÓ�Â�ÄÂ�ÄÓÞÒÜ�200�ØÊÎËßÐ�Â��
À�ÊÎÆÍÓ��Ç�ÑÅÊÖ�É�x��0�ØÊÎËßÐ�Â��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÇÍÀÉÄÅÒÜÑß�1��ØÊÎ�
ËßÐ�Â��ßÊ��Â�ÄÂ�ÄÓÞÒÜ�ÎÄÍ��É�Ò��ÑÀÌ��ÄÂ��ÑÅÊÖ���

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �¯ÎÇÍÀ×ÈÌÎ�ÌÍÎÆÈÍÈ�ØÊÎËßÐ�Â��ßÊ��Â�ÄÂ�ÄÓÞÒÜ�
ÑÅÊÖ���ÀÊÐÎÁÀÒÈÊÈ��ÁÀÑÊÅÒÁÎËÓ�É�ÂÎËÅÉÁÎËÓ��ÁÓÊÂÀÌÈ���� ���¡�Â�ÄÏÎ�
Â�ÄÍÎ��²ÎÄ��Q��$�∪� �∪¡��=�200��Q��$��=�Q�� ��=�Q��¡��=��0��¯�ÄÑÒÀÂÈÌÎ�
Ö��ÇÍÀ×ÅÍÍß�Ó�ÔÎÐÌÓËÓ�����
200�=��0����0����0�w�Q��$�∩� ��w�Q�� �∩�¡��w�Q��¡�∩�$����Q��$�∩� �∩�¡��
§Â�ÄÑÈ�Q��$�∩� ����Q�� �∩�¡����Q��¡�∩�$��=��0���Q��$�∩� �∩�¡��O��0�
¿ÊÙÎ�ÏÐÈÏÓÑÒÈÒÈ��ÙÎ�ÊÎÆÍÅ��Ç�×ÈÑÅË�Q��$�∩� ���Q�� �∩�¡���Q��¡�∩�$��

ÍÅ�ÏÅÐÅÂÈÙÓ��1���ÒÎ��ÕÍß�ÑÓÌÀ�ÍÅ�ÏÅÐÅÂÈÙÓ������®ÒÐÈÌÀËÈ�ÑÓÏÅ�
ÐÅ×Í�ÑÒÜ��

ÀÌ�ÄÎÂÎË��×ÀÑÒÎ�ÄÎÂÎÄÈÒÜÑß�ÏÎÐ�ÂÍÞÂÀÒÈ�ÑÊ�Í×ÅÍÍ��ÌÍÎÆÈÍÈ�
ÇÀ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÞ��ÕÍ�Õ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â�

¿Ê�Ä�ÇÍÀÒÈÑß��×È�ÂÈÑÒÀ×ÈÒÜ�Ó�ØÊ�ËÜÍ�É�Á�ÁË�ÎÒÅÖ��Ï�ÄÐÓ×ÍÈÊ�Â�
Ç� ÀËÃÅÁÐÈ� ÄËß� ÂÎÑÜÌÈÊËÀÑÍÈÊ�Â"� §ÂÈ×ÀÉÍÎ�� ÌÎÆÍÀ� ÏÎÐÀÕÓÂÀÒÈ�
ÎÊÐÅÌÎ�Ó×Í�Â� ��Ï�ÄÐÓ×ÍÈÊÈ��À�ÌÎÆÍÀ�ÂÈÄÀÒÈ�Ï�ÄÐÓ×ÍÈÊÈ�Ó×ÍßÌ��
¿ÊÙÎ��ÍÀÏÐÈÊËÀÄ��ÓÑ�Ì�Ï�ÄÐÓ×ÍÈÊ�Â�ÂÈÑÒÀ×ÈÒÜ��À�Â�Á�ÁË�ÎÒÅÖ��ÍÅ�
ÇÀËÈØÈÒÜÑß�ÆÎÄÍÎÃÎ�Ï�ÄÐÓ×ÍÈÊÀ��ÒÎ�ÖÅ�ÎÇÍÀ×ÀÒÈÌÅ��ÙÎ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�
ÂÎÑÜÌÈÊËÀÑÍÈÊ�Â���Ï�ÄÐÓ×ÍÈÊ�Â�Ç�ÀËÃÅÁÐÈ���ÎÄÍÀÊÎÂÎÞ�

²ÀÊ�ÑÀÌÎ��ÙÎÁ�Ä�ÇÍÀÒÈÑß��×È�ÂÈÑÒÀ×ÈÒÜ�ÑÒ�ËÜÖ�Â�Ó�ÊËÀÑ���ÇÎÂÑ�Ì�
ÍÅ�ÎÁÎÂsßÇÊÎÂÎ��Õ�ÏÅÐÅÐÀÕÎÂÓÂÀÒÈ��¤ÎÑÒÀÒÍÜÎ�ÇÀÏÐÎÑÈÒÈ�Ó×Í�Â�Ñ�ÑÒÈ�
ÍÀ�ÑÒ�ËÜÖ���¿ÊÙÎ��ÍÀÏÐÈÊËÀÄ��Ì�ÑÖÜ�ÂÈÑÒÀ×ÈÒÜ�ÍÅ�ÂÑ�Ì��ÒÎ�ÖÅ�ÎÇÍÀ�
×ÀÒÈÌÅ��ÙÎ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�Ó×Í�Â�Á�ËÜØÀ��Í�Æ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÑÒ�ËÜÖ�Â�

³�ÖÈÕ�ÏÐÈÊËÀÄÀÕ��ÏÎÐ�ÂÍÞÞ×È�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â�ÄÂÎÕ�ÌÍÎÆÈÍ��
ÌÈ�ÉÍÅÌÍËÒ�ÄÊÄËÄÌÑÒ�ÍÃÌ����ËÌÍÅÇÌÇ�ÎÍÐÑ¿ÁÇÊÇ�Ò�Á�ÃÎÍÁ�ÃÌ�ÐÑÛ�
�ÃÇÌÇÈ�ÄÊÄËÄÌÑ�ÃÏÒÂÍ��ËÌÍÅÇÌÇ��±ÊÎÐÈÑÒÀ�ÌÎÑß�Ö��Þ��ÄÅ�Þ�Â�ÍÀ�
ÑÒÓÏÍÎÌÓ�ÏÐÈÊËÀÄ��

П Р И К Л А Д   3  �¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â�ÌÍÎÆÈÍÈ�$�ÄÂÎ�
ÖÈÔÐÎÂÈÕ�×ÈÑÅË���ÌÍÎÆÈÍÈ�%�ÒÐÈÖÈÔÐÎÂÈÕ�×ÈÑÅË��ÄÅÑßÒÊÎÂÈÉ�ÇÀÏÈÑ�
ßÊÈÕ�ÇÀÊ�Í×Ó�ÒÜÑß�ÖÈÔÐÎÞ�1�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �¯ÎÑÒÀÂÈÌÎ�Ó�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�ÊÎÆÍÎÌÓ�ÄÂÎÖÈÔÐÎÂÎ�
ÌÓ�×ÈÑËÓ�ÒÅ�ÒÐÈÖÈÔÐÎÂÅ�×ÈÑËÎ��ßÊÅ�ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�Ç�ÍÜÎÃÎ��ÏÐÈÏÈÑÀÂØÈ�
ÑÏÐÀÂÀ�ÎÄÈÍÈÖÞ��¤�ÑÒÀÍÅÌÎ�

10� 11� 12� ���� ��� ��

Ú Ú Ú Ú Ú

101� 111� 121� ���� ��1� ��1
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§ÀÇÍÀ×ÈÌÎ��ÙÎ�ÇÀ�ÒÀÊÎ��Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎÑÒ��ÂÑ��ÅËÅÌÅÍÒÈ�ÌÍÎÆÈÍÈ�%�
ÂÈßÂËßÒÜÑß��ÇÀÄ�ßÍÈÌÈ���±ÏÐÀÂÄ���ßÊÙÎ�Â�×ÈÑË��ÂÈÄÓ�ab1�ÇÀÊÐÅÑ�

ËÈÒÈ�ÎÑÒÀÍÍÞ�ÖÈÔÐÓ��ÒÎ�ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�ÄÂÎÖÈÔÐÎÂÅ�×ÈÑËÎ�ab.
À�ÎÑÍÎÂ��Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎÑÒ��Ì�Æ�ÅËÅÌÅÍÒÀÌÈ�ÌÍÎÆÈÍ�$���%�ÌÎÆÍÀ�

ÇÐÎÁÈÒÈ�ÂÈÑÍÎÂÎÊ��ÙÎ�Q��$��=�Q��%���
®ÇÍÀ×ÅÍÍß. �¿ÊÙÎ�ÊÎÆÍÎÌÓ�ÅËÅÌÅÍÒÓ�ÌÍÎÆÈÍÈ�$�ÏÎÑÒÀÂËÅÍÎ�

Ó�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ��ÄÈÍÈÉ�ÅËÅÌÅÍÒ�ÌÍÎÆÈÍÈ�%���ÏÐÈ�ÖÜÎÌÓ�ÁÓÄÜ�ßÊÈÉ�
ÅËÅÌÅÍÒ� ÌÍÎÆÈÍÈ�%� �� Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÈÌ� ÄÅßÊÎÌÓ� �ÄÈÍÎÌÓ� ÅËÅÌÅÍÒÓ�
ÌÍÎÆÈÍÈ�$��ÒÎ�ÃÎÂÎÐßÒÜ��ÙÎ�Ì�Æ�ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ�$���%�ÂÑÒÀÍÎÂËÅÍÎ�
ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ.

³�ÏÐÈÊËÀÄ�� ��ÊÎÆÍÎÌÓ�ÄÂÎÖÈÔÐÎÂÎÌÓ�×ÈÑËÓ� ÁÓËÎ�ÏÎÑÒÀÂËÅÍÎ�
Ó� Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ� �ÄÈÍÅ� ÒÐÈÖÈÔÐÎÂÅ� ×ÈÑËÎ� ÇÀÇÍÀ×ÅÍÎÃÎ� ÂÈÃËßÄÓ� ���
ÍÀÂÏÀÊÈ�� ÊÎÆÍÅ� ÒÀÊÅ� ÒÐÈÖÈÔÐÎÂÅ� ×ÈÑËÎ� �� Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÈÌ� �ÄÈÍÎÌÓ�
ÄÂÎÖÈÔÐÎÂÎÌÓ�×ÈÑËÓ��®ÒÆÅ��Ì�Æ�ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ��ßÊ��ÌÈ�ÐÎÇÃËßÄÀËÈ��
ÁÓËÎ�ÂÑÒÀÍÎÂËÅÍÎ�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�

§ÀÇÍÀ×ÈÌÎ��ÙÎ�ÊÎËÈ�Â�ÊËÀÑ��ÂÑ��Ó×Í��ÑÈÄßÒÜ���ÏÐÈ�ÖÜÎÌÓ���Â�ËÜ�
Í��ÑÒ�ËÜÖ���ÒÎ�Ì�Æ�ÌÍÎÆÈÍÎÞ�Ó×Í�Â���ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÑÒ�ËÜÖ�Â�ÂÇÀ�ÌÍÎ�
ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÎ��Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎÑÒ��ÍÅ�ÂÑÒÀÍÎÂËÅÍÎ�

¶�ÊÀÂÎ��ÙÎ�Ç�ÄÈÒÈÍÑÒÂÀ�ÊÎÆÍÎÌÓ�Ç�ÍÀÑ�ÍÅÎÄÍÎÐÀÇÎÂÎ�ÄÎÂÎÄÈËÎÑß�
ÂÑÒÀÍÎÂËÞÂÀÒÈ�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×Í��Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎÑÒ���¤ÈÒÈÍÀ��ÏÐÎÌÎÂ�
ËßÞ×È��ÎÄÈÍ����ÄÂÀ����ÒÐÈ��ÒÀ�ÏÐÈ�ÖÜÎÌÓ�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÎ�ÂÊÀÇÓÞ×È�ÍÀ�
ÌÀØÈÍÊÓ��Ìsß×ÈÊ���ÊÎÍÈÊÀ��ÒÈÌ�ÑÀÌÈÌ�ÂÑÒÀÍÎÂËÞ��ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎ�
ÇÍÀ×ÍÓ� Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�Ì�Æ�ÌÍÎÆÈÍÎÞ� ÑÂÎ�Õ� �ÃÐÀØÎÊ� ��ÌÍÎÆÈÍÎÞ�
^1�� 2�� �`�� °ÀÕÓÞ×È� �ÃÐÀØÊÈ�� ÄÈÒÈÍÀ� Í�ÁÈ� ÏÐÈÂsßÇÓ�� ÄÎ� ÊÎÆÍÎÃÎ�
Ç� ÏÐÅÄÌÅÒ�Â� ßÐËÈÊÈ� Ç� ÍÀÏÈÑÀÌÈ� �1��� �2��� ����� §ÀÓÂÀÆÈÌÎ��ÙÎ��
ÓÊÀÇÓÞ×È� ÍÀ� �ÃÐÀØÊÈ� Â� �ÍØÎÌÓ� ÏÎÐßÄÊÓ�� ÍÀÏÐÈÊËÀÄ� �Ìsß×ÈÊ���
�ÊÎÍÈÊ����ÌÀØÈÍÊÀ���ÎÄÅÐÆÓ�ÌÎ��ÍØÓ�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�Â�ÄÏÎ�
Â�ÄÍ�ÑÒÜ�Ì�Æ�ÖÈÌÈ�ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ�

¾ÉØÍ�Ë�Å� ÐÉ�ÌÖÄÌÌÇËÇ�ËÌÍÅÇÌ¿ËÇ� $� �� %� ÒÐÑ¿ÌÍÁÊÄÌÍ� ÁÆ¿�
�ËÌÍ�ÍÃÌÍÆÌ¿ÖÌÒ�Á�ÃÎÍÁ�ÃÌ�ÐÑÛ��ÑÍ�Q��$��=�Q��%�����Ì¿ÁÎ¿ÉÇ��ÞÉØÍ�
Q��$��=�Q��%���ÑÍ�Ë�Å�ÐÉ�ÌÖÄÌÌÇËÇ�ËÌÍÅÇÌ¿ËÇ�$���%�ËÍÅÌ¿�ÁÐÑ¿�
ÌÍÁÇÑÇ�ÁÆ¿�ËÌÍ�ÍÃÌÍÆÌ¿ÖÌÒ�Á�ÃÎÍÁ�ÃÌ�ÐÑÛ�

®ÒÆÅ��Ì�Æ�ÑÊ�Í×ÅÍÍÈÌÈ�ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ�Ç�Ð�ÇÍÎÞ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÞ�ÅËÅÌÅÍ�
Ò�Â�ÍÅÌÎÆËÈÂÎ�ÂÑÒÀÍÎÂÈÒÈ�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ��¶Å�
ÄÀ��ÇÌÎÃÓ�ÑÔÎÐÌÓËÞÂÀÒÈ�ÒÀÊÅ�ÏÐÀÂÈËÎ�

¾ÉØÍ�°���%���&�z�%��¿�Ë�Å�ËÌÍÅÇÌ¿ËÇ�$���&�ÒÐÑ¿ÌÍÁÊÄÌÍ�ÁÆ¿�
�ËÌÍ�ÍÃÌÍÆÌ¿ÖÌÒ�Á�ÃÎÍÁ�ÃÌ�ÐÑÛ��ÑÍ�Q��$����Q��%���

П Р И К Л А Д   4  � ¿ÊÈÕ�ØÅÑÒÈÖÈÔÐÎÂÈÕ� ×ÈÑÅË� Á�ËÜØÅ�� ÍÅÏÀÐÍÈÕ��
ÑÓÌÀ�ÖÈÔÐ�ßÊÈÕ�ÄÎÐ�ÂÍÞ������ ÀÁÎ�ÏÀÐÍÈÕ�� ÑÓÌÀ�ÖÈÔÐ�ßÊÈÕ�ÄÎ�
Ð�ÂÍÞ����"
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¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� � ¯ÎÇÍÀ×ÈÌÎ� ÌÍÎÆÈÍÈ� ×ÈÑÅË�� ÏÐÎ� ßÊ�� ÉÄÅÒÜÑß�
Â�ÓÌÎÂ���ÁÓÊÂÀÌÈ�$���%�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎ�

§ÀÓÂÀÆÈÌÎ��ÙÎ�ÊÎËÈ�Â�ÇÀÏÈÑ��ØÅÑÒÈÖÈÔÐÎÂÎÃÎ�×ÈÑËÀ���ÖÈÔÐÀ�0��
ÒÎ�ÑÓÌÀ�ÉÎÃÎ�ÖÈÔÐ�ÍÅ�Á�ËÜØÀ�ÇÀ��v��=�����®ÒÆÅ��ßÊÙÎ�D���$��ÒÎ�
Â�ÇÀÏÈÑ��×ÈÑËÀ�D�ÍÅÌÀ��ÖÈÔÐÈ�0�

ªÎÆÍÎÌÓ�×ÈÑËÓ�D���$�ÏÎÑÒÀÂÈÌÎ�Ó�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�×ÈÑËÎ�E���%�
ÇÀ�ÒÀÊÈÌ�ÏÐÀÂÈËÎÌ��ÇÌÅÍØÈÌÎ�ÍÀ�1�ÄÂ��ÎÑÒÀÍÍ��ÖÈÔÐÈ�×ÈÑËÀ�D��ÖÅ�
ÌÎÆÍÀ�ÇÐÎÁÈÒÈ��ÎÑÊ�ËÜÊÈ�Â�ÄÅÑßÒÊÎÂÎÌÓ�ÇÀÏÈÑ��×ÈÑËÀ�D�ÍÅÌÀ��ÍÓË�Â���
§ÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�ÇÀ�ÒÀÊÎ��Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎÑÒ��Ð�ÇÍÈÌ�×ÈÑËÀÌ�ÌÍÎÆÈÍÈ�$�
Â�ÄÏÎÂ�ÄÀÒÈÌÓÒÜ�Ð�ÇÍ��×ÈÑËÀ�ÌÍÎÆÈÍÈ�%��ÒÎÁÒÎ�ÊÎÆÍÎÌÓ�ÅËÅÌÅÍÒÓ�
ÌÍÎÆÈÍÈ�$�Â�ÄÏÎÂ�ÄÀÒÈÌÅ��ÄÈÍÈÉ�ÅËÅÌÅÍÒ�ÌÍÎÆÈÍÈ�%�

²ÅÏÅÐ�ÐÎÇÃËßÍÅÌÎ�×ÈÑËÎ�������0��ßÊÅ�ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÌÍÎÆÈÍ��%��§ÐÎ�
ÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�ÖÅ�×ÈÑËÎ�ÍÅ�ÌÎÆÅ�ÁÓÒÈ�ÎÒÐÈÌÀÍÎ�Ç�ÅËÅÌÅÍÒÀ�ÌÍÎÆÈÍÈ�
$�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÇÀÇÍÀ×ÅÍÎÃÎ�ÏÐÀÂÈËÀ�

²ÀÊÈÌ�×ÈÍÎÌ��ÌÈ�ÂÑÒÀÍÎÂÈËÈ�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�
Ì�Æ� ÌÍÎÆÈÍÎÞ�$� �� ÂËÀÑÍÎÞ� Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ� ÌÍÎÆÈÍÈ�%�� ®ÒÆÅ��
Q��%��!�Q��$���

1. Як знайти кількість елементів множини A B∪ ?

2. Як знайти кількість елементів множини A B C∪ ∪ ?

3. У яких випадках говорять, що між двома множинами встановлено вза-
ємно однозначну відповідність?

ВПРАВИ

6.1.q�³�ÊËÀÑ���2�Ó×Í���§�ÍÈÕ�20�ÂÈÂ×ÀÞÒÜ�ÀÍÃË�ÉÑÜÊÓ�ÌÎÂÓ�ÒÀ�1��x�
ÔÐÀÍÖÓÇÜÊÓ��±Ê�ËÜÊÈ�Ó×Í�Â�ÂÈÂ×ÀÞÒÜ���ÀÍÃË�ÉÑÜÊÓ����ÔÐÀÍÖÓÇÜÊÓ�
ÌÎÂÈ"

6.2.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�2��ÌÅØÊÀÍÖ�Â�ÁÓÄÈÍÊÓ�ÒÐÈÌÀÞÒÜ�ÊÎÒ�Â���ÑÎÁÀÊ��
1���Ç�ÍÈÕ�ÌÀÞÒÜ�ÊÎÒ�Â��À�1��x�ÑÎÁÀÊ��±Ê�ËÜÊÈ�ÌÅØÊÀÍÖ�Â�ÌÀÞÒÜ�
��ÑÎÁÀÊÓ����ÊÎÒÀ"

6.3.q�§�ÎÏÈÒÓÂÀÍÍß��ÏÐÎÂÅÄÅÍÎÃÎ�Â�ÊËÀÑ���ÇsßÑÓÂÀËÎÑß��ÙÎ�Ç��0�Ó×Í�Â�
ÊËÀÑÓ�1��ÌÀÞÒÜ�ÁÐÀÒÀ��1��x�ÑÅÑÒÐÓ�� À�Ó�10� �� ÑÅÑÒÐÀ�ÒÀ� ÁÐÀÒ��
·È���Â�ÖÜÎÌÓ�ÊËÀÑ��Ó×Í���Ó�ßÊÈÕ�ÍÅÌÀ��Í��ÑÅÑÒÐÈ��Í��ÁÐÀÒÀ"

6.4.q�³�ÃÐÓÄÍ��ÁÓËÎ�10�ßÑÍÈÕ���ÇÀÒÈØÍÈÕ�ÄÍ�Â��1��ÄÍ�Â�ÁÓÂ�Â�ÒÅÐ�
��12�ÄÍ�Â��ØÎÂ�ÑÍ�Ã��¯ÐÎÒßÃÎÌ�ÑÊ�ËÜÊÎÕ�ÄÍ�Â�Ó�ÃÐÓÄÍ��ÁÓËÀ�ÕÓÐ��ÑÊ�ËÜÊÎÕ�ÄÍ�Â�Ó�ÃÐÓÄÍ��ÁÓËÀ�ÕÓÐ�ÑÊ�ËÜÊÎÕ�ÄÍ�Â�Ó�ÃÐÓÄÍ��ÁÓËÀ�ÕÓÐ��Ó�ÃÐÓÄÍ��ÁÓËÀ�ÕÓÐ�Ó�ÃÐÓÄÍ��ÁÓËÀ�ÕÓÐ�
ÒÎÂÈÍÀ��ÑÍ�Ã���Â�ÒÅÐ�"
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6.5.q�·È�ÂÑÒÀÍÎÂËÅÍÎ�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�Ì�Æ�ÌÍÎÆÈ�
ÍÀÌÈ�����¡��ÐÈÑ������"�²Î×ÊÀÌÈ�ÍÀ�ÐÈÑÓÍÊÓ��ÇÎÁÐÀÆÅÍÎ�ÅËÅÌÅÍÒÈ�
ÌÍÎÆÈÍ��

$ % $ % $ %$ %$ % $ % $ %$ %$ % $ % $ %$ %$ % $ % $ %$ %

¿ À Á Â

rÎÖ. �.�

6.6.q�®ÄÈÍÀÄÖßÒÜ�ÃÐÀÂÖ�Â�ÔÓÒÁÎËÜÍÎ��ÊÎÌÀÍÄÈ�ÎÒÐÈÌÀËÈ�ÔÓÒÁÎËÊÈ�
Ç�ÍÎÌÅÐÀÌÈ�Â�Ä�1�ÄÎ�11��¬�Æ�ßÊÈÌÈ�ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ�ÂÑÒÀÍÎÂËÅÍÎ�
ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ"

6.7.q�³�ÐÅÇÓËÜÒÀÒ��ÆÅÐÅÁÊÓÂÀÍÍß�ÊÎÆÍÀ�Ç�20�ÏÀÐ�Ô�ÃÓÐÈÑÒ�Â�ÎÒÐÈ�
ÌÀËÀ� ÏÎÐßÄÊÎÂÈÉ� ÍÎÌÅÐ� ��� ÂÈÑÒÓÏÓ��¬�Æ� ßÊÈÌÈ� ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ�
ÂÑÒÀÍÎÂËÅÍÎ�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ"

6.8.q�ªÎÆÍÈÉ�ÃËßÄÀ×��ßÊÈÉ�ÏÐÈÉØÎÂ�ÄÎ�Ê�ÍÎÒÅÀÒÐÓ��ÊÓÏÈÂ�ÊÂÈÒÎÊ�
�Ç�ÇÀÇÍÀ×ÅÍÈÌÈ�ÐßÄÎÌ���Ì�ÑÖÅÌ��¬�Æ�ßÊÈÌÈ�ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ�ÂÑÒÀ�
ÍÎÂËÅÍÎ�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ"

6.9.q�¬�Æ�ÏÅÐØÈÌÈ�Q�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ�ÒÀ�ÏÐÀÂÈËÜÍÈÌÈ�ÄÐÎ�
ÁÀÌÈ�Ç��ÇÍÀÌÅÍÍÈÊÎÌ���ÓÑÒÀÍÎÂËÅÍÎ�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�Â�ÄÏÎ�
Â�ÄÍ�ÑÒÜ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�Q��

6.10.x�ªÎÆÍÎÌÓ�ÅËÅÌÅÍÒÓ�ÌÍÎÆÈÍÈ�^Q��Q�+�1��Q�+�2`��ÄÅ�n ∈�,�ÏÎ�

ÑÒÀÂÈËÈ�Ó�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�ÎÑÒÀ×Ó�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÖÜÎÃÎ�ÅËÅÌÅÍÒÀ�ÍÀ����
·È�ÂÑÒÀÍÎÂËÅÍÎ�ÒÀÊÈÌ�×ÈÍÎÌ�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�
Ì�Æ�ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ�^Q��Q�+�1��Q�+�2`���^0��1��2`"

¿�6.11.x�¿ÊÈÕ�ÏsßÒÈÖÈÔÐÎÂÈÕ�×ÈÑÅË�Á�ËÜØÅ��ÓÑ��ÖÈÔÐÈ�ßÊÈÕ�ÏÀÐÍ��
×È�ÂÑ��ÖÈÔÐÈ�ßÊÈÕ�ÍÅÏÀÐÍ�"

6.12.x�¢�ÎÏÓÊËÎÌÓ�Q�ÊÓÒÍÈÊÓ� ( )nO4 �ÆÎÄÍ��ÒÐÈ�Ä�ÀÃÎÍÀË��ÍÅ�ÏÅÐÅ�

ÒÈÍÀÞÒÜÑß1� Â� ÎÄÍ�É� ÒÎ×Ö��� ¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ� Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ� ÓÑ�Õ� ÒÎ×ÎÊ�
ÏÅÐÅÒÈÍÓ� Ä�ÀÃÎÍÀËÅÉ� ÄÎÐ�ÂÍÞ�� Ê�ËÜÊÎÑÒ�� ×ÎÒÈÐÈÊÓÒÍÈÊ�Â�� ÓÑ��
ÂÅÐØÈÍÈ�ßÊÈÕ���ÂÅÐØÈÍÀÌÈ�ÄÀÍÎÃÎ�Q�ÊÓÒÍÈÊÀ�

¿�6.13.x�°ÎÇÃËßÄÀÞÒÜ�ÓÑ��ÏÐßÌÎÊÓÒÍÈÊÈ��ÄÎÂÆÈÍÈ�ÑÒÎÐ�Í�ßÊÈÕ�ÂÈ�
ÐÀÆÅÍÎ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ��¿ÊÈÕ�ÏÐßÌÎÊÓÒÍÈÊ�Â�Á�ËÜØÅ��
ÒÈÕ�� ÏÅÐÈÌÅÒÐ� ßÊÈÕ� ÄÎÐ�ÂÍÞ�� 1000�� ÀÁÎ� ÒÈÕ�� ÏÅÐÈÌÅÒÐ� ßÊÈÕ�
ÄÎÐ�ÂÍÞ��1002"

1��¢ÂÀÆÀÞÒÜ��ÙÎ�Ä�ÀÃÎÍÀË��ÎÏÓÊËÎÃÎ�ÌÍÎÃÎÊÓÒÍÈÊÀ�ÏÅÐÅÒÈÍÀÞÒÜÑß��ßÊÙÎ�
ÂÎÍÈ�ÌÀÞÒÜ�ÑÏ�ËÜÍÓ�ÒÎ×ÊÓ��Â�ÄÌ�ÍÍÓ�Â�Ä�ÂÅÐØÈÍÈ�ÌÍÎÃÎÊÓÒÍÈÊÀ�
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6.14.xx�¬ÍÎÆÈÍÀ�$�Ì�ÑÒÈÒÜ�101�ÅËÅÌÅÍÒ��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�
��� Ï�ÄÌÍÎÆÈÍ�� ßÊ�� Ì�ÑÒßÒÜ� ÏÀÐÍÓ� Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ� ÅËÅÌÅÍÒ�Â�� ÄÎ�
Ð�ÂÍÞ��Ê�ËÜÊÎÑÒ��Ï�ÄÌÍÎÆÈÍ��ßÊ��Ì�ÑÒßÒÜ�ÍÅÏÀÐÍÓ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�
ÅËÅÌÅÍÒ�Â�

6.15.xx�¢�ÎË�ÌÏ�ÀÄ��ÂÇßËÈ�Ó×ÀÑÒÜ����Ó×Í�Â���Ì�ÁÓËÎ�ÇÀÏÐÎÏÎÍÎÂÀÍÎ�
ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ��� ÇÀÄÀ×���¯�ÑËß�Ï�ÄÂÅÄÅÍÍß�Ï�ÄÑÓÌÊ�Â� ÇsßÑÓÂÀËÎÑß��
ÙÎ�ÊÎÆÍÈÉ�Ç�Ó×ÀÑÍÈÊ�Â�ÐÎÇÂsßÇÀÂ�ÏÐÈÍÀÉÌÍ��ÎÄÍÓ�ÇÀÄÀ×Ó��ÏÐÈ�
×ÎÌÓ�ÏÅÐØÓ�ÒÀ�ÄÐÓÃÓ�ÇÀÄÀ×��ÐÎÇÂsßÇÀËÈ�11�Ó×ÀÑÍÈÊ�Â��ÄÐÓÃÓ�ÒÀ�
ÒÐÅÒÞ�x���Ó×ÀÑÍÈÊ�Â��ÏÅÐØÓ�ÒÀ�ÒÐÅÒÞ�x���Ó×ÀÑÍÈÊ�Â��À�ÂÑ��ÒÐÈ�
ÇÀÄÀ×��ÐÎÇÂsßÇÀËÈ�Ò�ËÜÊÈ�2�Ó×ÀÑÍÈÊÈ��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÎÄÍÓ��Ç�ÇÀÄÀ×�
ÐÎÇÂsßÇÀËÈ�ÍÅ�ÌÅÍØÅ�Í�Æ�ÏÎËÎÂÈÍÀ�Ó×ÀÑÍÈÊ�Â�

¿�6.16.xx�¿ÊÈÕ�ÒÐÈÖÈÔÐÎÂÈÕ�×ÈÑÅË�Á�ËÜØÅ��ÒÈÕ��Ó�ßÊÈÕ�ÄÐÓÃÀ�ÖÈÔÐÀ�
Â�ÄÅÑßÒÊÎÂÎÌÓ�ÇÀÏÈÑ��Á�ËÜØÀ�ÇÀ�ÏÅÐØÓ�ÒÀ�ÒÐÅÒÞ��ÀÁÎ�ÒÈÕ��Ó�ßÊÈÕ�
ÄÐÓÃÀ�ÖÈÔÐÀ�ÌÅÍØÀ�Â�Ä�ÏÅÐØÎ��ÒÀ�ÒÐÅÒÜÎ�"

¿�6.17.xx� ÂÒÎÁÓÑÍ��ÊÂÈÒÊÈ�ÌÀÞÒÜ�ÍÎÌÅÐÈ�Â�Ä�000�000�ÄÎ����������
ªÂÈÒÎÊ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ��ÙÀÑËÈÂÈÌ���ßÊÙÎ�ÑÓÌÀ�ÏÅÐØÈÕ�ÒÐÜÎÕ�ÖÈÔÐ�
ÉÎÃÎ�ÍÎÌÅÐÀ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÑÓÌ��ÎÑÒÀÍÍ�Õ�ÒÐÜÎÕ�ÖÈÔÐ��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�
1��Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÓÑ�Õ��ÙÀÑËÈÂÈÕ��ÊÂÈÒÊ�Â�ÏÀÐÍÀ�
2��ÑÓÌÀ�ÍÎÌÅÐ�Â�ÓÑ�Õ��ÙÀÑËÈÂÈÕ��ÊÂÈÒÊ�Â�ÊÐÀÒÍÀ�����

¿�6.18.�°ÎÇÃËßÄÀÞÒÜ�ÒÐÈÊÓÒÍÈÊÈ��ÄÎÂÆÈÍÈ�ÑÒÎÐ�Í�ßÊÈÕ�ÂÈÐÀÆÅÍÎ�
ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ��¿ÊÈÕ�ÒÐÈÊÓÒÍÈÊ�Â�Á�ËÜØÅ��ÒÈÕ��ÏÅÐÈ�
ÌÅÒÐ�ßÊÈÕ�ÄÎÐ�ÂÍÞ�������ÀÁÎ�ÒÈÕ��ÏÅÐÈÌÅÒÐ�ßÊÈÕ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��1000"

6.19.�À�ÊÎË��ÏÎÇÍÀ×ÅÍÎ�100�ÒÎ×ÎÊ��$1��$2�������$100��¿ÊÈÕ�ÌÍÎ�
ÃÎÊÓÒÍÈÊ�Â� Ç�ÂÅÐØÈÍÀÌÈ�Â�ÏÎÇÍÀ×ÅÍÈÕ�ÒÎ×ÊÀÕ�Á�ËÜØÅ��ÒÈÕ��
Ó� ßÊÈÕ� ÒÎ×ÊÀ�$1� �� ÂÅÐØÈÍÎÞ�� ×È� ÒÈÕ�� Ó� ßÊÈÕ� ÒÎ×ÊÀ�$1� ÍÅ�
��ÂÅÐØÈÍÎÞ"

¿�6.20.�¿ÊÈÕ�ÏsßÒÈÖÈÔÐÎÂÈÕ�×ÈÑÅË�Á�ËÜØÅ��ÒÈÕ��Ó�ßÊÈÕ�ÊÎÆÍÀ�
ÍÀÑÒÓÏÍÀ�ÖÈÔÐÀ�Á�ËÜØÀ�ÇÀ�ÏÎÏÅÐÅÄÍÞ��ÐÀÕÓÞ×È�ÇË�ÂÀ�ÍÀÏÐÀÂÎ���
×È�ÒÈÕ��Ó�ßÊÈÕ�ÊÎÆÍÀ�ÍÀÑÒÓÏÍÀ�ÖÈÔÐÀ�ÍÅ�ÌÅÍØÀ�Â�Ä�ÏÎÏÅÐÅÄÍÜÎ��
ÒÀ�ÊÎÆÍÀ�ÖÈÔÐÀ�ÍÅ�Á�ËÜØÀ�ÇÀ��"

6.21.�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÏÀÐ�Ö�ËÈÕ�×ÈÑÅË��x��y���ßÊ��ÇÀÄÎÂÎËÜ�
ÍßÞÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+�y2�=�Q�( ),n ∈� �ÄÎÐ�ÂÍÞ��Ê�ËÜÊÎÑÒ��ÏÀÐ�Ö�ËÈÕ�

×ÈÑÅË��x��y���ßÊ��ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+�y2�=�2Q�

6.22.�¬ÍÎÆÈÍÀ�$�Ì�ÑÒÈÒÜ�100�ÅËÅÌÅÍÒ�Â��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�
���Ï�ÄÌÍÎÆÈÍ��ßÊ��Ì�ÑÒßÒÜ�ÏÀÐÍÓ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â��ÄÎÐ�ÂÍÞ��
Ê�ËÜÊÎÑÒ��Ï�ÄÌÍÎÆÈÍ��ßÊ��Ì�ÑÒßÒÜ�ÍÅÏÀÐÍÓ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â�
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 7. Нескінченні множини. 
Зліченні множини

7.

³�ÏÎÏÅÐÅÄÍÜÎÌÓ�ÏÓÍÊÒ��ÌÈ�ÐÎÇÃËßÄÀËÈ�ÑÊ�Í×ÅÍÍ��ÌÍÎÆÈÍÈ��Ì�Æ�
ßÊÈÌÈ�ÂÑÒÀÍÎÂËÅÍÎ�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ����ÇsßÑÓÂÀËÈ��
ÙÎ�ÒÀÊ��ÌÍÎÆÈÍÈ�ÌÀÞÒÜ�ÎÄÍÀÊÎÂÓ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â�

ªÅÐÓÞ×ÈÑÜ�ÏÐÈÍÖÈÏÎÌ��×ÀÑÒÈÍÀ�ÌÅÍØÀ�Â�Ä�Ö�ËÎÃÎ���ÄÎÕÎÄÈÌÎ�
ÂÈÑÍÎÂÊÓ��ÙÎ�ÊÎËÈ�%�x�ÂËÀÑÍÀ�Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÀ�ÑÊ�Í×ÅÍÍÎ��ÌÍÎÆÈÍÈ�$��
ÒÎ�Q��%����Q��$���®ÒÆÅ��Ì�Æ�ÑÊ�Í×ÅÍÍÎÞ�ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÒÀ����ÂËÀÑÍÎÞ�
Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÍÅÌÎÆËÈÂÎ� ÂÑÒÀÍÎÂÈÒÈ� ÂÇÀ�ÌÍÎ� ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ� Â�ÄÏÎ�
Â�ÄÍ�ÑÒÜ�

®ÑÊ�ËÜÊÈ�� ⊂ �,�ÒÎ��ÇÄÀÂÀËÎÑß�Á��ÏÐÈÐÎÄÍÎ�ÂÂÀÆÀÒÈ��ÙÎ�Ö�ËÈÕ�

×ÈÑÅË�Á�ËÜØÅ��Í�Æ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ��¯ÐÎÒÅ�ÖÅ�ÍÅ�ÒÀÊ�
ÅÑÊ�Í×ÅÍÍ��ÌÍÎÆÈÍÈ�Â�ÖÜÎÌÓ�ÑÅÍÑ��ÏÎÂÎÄßÒÜÑß�ÍÅÇÂÈ×ÍÎ�
°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÌÍÎÆÈÍÓ�� ���Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÓ�0�ÏÀÐÍÈÕ�×ÈÑÅË��¬ÍÎ�

ÆÈÍÀ�0���ÂËÀÑÍÎÞ�Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÌÍÎÆÈÍÈ��.�ªÎÆÍÎÌÓ�ÅËÅÌÅÍÒÓ�
n ∈� �ÏÎÑÒÀÂÈÌÎ�Ó�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ��ÄÈÍÈÉ�ÅËÅÌÅÍÒ�2Q���0�

1� 2� �� �� ���� Q� ����

Ú Ú Ú Ú Ú

2� �� �� �� ���� 2Q� ����

¯ÐÈ�ÖÜÎÌÓ�ÊÎÆÍÅ�ÏÀÐÍÅ�×ÈÑËÎ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÀÒÈÌÅ��ÄÈÍÎÌÓ�ÍÀÒÓÐÀËÜ�
ÍÎÌÓ�×ÈÑËÓ��²ÈÌ�ÑÀÌÈÌ�Ì�Æ�ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ�� ���0�ÂÑÒÀÍÎÂËÅÍÎ�ÂÇÀ�
�ÌÍÎ� ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ� Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�� À� ÒÎÌÓ� ÍÅ� ÌÎÆÍÀ� ÂÂÀÆÀÒÈ��ÙÎ�
Â�ÌÍÎÆÈÍ��� �Ì�ÑÒÈÒÜÑß�Á�ËÜØÅ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â��Í�Æ�Ó����ÂËÀÑÍ�É�Ï�ÄÌÍÎ�
ÆÈÍ��x�ÌÍÎÆÈÍ��ÏÀÐÍÈÕ�×ÈÑÅË�

¶ÅÉ�ÏÐÈÊËÀÄ�ÏÎÊÀÇÓ���ÙÎ�ÇÂÈ×Í��ÄËß�ÍÀÑ�ÓßÂËÅÍÍß�ÏÐÎ�ÑÊ�Í×ÅÍÍ��
ÌÍÎÆÈÍÈ�ÍÅ�ÌÎÆÍÀ�ÏÅÐÅÍÎÑÈÒÈ�ÍÀ�ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍ��ÌÍÎÆÈÍÈ�

³ÇÀÃÀË���ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀÌÈ�ÁÓËÎ�ÄÎÂÅÄÅÍÎ��ÙÎ�Â�ÁÓÄÜ�ßÊ�É�ÍÅÑÊ�Í�
×ÅÍÍ�É�ÌÍÎÆÈÍ��$�ÌÎÆÍÀ�ÂÈÎÊÐÅÌÈÒÈ�ÂËÀÑÍÓ�Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÓ�$1�ÒÀÊÈÌ�
×ÈÍÎÌ��ÙÎ�Ì�Æ�ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ�$���$1�ÌÎÆÍÀ�ÂÑÒÀÍÎÂÈÒÈ�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄ�
ÍÎÇÍÀ×ÍÓ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ��¶Å�ÏÐÈÍÖÈÏÎÂÀ�Â�ÄÌ�ÍÍ�ÑÒÜ�ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÈÕ�
ÌÍÎÆÈÍ�Â�Ä�ÑÊ�Í×ÅÍÍÈÕ�

¿ÊÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÈ�$���%���ÑÊ�Í×ÅÍÍÈÌÈ�ÒÀ�Ì�Æ�ÍÈÌÈ�ÂÑÒÀÍÎÂËÅÍÎ�
ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ��ÒÎ�Q��$��=�Q��%���¿ÊÙÎ�Æ�ÂÇÀ�ÌÍÎ�
ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�ÓÑÒÀÍÎÂËÅÍÎ�Ì�Æ�ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÈÌÈ�ÌÍÎÆÈ�
ÍÀÌÈ�$���%��ÒÎ�Â�ÌÀÒÅÌÀÒÈÖ��ÍÅ�ÏÐÈÉÍßÒÎ�ÃÎÂÎÐÈÒÈ��ÙÎ�Ö��ÌÍÎÆÈÍÈ�
ÌÀÞÒÜ�ÎÄÍÀÊÎÂÓ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â��À�ÊÀÆÓÒÜ��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÈ�$���%�
ÌÀÞÒÜ�ÎÄÍÀÊÎÂÓ�ÏÎÒÓÆÍ�ÑÒÜ�
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®ÇÍÀ×ÅÍÍß.�¤Â��ÌÍÎÆÈÍÈ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Ð�ÂÍÎÏÎÒÓÆÍÈÌÈ��ßÊÙÎ�
Ì�Æ�ÍÈÌÈ�ÌÎÆÍÀ�ÂÑÒÀÍÎÂÈÒÈ�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ.

¤Ëß�ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÈÕ�ÌÍÎÆÈÍ�ÑËÎÂÎ��ÏÎÒÓÆÍ�ÑÒÜ��ÎÇÍÀ×À��ÒÅ�ÑÀÌÅ��
ÙÎ�ÄËß�ÑÊ�Í×ÅÍÍÈÕ�ÌÍÎÆÈÍ��Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â��

¤ÎÂÅÄÅÌÎ�ÙÅ�ÎÄÈÍ�ÄÈÂÎÂÈÆÍÈÉ�ÔÀÊÒ��ÌÍÎÆÈÍÀ�ÒÎ×ÎÊ�ÏÐßÌÎ��
Ð�ÂÍÎÏÎÒÓÆÍÀ�ÌÍÎÆÈÍ��ÒÎ×ÎÊ�Â�ÄÊÐÈÒÎÃÎ�Â�ÄÐ�ÇÊÀ��Â�ÄÐ�ÇÊÀ��Ó�ßÊÎÃÎ�
�ÂÈÊÎËÎÒÎ��Ê�ÍÖ����ÒÎÁÒÎ�ÏÐßÌÀ�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÑÒ�ËÜÊÈ�Æ�ÒÎ×ÎÊ��ÑÊ�ËÜÊÈ�
�Õ�Ì�ÑÒÈÒÜ�Â�ÄÊÐÈÒÈÉ�Â�ÄÐ�ÇÎÊ�

À� ÐÈÑÓÍÊÓ� ��1� ÇÎÁÐÀÆÅÍÎ� ÏÐßÌÓ�01�� ßÊÀ� ÄÎÒÈÊÀ�ÒÜÑß� ÄÎ�
Ï�ÂÊÎËÀ��Ç�ÖÅÍÒÐÎÌ�2�ÒÀ�Ä�ÀÌÅÒÐÎÌ�$%��ÏÀÐÀËÅËÜÍÈÌ�ÏÐßÌ�É�01��
¢ÈËÓ×ÈÌÎ�Ç�Ï�ÂÊÎËÀ�ÒÎ×ÊÈ�$� ��%��²ÀÊÅ�Ï�ÂÊÎËÎ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Â�Ä�
ÊÐÈÒÈÌ�

ªÎÆÍ�É�ÒÎ×Ö��;�Â�ÄÊÐÈÒÎÃÎ�Ï�ÂÊÎËÀ�ÏÎÑÒÀÂÈÌÎ�Ó�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�
ÒÎ×ÊÓ�;1�ÏÐßÌÎ��01��ßÊÀ�ËÅÆÈÒÜ�ÍÀ�ÏÐÎÌÅÍ��2;��§ÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�
ÒÎ×Ö��;�Â�ÄÏÎÂ�ÄÀ���ÄÈÍÀ�ÒÎ×ÊÀ�ÏÐßÌÎ��01����ÍÀÂÏÀÊÈ��ÊÎÆÍÀ�ÒÎ×ÊÀ�
ÏÐßÌÎ��01���Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎÞ��ÄÈÍ�É�ÒÎ×Ö��Â�ÄÊÐÈÒÎÃÎ�Ï�ÂÊÎËÀ��®ÒÆÅ��
ÓÑÒÀÍÎÂËÅÍÎ�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�Ì�Æ�ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÒÎ×ÎÊ�
ÏÐßÌÎ��ÒÀ�ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÒÎ×ÎÊ�Â�ÄÊÐÈÒÎÃÎ�Ï�ÂÊÎËÀ�

$ %2

;

1; 1;10

;$ %$ %2

;

1; 1;10

;$ %

rÎÖ. �.1 rÎÖ. �.2

À�ÐÈÑÓÍÊÓ���2�ÏÎÊÀÇÀÍÎ��ßÊ�ÓÑÒÀÍÎÂÈÒÈ�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�
Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�Ì�Æ�ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÒÎ×ÎÊ�Â�ÄÊÐÈÒÎÃÎ�Â�ÄÐ�ÇÊÀ�ÒÀ�ÌÍÎÆÈ�
ÍÎÞ�ÒÎ×ÎÊ�Â�ÄÊÐÈÒÎÃÎ�Ï�ÂÊÎËÀ��®ÒÆÅ��ÌÍÎÆÈÍÀ�ÒÎ×ÎÊ�Â�ÄÊÐÈÒÎÃÎ�
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1. Які множини називають рівнопотужними?
2. Яку множину називають зліченною?
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ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË���ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��ÊÐÀÒÍÈÕ���

7.2.q�³ÑÒÀÍÎÂ�ÒÜ�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�Ì�Æ�ÌÍÎÆÈÍÎÞ�
ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË���ÌÍÎÆÈÍÎÞ�×ÈÑÅË�ÂÈÄÓ��Q�+�1�( ).n ∈�

7.3.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÈ�ÏÀÐÍÈÕ���ÍÅÏÀÐÍÈÕ�×ÈÑÅË�Ð�ÂÍÎÏÎÒÓÆÍ��
7.4.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÀ�×ÈÑÅË�ÂÈÄÓ�2Q�( )n ∈� �ÇË�×ÅÍÍÀ�

7.5.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÀ�×ÈÑÅË�ÂÈÄÓ�
1

n
�( )n ∈� �ÇË�×ÅÍÍÀ�

7.6.q�³ÑÒÀÍÎÂ�ÒÜ�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�Ì�Æ�ÌÍÎÆÈÍÎÞ�
×ÈÑÅË�ÂÈÄÓ�2Q� ( )n ∈� ���ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÄÅÑßÒÊÎÂÈÕ�ÄÐÎÁ�Â�ÂÈÄÓ�0�1��

0�01��0�001�������

7.7.q�¯ÎÊÀÆ�ÒÜ��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÈ�ÒÎ×ÎÊ�ÑÒÎÐÎÍÈ�É�Ä�ÀÃÎÍÀË��ÊÂÀÄÐÀÒÀ�
Ð�ÂÍÎÏÎÒÓÆÍ��

7.8.q�̄ ÎÊÀÆ�ÒÜ��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÈ�ÒÎ×ÎÊ�ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ�ÄÂÎÕ�ÊÎÍÖÅÍÒÐÈ×ÍÈÕ�
Ê�Ë�Ð�ÂÍÎÏÎÒÓÆÍ��

7.9.x�³ÊÀÆ�ÒÜ�ÑÏÎÑ�Á��ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ßÊÎÃÎ�ÌÎÆÍÀ�ÂÑÒÀÍÎÂÈÒÈ�ÂÇÀ��ÂÑÒÀÍÎÂÈÒÈ�ÂÇÀ�ÂÑÒÀÍÎÂÈÒÈ�ÂÇÀ�
�ÌÍÎ� ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ� Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�Ì�Æ�ÌÍÎÆÈÍÎÞ�×ÈÑÅË� ÂÈÄÓ� 2Q�
( )n ∈� � ��ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��Ó�ÄÅÑßÒÊÎÂÎÌÓ�ÇÀÏÈÑ��

ßÊÈÕ�ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÎ�Ò�ËÜÊÈ�ÖÈÔÐÈ�1���0�

�7.10.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÁÓÄÜ�ßÊÀ�Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÀ�ÇË�×ÅÍÍÎ��ÌÍÎÆÈÍÈ�
��ÀÁÎ�ÑÊ�Í×ÅÍÍÎÞ��ÀÁÎ�ÇË�×ÅÍÍÎÞ�

7.11.xx�°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÌÍÎÆÈÍÓ�Â�ÄÐ�ÇÊ�Â��ßÊ��ÍÀËÅÆÀÒÜ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�
ÏÐßÌ�É��ÏÎÏÀÐÍÎ�ÍÅ�ÏÅÐÅÒÈÍÀÞÒÜÑß��À��ÕÍ��ÄÎÂÆÈÍÈ�ÍÅ�ÌÅÍØ��
Â�Ä�1��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�Öß�ÌÍÎÆÈÍÀ���ÀÁÎ�ÑÊ�Í×ÅÍÍÎÞ��ÀÁÎ�ÇË�×ÅÍÍÎÞ�

7.12.xx�̄ ÎÊÀÆ�ÒÜ��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÒÎ×ÎÊ�ÏÐßÌÎ��ÒÀ�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÒÎ×ÎÊ�ÊÎËÀ�
Ç��ÂÈÊÎËÎÒÎÞ��ÒÎ×ÊÎÞ�Ð�ÂÍÎÏÎÒÓÆÍ��

7.13.xx�À�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏÐßÌ�É�ÏÎÇÍÀ×ÈËÈ�ÒÎ×ÊÈ�2��0���$��1���%������
¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�
1�� ÌÍÎÆÈÍÀ� ÒÎ×ÎÊ� Â�ÄÐ�ÇÊÀ�2$� Ð�ÂÍÎÏÎÒÓÆÍÀ�ÌÍÎÆÈÍ�� ÒÎ×ÎÊ�

Â�ÄÐ�ÇÊÀ�2%�
2��ÌÍÎÆÈÍÀ�ÒÎ×ÎÊ�Â�ÄÐ�ÇÊÀ�2$�Ç��ÂÈÊÎËÎÒÎÞ��ÒÎ×ÊÎÞ�2�Ð�ÂÍÎ�

ÏÎÒÓÆÍÀ�ÌÍÎÆÈÍ��ÒÎ×ÎÊ�ÏÐÎÌÅÍß�$%�



51 «Я бачу це, але ніяк не можу цьому повірити!»

7.14.xx�¯ÎÊÀÆ�ÒÜ��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÈ�ÒÎ×ÎÊ�ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ�ÄÂÎÕ�Â�ÄÐ�ÇÊ�Â�Ð�Â�
ÍÎÏÎÒÓÆÍ��

7.15.�³ÊÀÆ�ÒÜ�ÑÏÎÑ�Á��ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ßÊÎÃÎ�ÌÎÆÍÀ�ÂÑÒÀÍÎÂÈÒÈ�ÂÇÀ��ÂÑÒÀÍÎÂÈÒÈ�ÂÇÀ�ÂÑÒÀÍÎÂÈÒÈ�ÂÇÀ�
�ÌÍÎ� ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ� Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ� Ì�Æ� ÌÍÎÆÈÍÎÞ� ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�
×ÈÑÅË� �� ÌÍÎÆÈÍÎÞ� ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ� ×ÈÑÅË�� Ó� ÄÅÑßÒÊÎÂÎÌÓ� ÇÀÏÈÑ��
ßÊÈÕ�ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÎ�Ò�ËÜÊÈ�ÖÈÔÐÈ�1���0�

7.16.�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÒÎ×ÎÊ��x��y��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÎ��ÏËÎÙÈÍÈ�
ÒÀÊÈÕ��ÙÎ�×ÈÑËÀ�x���y�x�Ö�Ë�����ÇË�×ÅÍÍÎÞ�

7.17.�À�ÏËÎÙÈÍ����ÄÅßÊÀ�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÊÂÀÄÐÀÒ�Â��ÑÒÎÐÎÍÀ�ÊÎÆÍÎÃÎ�
Ç�ßÊÈÕ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��10��ÏÐÈ×ÎÌÓ�ÊÂÀÄÐÀÒÈ�ÍÅ�ÏÅÐÅÒÈÍÀÞÒÜÑß��¤Î�
ÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�Öß�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÑÊ�Í×ÅÍÍÀ�ÀÁÎ�ÇË�×ÅÍÍÀ�

7.18.�À�ÏËÎÙÈÍ����ÄÅßÊÀ�ÌÍÎÆÈÍÀ�Ê�Ë��ßÊ��ÍÅ�ÏÅÐÅÒÈÍÀÞÒÜÑß�ÒÀ�
ÐÀÄ�ÓÑÈ�ßÊÈÕ�ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ�1��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�Öß�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÑÊ�Í×ÅÍÍÀ�
ÀÁÎ�ÇË�×ÅÍÍÀ�

«Я бачу це, але ніяк не можу цьому повірити!»

¶�� ÑËÎÂÀ� ÍÀËÅÆÀÒÜ� ÂÈÄÀÒÍÎÌÓ�ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÓ�� ÇÀÑÍÎÂÍÈÊÓ� ÒÅÎÐ���
ÌÍÎÆÈÍ�£ÅÎÐÃÓ�ªÀÍÒÎÐÓ��¢ÎÍÈ�ÑÂ�Ä×ÀÒÜ�ÏÐÎ�ÒÅ��ÙÎ�ÍÀÂ�ÒÜ�ÃÅÍ�Þ�
×ÀÑÎÌ�ÁÓÂÀ��ÑÊËÀÄÍÎ�ÏÐÈÌÈÐÈÒÈ�ÑÂÎÞ��ÍÒÓ�Ö�Þ�Ç�ÔÎÐÌÀËÜÍÈÌ�ÐÅ�
ÇÓËÜÒÀÒÎÌ�

¬ÀÁÓÒÜ����ÂÈ�ÇÀÇÍÀÂÀËÈ�ÏÎÄ�ÁÍÎÃÎ�ÄÈÑÊÎÌÔÎÐÒÓ��ÊÎËÈ�ËÎÃ�ÊÀ�Ì�Ð�
ÊÓÂÀÍÜ�ÂÈÌÓØÓÂÀËÀ�ÂÀÑ�ÏÎÃÎÄÈÒÈÑß�Ç�ÒÈÌ��
ÙÎ�ÍÀ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ��ÍÀÂ�ÒÜ�ÄÓÆÅ�ÌÀËÅÍÜÊÎ�
ÌÓ��Â�ÄÐ�ÇÊÓ�ÑÒ�ËÜÊÈ�Æ�ÒÎ×ÎÊ��ÑÊ�ËÜÊÈ��Õ�
ÍÀ�ÂÑ�É�ÏÐßÌ�É�

 �×È�ÌÎÆÍÀ�ÏÎÂ�ÐÈÒÈ�Â�ÒÅ��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÀ�
ÒÎ×ÎÊ� ÊÂÀÄÐÀÒÀ� Ð�ÂÍÎÏÎÒÓÆÍÀ� ÌÍÎÆÈÍ��
ÒÎ×ÎÊ�ÉÎÃÎ�ÑÒÎÐÎÍÈ"�¬ÀÁÓÒÜ��Í���¶ÜÎÌÓ�ÍÅ�
Â�ÐÈÂ���ÑÀÌ�ÂÅËÈÊÈÉ�ªÀÍÒÎÐ�

³�1����Ð��Â�ÎÄÍÎÌÓ�Ç��ÑÂÎ�Õ�ËÈÑÒ�Â�ÄÎ�
ÂÈÄÀÒÍÎÃÎ�ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ�°�ÕÀÐÄÀ�¤ÅÄÅÊ�ÍÄÀ�
�1��1w1�1���ªÀÍÒÎÐ�ÏÈÑÀÂ���·È�ÌÎÆÍÀ�Ç��
ÑÒÀÂÈÒÈ�ÏÎÂÅÐÕÍÞ��ÍÀÏÐÈÊËÀÄ��ÊÂÀÄÐÀÒÍÓ�
ÏËÎÙÀÄÊÓ��ÂÊËÞ×ÀÞ×È����ÌÅÆ���Ç�Â�ÄÐ�ÇÊÎÌ�
ÏÐßÌÎ�� ÒÀÊÈÌ�×ÈÍÎÌ��ÙÎÁ�ÊÎÆÍ�É� ÒÎ×Ö��
ÏÎÂÅÐÕÍ��Â�ÄÏÎÂ�ÄÀËÀ�ÎÄÍÀ�ÒÎ×ÊÀ�ÍÀ�ÖÜÎÌÓ�
Â�ÄÐ�ÇÊÓ�É�ÍÀÂÏÀÊÈ"�

Георг Кантор 
(1845–1918)
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ªÀÍÒÎÐ�ÄÓÌÀÂ��ÙÎ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÜ�ÌÀ��ÁÓÒÈ�ÍÅÃÀÒÈÂÍÎÞ����ÍÀÌÀÃÀÂÑß�
ÄÎÂÅÑÒÈ�ÖÅ�ÏÐÎÒßÃÎÌ�ÒÐÜÎÕ�ÐÎÊ�Â��¯ÐÎÒÅ�Â�1����Ð��Â�Í�ÎÒÐÈÌÓ��ÍÅ�
ÑÏÎÄ�ÂÀÍÈÉ�ÐÅÇÓËÜÒÀÒ��ÁÓÄÓ��ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�Ì�Æ�
ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÒÎ×ÎÊ�ÊÂÀÄÐÀÒÀ�ÒÀ�ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÒÎ×ÎÊ�ÉÎÃÎ�ÑÒÎÐÎÍÈ�

®ÇÍÀÉÎÌÈÌÎÑß�Ç��ÄÅ�Þ�ÄÎÂÅÄÅÍÍß�ªÀÍÒÎÐÀ�
°ÎÇÃËßÍÅÌÎ� ÍÀ� ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É� ÏËÎÙÈÍ�� ÊÂÀÄÐÀÒ� Ç� ÂÅÐØÈÍÀÌÈ�

$��0��0���%��0��1���&��1��1���'��1��0���ÐÈÑ�������
ÅÕÀÉ�ÒÎ×ÊÀ�0��x��y��ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÊÂÀÄÐÀÒÓ��

ªÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�x���y�ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒßÌ�
0 1P Px ���0 1P Py .�²ÎÄ��×ÈÑËÀ�x���y�ÌÎÆÍÀ�ÏÎ�

ÄÀÒÈ�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÈÕ�ÄÅÑßÒÊÎÂÈÕ�ÄÐÎ�
Á�Â�

x�=�0�D1D2D3����
\�=�0�E1E2E3����

§ÀÓÂÀÆÈÌÎ��ÙÎ�ÊÎËÈ�x�=�1�ÀÁÎ�y�=�1��ÒÎ�
ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÓ�ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÄÐÎÁÓ�
0�������1�

§À�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÖÈÕ�ÇÀÏÈÑ�Â�ÑÊÎÍÑÒÐÓÞ�ÌÎ�
ÍÎÂÈÉ�ÄÅÑßÒÊÎÂÈÉ�ÄÐ�Á���ÏÅÐÅÌ�ØÓÞ×È��ÄÅÑßÒÊÎÂ��ÇÍÀÊÈ�Â�ÇÀÏÈÑ��
×ÈÑÅË�x���y�×ÅÐÅÇ�ÎÄÈÍ�

]�=�0�D1E1D2E2D3E3����
²Î×Ö��0��x��y��ÏÎÑÒÀÂÈÌÎ�Ó�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�ÒÎ×ÊÓ�.��]��0���®×ÅÂÈÄ�

ÍÎ��ÙÎ�Öß�ÒÎ×ÊÀ�ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÑÒÎÐÎÍ��$'�ÊÂÀÄÐÀÒÀ�
§ÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�Ð�ÇÍ�� ÒÎ×ÊÈ�ÊÂÀÄÐÀÒÀ�ÌÀÞÒÜ�Ð�ÇÍ��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ��

§À�ÒÀÊÎ��Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎÑÒ��Ð�ÇÍÈÌ�ÒÎ×ÊÀÌ�ÊÂÀÄÐÀÒÀ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÀÞÒÜ�Ð�ÇÍ��
ÒÎ×ÊÈ�ÉÎÃÎ�ÑÒÎÐÎÍÈ�$'2�

¯�ÑËß�ÎÇÍÀÉÎÌËÅÍÍß�Ç�ÂÈÊËÀÄÅÍÈÌ�ÂÈ��ÌÀÁÓÒÜ��ÓÆÅ�ÍÅ�ÄÈÂÓÂÀ�
ÒÈÌÅÒÅÑÜ�ÒÎÌÓ��ÙÎ��ÍÀÏÐÈÊËÀÄ��ÌÍÎÆÈÍÀ�ÒÎ×ÎÊ�ÊÓÁÀ�Ð�ÂÍÎÏÎÒÓÆÍÀ�
ÌÍÎÆÈÍ��ÒÎ×ÎÊ�ÉÎÃÎ�ÐÅÁÐÀ�

¬ÍÎÆÈÍÈ�� Ð�ÂÍÎÏÎÒÓÆÍ�� ÌÍÎÆÈÍ�� ÒÎ×ÎÊ� Â�ÄÐ�ÇÊÀ�� ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�
ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ�ÏÎÒÓÆÍÎÑÒ��ÊÎÍÒÈÍÓÓÌÓ��Â�Ä�ËÀÒÈÍÑÜÊÎÃÎ�FRQWLQXXP�x�
ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÉ��

1�¯ÐÎ�ÌÎÆËÈÂ�ÑÒÜ�ÒÀÊÎÃÎ�ÏÎÄÀÍÍß�ÂÈ�Ä�ÇÍÀ�ÒÅÑß�Â�ÊÓÐÑ��ÀËÃÅÁÐÈ���ÊËÀÑÓ�
2�¤ÅßÊ��×ÈÑËÀ�ÌÎÆÓÒÜ�ÌÀÒÈ�ÄÂÀ�ÄÅÑßÒÊÎÂÈÕ�ÇÀÏÈÑÈ��ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÄÐÎ�¤ÅßÊ��×ÈÑËÀ�ÌÎÆÓÒÜ�ÌÀÒÈ�ÄÂÀ�ÄÅÑßÒÊÎÂÈÕ�ÇÀÏÈÑÈ��ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÄÐÎ�

ÁÀÌ�0��000������0���������Â�ÄÏÎÂ�ÄÀ��ÎÄÍÅ�É�ÒÅ�ÑÀÌÅ�×ÈÑËÎ��®ÑÊ�ËÜÊÈ��ÄÅß�
ÄÎÂÅÄÅÍÍß�ªÀÍÒÎÐÀ�ÏÎÂsßÇÀÍÀ�Ç�ÄÅÑßÒÊÎÂÈÌ�ÇÀÏÈÑÎÌ�×ÈÑËÀ��ÒÎ�Â�ÑÒÐÎÃÎÌÓ�
ÄÎÂÅÄÅÍÍ��ÌÀ��ÁÓÒÈ�ÏÎÊÀÇÀÍÎ��ßÊ�ÂÈÐ�ØÓ�ÒÜÑß�ÏÐÎÁËÅÌÀ�ÍÅÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÎÑÒ��
ÇÀÏÈÑÓ�×ÈÑËÀ�ÏÐÈ�ÂÑÒÀÍÎÂËÅÍÍ��ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÎ��Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎÑÒ��

x0 1

y

$

% &

'

0

x

y

rÎÖ. �.3



 8. Подільність націло та її властивості8.

�Ç�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒßÌÈ�ÏÎÄ�ËÜÍÎÑÒ��ÍÀÖ�ËÎ�ÂÈ�ÎÇÍÀÉÎÌÈËÈÑß�Â���ÊËÀÑ���
¢ÈÂ×ÀÞ×È�ÖÅÉ�ÏÀÐÀÃÐÀÔ��ÂÈ�ÍÅ�Ò�ËÜÊÈ�ÍÀÂ×ÈÒÅÑß��Õ�ÄÎÂÎÄÈÒÈ��ÀËÅ�
É�ÎÇÍÀÉÎÌÈÒÅÑß�Ç�ÍÈÇÊÎÞ�ÍÎÂÈÕ�ÏÎÍßÒÜ���ÒÅÎÐÅÌ��ÏÎÂsßÇÀÍÈÕ�Ç�ÏÎ�
Ä�ËÜÍ�ÑÒÞ�Ö�ËÈÕ�×ÈÑÅË�

®ÇÍÀ×ÅÍÍß.�£ÎÂÎÐßÒÜ��ÙÎ�Ö�ËÅ�×ÈÑËÎ�a�Ä �ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�
Ö�ËÅ�×ÈÑËÎ�E��E z�0��ßÊÙÎ��ÑÍÓ��ÒÀÊÅ�Ö�ËÅ�×ÈÑËÎ�N��ÙÎ�a�=�EN.

¿ÊÙÎ�D�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�E��ÒÎ�ÏÈØÓÒÜ��a b� .�ÀÏÐÈÊËÀÄ��12 3� − ,�

0 1000� ,�− −2 1� .

¿ÊÙÎ�a b� ,�ÒÎ�×ÈÑËÎ�E�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Ä�ËÜÍÈÊÎÌ�×ÈÑËÀ�D��À�×ÈÑËÎ�D�x�

ÊÐÀÒÍÈÌ� ×ÈÑËÀ� E�� ²ÀÊÎÆ� ÃÎÂÎÐßÒÜ��ÙÎ� ×ÈÑËÎ�D� ÊÐÀÒÍÅ� ×ÈÑËÓ� E�
ÀÏÐÈÊËÀÄ��^w������w2��2��w1��1`�x�ÌÍÎÆÈÍÀ�Ä�ËÜÍÈÊ�Â�×ÈÑËÀ����

{ | }3k k ∈' �x�ÌÍÎÆÈÍÀ�×ÈÑÅË��ÊÐÀÒÍÈÕ�×ÈÑËÓ���

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ� ÎÑÍÎÂÍ�� ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ�� ÏÎÄ�ËÜÍÎÑÒ�� ÍÀÖ�ËÎ� �ÁÓÊÂÀÌÈ�
ÏÎÇÍÀ×ÅÍÎ�Ö�Ë��×ÈÑËÀ��

1��¿ÊÙÎ�D�z�0��ÒÎ�a a� .

2��¿ÊÙÎ�D�z�0��ÒÎ�0�a.

���¿ÊÙÎ�a b� ,�ÒÎ�ka b� .

���¿ÊÙÎ�a b� ���b c� ,�ÒÎ�a c� .

���¿ÊÙÎ�a m� ���b n� ,�ÒÎ�ab mn� . �

���¿ÊÙÎ�a c� ���b c� ,�ÒÎ�( ) .a b c± �

¶��ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��ÄÎÂÎÄßÒÜ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÎÇÍÀ×ÅÍÍß�Ä�ËÅÍÍß�ÍÀÖ�ËÎ��
¤ÎÂÅÄÅÌÎ��ÍÀÏÐÈÊËÀÄ��ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ����ÐÅØÒÓ�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒÅÉ�ÄÎÂÅÄ�ÒÜ�
ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ��

®ÑÊ�ËÜÊÈ�a c� ���b c� ,�ÒÎ��ÑÍÓÞÒÜ�ÒÀÊ��Ö�Ë��×ÈÑËÀ�P���Q��ÙÎ�D�=�PF�
��E�=�QF�

§ 3 ОСНОВИ ТЕОРІЇ  
ПОДІЛЬНОСТІ
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¬À�ÌÎ��D�r�E�=�PF�r�QF�=��P�r�Q��F��®ÑÊ�ËÜÊÈ� ( ) ,m n± ∈' �ÒÎ�ÇÀ�

ÎÇÍÀ×ÅÍÍßÌ�Ä�ËÅÍÍß�ÍÀÖ�ËÎ�( ) .a b c± �

П Р И К Л А Д   1  �¶�Ë��×ÈÑËÀ�D��E���F�ÒÀÊ���ÙÎ�( ) ,a b c+ � �ab c� .�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��

ÙÎ�( ) .a b c3 3− �

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ�� ¬À�ÌÎ��D��w�E��=��D�w�E�� �D2�+�DE�+�E2��=��D�w�E��u
u� ��D�+�E�2�w�DE��� ®ÑÊ�ËÜÊÈ� ( )a b c+ 2 � � �� ab c� , � ÒÎ� ÇÀ� ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÞ� ���

(( ) ) .a b ab c+ −2 � �²ÎÄ��Ç�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ����ÂÈÏËÈÂÀ��ÑÏÐÀÂÅÄËÈÂ�ÑÒÜ�ÒÂÅÐ�
ÄÆÅÍÍß��ÙÎ�ÄÎÂÎÄÈÒÜÑß��

П Р И К Л А Д   2  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ó�Ö�ËÈÕ�×ÈÑËÀÕ�Ð�ÂÍßÍÍß
�x2�+�xy�w�x�w�y�=���

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��°ÎÇÂsßÇÀÒÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�Ç�ÄÂÎÌÀ�ÇÌ�ÍÍÈÌÈ�Â�Ö�ËÈÕ�
×ÈÑËÀÕ� ÎÇÍÀ×À�� ÇÍÀÉÒÈ�ÂÑ��ÏÀÐÈ�Ö�ËÈÕ�×ÈÑÅË��ßÊ�� ��ÐÎÇÂsßÇÊÀÌÈ�
ÖÜÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�

°ÎÇÊËÀÄÅÌÎ�Ë�ÂÓ�×ÀÑÒÈÍÓ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�
x��x�+�y��w��x�+�y��=�����x�+�y���x�w�1��=����

§Â�ÄÑÈ�ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ��ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇ�Â�x�+�y���x�w�1���Ä�ËÜÍÈ�
ÊÀÌÈ�×ÈÑËÀ����²ÎÄ��ÌÎÆËÈÂ��×ÎÒÈÐÈ�ÂÈÏÀÄÊÈ�
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;
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y
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3

4

,

.

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ���2����������w�����0��w�����w�������

П Р И К Л А Д   3  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ó�Ö�ËÈÕ�×ÈÑËÀÕ�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�w�y2�=�1��

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��¬À�ÌÎ���x�+�y���x�w�y��=�1���¤ÀË��ÌÎÆÍÀ�ÑÊÎÐÈÑ�
ÒÀÒÈÑß�ÌÅÒÎÄÎÌ��ÎÏÈÑÀÍÈÌ�Ó�ÏÐÈÊËÀÄ��2��¯ÐÎÒÅ�ÍÀÁÀÃÀÒÎ�ÇÐÓ×Í�ØÅ�
ÊÅÐÓÂÀÒÈÑß�ÒÀÊÈÌ�Î×ÅÂÈÄÍÈÌ�Ì�ÐÊÓÂÀÍÍßÌ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇ�Â�x�+�y�
��x�w�y� ÇÀÂÆÄÈ�ÌÀÞÒÜ� ÎÄÍÀÊÎÂÓ� ÏÀÐÍ�ÑÒÜ� �ÀÁÎ� ÎÁÈÄÂÀ� ÏÀÐÍ��� ÀÁÎ�
ÎÁÈÄÂÀ�ÍÅÏÀÐÍ����ÎÒÆÅ���ÕÍ�É�ÄÎÁÓÒÎÊ���ÀÁÎ�×ÈÑËÎÌ�ÍÅÏÀÐÍÈÌ��ÀÁÎ�
×ÈÑËÎÌ��ÊÐÀÒÍÈÌ���

²ÅÏÅÐ�ÇÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��ßÊÅ�ÐÎÇÃËßÄÀ�ÒÜÑß��ÍÅ�ÌÀ��ÐÎÇ�
ÂsßÇÊ�Â�Ó�Ö�ËÈÕ�×ÈÑËÀÕ��



8.  Подільність націло та її властивості 55

П Р И К Л А Д   4  �¶�Ë��×ÈÑËÀ�x���y�ÒÀÊ���ÙÎ� ( ) .6 11 31x y+ � �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��

ÙÎ�( ) .x y+7 31�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ�
¬À�ÌÎ��x�+��y�=��1��x�+�2y��w�����x�+�11y���®ÑÊ�ËÜÊÈ�31 2 31( ) ,x y+ � �

À�Ç�ÓÌÎÂÈ�ÒÀ�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ����ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�5 6 11 31( ) ,x y+ � �ÒÎ�ÇÀ�ÂËÀÑ�

ÒÈÂ�ÑÒÞ���Ð�ÇÍÈÖß��ÙÎ�ÐÎÇÃËßÄÀ�ÒÜÑß��ÊÐÀÒÍÀ��1��

 П Р И К Л А Д   5  � ¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ� ÊÎËÈ�3� �x��x�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ� �Ç�
Ö�ËÈÌÈ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÀÌÈ��ÒÎ�ÄËß�ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ�Ö�ËÈÕ�×ÈÑÅË�S���T��S�z�T��
( ( ) ( )) ( ).P p P q p q− −�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ�� ÅÕÀÉ�3� �x��=�DQxQ�+�DQ�w�1xQ�w�1�+�DQ�w�2xQ�w�2�+�����+�
+�D1x�+�D0��²ÎÄ��3��S��w�3��T��=�DQ��SQ�w�TQ��+�DQ�w�1��SQ�w�1�w�TQ�w�1��+�����+�
+�D1��S�w�T��� �Ç�ÔÎÐÌÓËÈ�ÐÎÇÊËÀÄÀÍÍß�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÂÈÐÀÇ�Â� ÂÈÄÓ�
DQ�w�EQ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�Ð�ÇÍÈÖÞ�3��S��w�3��T��ÌÎÆÍÀ�ÏÎÄÀÒÈ�Ó�ÂÈÃËßÄ��
�S�w�T��N��ÄÅ�k ∈'.�

1. Коли говорять, що ціле число D ділиться націло на ціле число E?
2. Що означає запис a b� ??
3. Яке число називають дільником числа D?
4. Яке число називають кратним числа E?
5. Сформулюйте властивості подільності націло.

ВПРАВИ

8.1.q�·ÈÑËÎ1�D�ÊÐÀÒÍÅ����¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�8 40a � .

8.2.q�·ÈÑËÎ�E�ÊÐÀÒÍÅ����¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�6 42b � .

8.3.q�·ÈÑËÎ�P�ÊÐÀÒÍÅ����¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�( ) .m m2 4 12− �
8.4.q�·ÈÑËÎ�Q�ÊÐÀÒÍÅ����¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�( ) .n n2 8 16+ �
8.5.q�·ÈÑËÀ�F���G�ÒÀÊ���ÙÎ�c�4,�d �6.�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�( ) .6 4 24c d+ �
8.6.q�·ÈÑËÀ�S���T�ÒÀÊ���ÙÎ� p �5,�q �8.�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�( ) .8 5 40p q− �

�8.7.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÊÎËÈ�a c� ���( ) ,a b c+ � �ÒÎ�b c� .

8.8.q�·ÈÑËÀ�D���E�ÒÀÊ���ÙÎ�ÊÎÆÍÅ��Ç�×ÈÑÅË�D�+�����E�+�2��ÊÐÀÒÍÅ�1���
¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�×ÈÑËÎ�D�w�E�ÒÀÊÎÆ�ÊÐÀÒÍÅ�1��

1�³�ÖÜÎÌÓ�ÏÓÍÊÒ��ÁÓÊÂÀÌÈ�ÏÎÇÍÀ×ÅÍÎ�Ö�Ë��×ÈÑËÀ��¢ÈÏÀÄÊÈ��ÊÎËÈ�ÁÓÊÂÎÞ�
ÏÎÇÍÀ×ÅÍÎ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ��ÁÓÄÓÒÜ�ÎÁÓÌÎÂËÅÍ��ÎÊÐÅÌÎ�
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8.9.q�·ÈÑËÀ�P���Q�ÒÀÊ���ÙÎ�ÊÎÆÍÅ��Ç�×ÈÑÅË�P�+��������w�Q�ÊÐÀÒÍÅ�1���
¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�×ÈÑËÎ�P�+�Q�ÒÀÊÎÆ�ÊÐÀÒÍÅ�1��

8.10.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ� ab ba+( )�11.

8.11.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ� ab ba−( )�9.

8.12.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ� abc bca cab+ +( )�111.

8.13.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ� abc cba−( )�99.

8.14.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�D���E�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
D2E�w�E2D���ÏÀÐÍÈÌ�×ÈÑËÎÌ�

8.15.x�·ÈÑËÀ�D��E��P�ÒÀÊ���ÙÎ�am a b� ( ).+ �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�bm a b� ( ).+
8.16.x�·ÈÑËÀ�x��y��]�ÒÀÊ���ÙÎ�xz z y� ( ).− �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�xy z y� ( ).−
8.17.x� ·ÈÑËÀ�P�� Q�� N� ÒÀÊ��� ÙÎ� ( )m n k− � � �� mn k� .� ¤ÎÂÅÄ�ÒÜ�� ÙÎ�

( ) .m n k3 3+ �
8.18.x� ·ÈÑËÀ� D�� E��P��Q� ÒÀÊ���ÙÎ� ( ) ( ).ab mn b m− −� � ¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�

( ) ( ).am bn b m− −�
8.19.x� ·ÈÑËÀ� D�� E�� F�� G� ÒÀÊ��� ÙÎ� ( ) ( ).ab cd a c+ +� � ¤ÎÂÅÄ�ÒÜ�� ÙÎ�

( ) ( ).ad bc a c+ +�
8.20.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ó�Ö�ËÈÕ�×ÈÑËÀÕ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1���x2�w�y2�=���� ���x2�w��xy�+��y2�=���
2��x2�+�2xy�=�2x�+���� ���x2�+�xy�w��y2�=���
���x2�+�2xy�w�x�w�2y�=���� ���x2�w�2xy�w��y2�+�x�+�y�=�1��

8.21.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ó�Ö�ËÈÕ�×ÈÑËÀÕ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��x2�w��y2�=���� ���x2�w��xy�+��y�w�x�=�10�
2��y2�+��xy�=�1��+�y�� ���2y2�w�xy�w�x2�=�2�

8.22.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ó�Ö�ËÈÕ�×ÈÑËÀÕ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��xy�=�x�+�y�� 2��xy�w�x�w�2y�=���

8.23.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ó�Ö�ËÈÕ�×ÈÑËÀÕ�Ð�ÂÍßÍÍß�2xy�+�2x�w��y�w���=�0�
8.24.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ�ÍÅÏÀÐÍÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�

Q�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�1Q�+�2Q�+��Q�+�����+��Q�
1��ÊÐÀÒÍÅ���� 2��ÍÅ�ÊÐÀÒÍÅ�10�

8.25.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ�ÍÅÏÀÐÍÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�
Q�!�1�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�1Q�+�2Q�+��Q�+�����+���Q�ÊÐÀÒÍÅ�100�

8.26.x�·È��ÑÍÓ��ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�3��x���Ç�Ö�ËÈÌÈ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÀÌÈ�ÒÀÊÈÉ��ÙÎ�
3��1��=�1���3�����=���"

8.27.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÄÂÎÖÈÔÐÎÂ��×ÈÑËÀ�ab �ÒÀÊ���ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
ab ba− ���ÊÂÀÄÐÀÒÎÌ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�
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8.28.x�·È��ÑÍÓ��ÒÀÊÅ�ÒÐÈÖÈÔÐÎÂÅ�×ÈÑËÎ� abc,�ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

abc cba− ���ÊÂÀÄÐÀÒÎÌ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ"

8.29.x�·È��ÑÍÓ��ÒÀÊÅ�ÒÐÈÖÈÔÐÎÂÅ�×ÈÑËÎ� abc,�ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

abc bca cab+ + ���ÊÂÀÄÐÀÒÎÌ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ"

8.30.xx�·ÈÑËÀ�x� ��y� ÒÀÊ���ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ��x�+��y�ÊÐÀÒÍÅ�1���
�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�1�x�+��y�ÊÐÀÒÍÅ�1��

8.31.xx�·ÈÑËÀ� F� ��G� ÒÀÊ���ÙÎ� ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�2F�+��G� ÊÐÀÒÍÅ�1���
�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�11F�+�2G�ÊÐÀÒÍÅ�1��

8.32.xx�·ÈÑËÀ�x���y�ÒÀÊ���ÙÎ�( ) .3 10 13x y+ � �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ

�( ) ( ) .3 10 3 10 169x y y x+ + �
8.33.xx�ÀÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ�P���Q�ÒÀÊ���ÙÎ�n m n2 � ( ).+ �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ

�m m n3 � ( ).+
8.34.xx�ÀÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ�D���E�ÒÀÊ���ÙÎ�a a b3 2 2� ( ).+ �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ

�b a b4 2 2� ( ).+
8.35.xx�²ÐÈÖÈÔÐÎÂÅ�×ÈÑËÎ�abc�ÊÐÀÒÍÅ�×ÈÑËÓ�����¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÑÓÌÀ�

×ÈÑÅË�bca���cab�ÒÀÊÎÆ�ÊÐÀÒÍÀ�×ÈÑËÓ����

8.36.xx�¶ÈÔÐÈ�D���E�ÒÐÈÖÈÔÐÎÂÎÃÎ�×ÈÑËÀ�m aba= �ÒÀÊ���ÙÎ�( ) .a b+ �7 �

¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�m �7.

8.37.xx�±ÓÌÀ�ÏsßÒÈ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�ÄÎÐ�ÂÍÞ��200��·È�ÌÎÆÅ�ÎÑÒÀÍ�
Íß�ÖÈÔÐÀ��ÕÍÜÎÃÎ�ÄÎÁÓÒÊÓ�ÄÎÐ�ÂÍÞÂÀÒÈ��"

8.38.xx�À�ßÊÈÉ�ÍÀÉÁ�ËÜØÈÉ�ÑÒÅÏ�ÍÜ�×ÈÑËÀ�2�ÌÎÆÅ�Ä�ËÈÒÈÑß�ÍÀÖ�ËÎ�
ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ��2Q�+�1�+�1�ÏÐÈ�n ∈�?

�8.39.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�Ä�ËÜÍÈÊ�Â�ÊÂÀÄÐÀÒÀ�ÍÀÒÓÐÀËÜ�
ÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�x�×ÈÑËÎ�ÍÅÏÀÐÍÅ��±ÔÎÐÌÓËÞÉÒÅ�ÒÀ�ÄÎÂÅÄ�ÒÜ�ÎÁÅÐÍÅÍÅ�
ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß�

8.40.�̄ sßÒÈÖÈÔÐÎÂÅ�×ÈÑËÎ�A abcde= �ÊÐÀÒÍÅ�×ÈÑËÓ��1��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�

×ÈÑËÎ�B bcdea= �ÒÀÊÎÆ�ÊÐÀÒÍÅ�×ÈÑËÓ��1�

8.41.�¸ÅÑÒÈÖÈÔÐÎÂÅ�×ÈÑËÎ�A abcdef= �ÊÐÀÒÍÅ�×ÈÑËÓ�����¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��

ÙÎ�×ÈÑËÎ�B bcdefa= �ÒÀÊÎÆ�ÊÐÀÒÍÅ�×ÈÑËÓ����

8.42.�¤ÀÍÎ�1��ÖÈÔÐÎÂÅ�×ÈÑËÎ��ÄÅÑßÒÊÎÂÈÉ�ÇÀÏÈÑ�ßÊÎÃÎ�ÍÅ�Ì�ÑÒÈÒÜ�
ÍÓË�Â�� ¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ� Â� ÇÀÏÈÑ�� ÖÜÎÃÎ� ×ÈÑËÀ� ÌÎÆÍÀ� ÇÀÊÐÅÑËÈÒÈ�
Ê�ËÜÊÀ�ÖÈÔÐ�ÒÀÊ��ÙÎÁ�×ÈÑËÎ��ÎÒÐÈÌÀÍÅ�Â�ÐÅÇÓËÜÒÀÒ���ÁÓËÎ�ÊÐÀÒ�
ÍÈÌ�×ÈÑËÓ�111�

8.43.�¤ÀÍÎ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�3��x���Ç�Ö�ËÈÌÈ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÀÌÈ��°�ÇÍ��×ÈÑËÀ�
D��E���F�ÒÀÊ���ÙÎ�3��D��=�3��E��=�3��F��=�w1��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÍÅ��ÑÍÓ��
ÒÀÊÎÃÎ�x0 ∈',�ÙÎ�3��x0��=�0�
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 9. Ділення з остачею. Конгруенції
та їхні властивості

9.

�Ç�ÊÓÐÑÓ�ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ�ÌÎËÎÄØÈÕ�ÊËÀÑ�Â�ÂÈ�ÇÍÀ�ÒÅ��ÙÎ�ÊÎËÈ�ÍÀ�Ç�ÊÓÐÑÓ�ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ�ÌÎËÎÄØÈÕ�ÊËÀÑ�Â�ÂÈ�ÇÍÀ�ÒÅ��ÙÎ�ÊÎËÈ�ÍÀ�
ÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�D�ÍÅ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�E���D�!�E��
ÒÎ�ÌÎÆÍÀ�ÂÈÊÎÍÀÒÈ�Ä�ËÅÍÍß�Ç�ÎÑÒÀ×ÅÞ�

ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��×ÈÑËÀ����ÍÀ���Ó�×ÀÑÒÖ��ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ����
À�Â�ÎÑÒÀ×��2��̄ ÈØÓÒÜ���������=����ÎÑÒ��2��ÀÁÎ�47 5 9 2= +æ ,���ÃÎÂÎÐßÒÜ��

ÙÎ�×ÈÑËÎ����ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���ÄÀ��Â�ÎÑÒÀ×��×ÈÑËÎ�2�
°ÎÇØÈÐÈÌÎ�ÒÅÏÅÐ�ÏÎÍßÒÒß��Ä�ËÅÍÍß�Ç�ÎÑÒÀ×ÅÞ��ÍÀ�ÂÈÏÀÄÎÊ��ÊÎËÈ�

Ä�ËÅÍÅ���Ö�ËÈÌ�×ÈÑËÎÌ�

²ÅÎÐÅÌÀ�9.1. ¤ля ÁÓдь�якого цілого чиÑла a і натÓрального 
чиÑла E іÑнÓє єдина Ïара цілиÕ чиÑел T і U такиÕ, що a�=�ET�+�U, 
де 0�P�U � E.

¿ÊÙÎ�U�≠�0��ÒÎ�×ÈÑËÎ�T�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÍÅÏÎÂÍÎÞ�×ÀÑÒÊÎÞ��·ÈÑËÎ�U�
ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÎÑÒÀ×ÅÞ�

ÀÂÎÄÈÌÎ�ÏÐÈÊËÀÄÈ��ÙÎ��ËÞÑÒÐÓÞÒÜ�ÖÞ�ÒÅÎÐÅÌÓ�
¤Ëß�×ÈÑÅË�D�=�2��E�=����ÑÍÓ��ÏÀÐÀ�T�=�0���U�=�2��ÒÎÁÒÎ�2 7 0 2= +æ .

¤Ëß� ×ÈÑÅË� D�=�w2�� E�=��� �ÑÍÓ�� ÏÀÐÀ� T�=�w1� �� U�=���� ÒÎÁÒÎ�
− = − +2 5 1 3æ ( ) .

¤Ëß� ×ÈÑÅË� D�=�w��� E�=��� �ÑÍÓ�� ÏÀÐÀ� T�=�w2� �� U�=�0�� ÒÎÁÒÎ�
− = − +8 4 2 0æ ( ) .

²ÅÏÅÐ�ÄÎÂÅÄÅÌÎ�ÒÅÎÐÅÌÓ�
£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��¿ÊÙÎ�a b� ,�ÒÎ��ÑÍÓ���ÄÈÍÅ�Ö�ËÅ�×ÈÑËÎ�T�ÒÀÊÅ��ÙÎ�

D�=�ET��³�ÖÜÎÌÓ�ÂÈÏÀÄÊÓ�U�=�0�
ÅÕÀÉ�ÒÅÏÅÐ�D�ÍÅ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�E��§ÎÁÐÀÇÈÌÎ�ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈ�

ÍÀÒÍ�É�ÏÐßÌ�É�ÌÍÎÆÈÍÓ�×ÈÑÅË��ÊÐÀÒÍÈÕ�E��ÐÈÑ����1��

E 0 2EE �E2E�E�E�E �E �E

rÎÖ. �.1

·ÈÑËÎ�D�ÍÅ�ÇÁ�ÃÀ�ÒÜÑß�Ç�ÆÎÄÍÎÞ�Ç�ÏÎÇÍÀ×ÅÍÈÕ�ÒÎ×ÎÊ���ÍÀËÅÆÈÒÜ�
ÎÄÍÎÌÓ�Ç�ÏÐÎÌ�ÆÊ�Â�ÂÈÄÓ��ET��ET�+�E���ÒÎÁÒÎ�ET���
��D���ET�+�E��ÐÈÑ����2���§Â�ÄÑÈ�0���D�w�ET���E�

¯ÎÇÍÀ×ÈÌÎ�Ð�ÇÍÈÖÞ�D�w�ET�ÁÓÊÂÎÞ�U��²ÎÄ��
0���U���E�

¬À�ÌÎ��D�w�ET�=�U��D�=�ET�+�U�

ET

D

ET�E

rÎÖ. �.2
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®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÏÐÎÌ�ÆÎÊ��ET��ET�+�E���ßÊÎÌÓ�ÍÀËÅÆÈÒÜ�×ÈÑËÎ�D��ÂÈ�
ÇÍÀ×À�ÒÜÑß�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÎ��ÒÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÎ�ÂÈÇÍÀ×À�ÒÜÑß�É�ÏÀÐÀ�×ÈÑÅË�
T���U��

§� ÄÎÂÅÄÅÍÎ�� ÒÅÎÐÅÌÈ� ÂÈÏËÈÂÀ��� ÍÀÏÐÈÊËÀÄ��ÙÎ� ÁÓÄÜ�ßÊÅ� Ö�ËÅ�
×ÈÑËÎ�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ�2�ÄÀ��Â�ÎÑÒÀ×��ÀÁÎ�0��ÀÁÎ�1��¬È�ÖÈÌ�×ÀÑÒÎ�ÊÎ�
ÐÈÑÒÓ�ÌÎÑÜ��ÐÎÇÁÈÂÀÞ×È�ÌÍÎÆÈÍÓ�Ö�ËÈÕ�×ÈÑÅË�ÍÀ�ÄÂ��Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÈ��
ßÊ��ÍÅ�ÏÅÐÅÒÈÍÀÞÒÜÑß��ÌÍÎÆÈÍÓ�ÏÀÐÍÈÕ�×ÈÑÅË�{ | }2k k ∈' ���ÌÍÎÆÈÍÓ�

ÍÅÏÀÐÍÈÕ�×ÈÑÅË�{ | }.2 1k k+ ∈'
¯ÐÈ� Ä�ËÅÍÍ�� Ö�ËÎÃÎ� ×ÈÑËÀ� ÍÀ� �� ÌÎÆÍÀ� ÎÒÐÈÌÀÒÈ� Ò�ËÜÊÈ� ÒÀÊ��

ÎÑÒÀ×���0��1��2��²ÎÌÓ�ÌÍÎÆÈÍÓ�' �ÌÎÆÍÀ�ÐÎÇÁÈÒÈ�ÍÀ���Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÈ��
ßÊ��ÍÅ�ÏÅÐÅÒÈÍÀÞÒÜÑß�

' ' ' '= ∈ + ∈ + ∈{ | } { | } { | }.3 3 1 3 2k k k k k k∪ ∪
³ÇÀÃÀË���ÄËß�ÇÀÄÀÍÎÃÎ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�P��ÄÅ�P�!�1��ÌÍÎÆÈ�

ÍÓ�' �ÌÎÆÍÀ�ÐÎÇÁÈÒÈ�ÍÀ�P�Ï�ÄÌÍÎÆÈÍ��ßÊ��ÍÅ�ÏÅÐÅÒÈÍÀÞÒÜÑß��ÒÀÊÈÌ�
×ÈÍÎÌ��ÙÎ�ÏÅÐØ�É�Ï�ÄÌÍÎÆÈÍ��ÍÀËÅÆÀÒÈÌÓÒÜ�ÓÑ��×ÈÑËÀ��ßÊ��ÏÐÈ�
Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ�P�ÄÀÞÒÜ�Â�ÎÑÒÀ×��0��ÄÐÓÃ�É�x�×ÈÑËÀ��ßÊ��ÄÀÞÒÜ�Â�ÎÑÒÀ×��1��
ÒÐÅÒ�É�x�×ÈÑËÀ��ßÊ��ÄÀÞÒÜ�Â�ÎÑÒÀ×��2�� �� Ò��Ä���P�É�x�×ÈÑËÀ��ßÊ��
ÄÀÞÒÜ�Â�ÎÑÒÀ×��P�w�1�

' ' ' '= ∈ + ∈ + − ∈{ | } { | } ... { | }.mk k mk k mk m k∪ ∪ ∪1 1

²ÅÎÐÅÌÀ�9.2. Якщо цілі чиÑла a і E Ïри діленні на натÓраль�
не чиÑло P даÞть однакові оÑтачі, то ( ) .a b m− �

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��ÅÕÀÉ�D�=�PT1�+�U�� E�=�PT2�+�U�� ÄÅ� 0Pr m< .� ²ÎÄ��

D�w�E�=�P��T1�w�T2���§Â�ÄÑÈ� ( ) .a b m− � �

±ÏÐÀÂÅÄËÈÂÀ�É�ÎÁÅÐÍÅÍÀ�ÒÅÎÐÅÌÀ�

²ÅÎÐÅÌÀ� 9.3. Якщо цілі чиÑла a і E такі, що ( ) ,a b m− �  де  
m ∈,  то чиÑла a і E даÞть однакові оÑтачі Ïри діленні на P.

±ÊÎÐÈÑÒÀÂØÈÑß�ÌÅÒÎÄÎÌ�ÄÎÂÅÄÅÍÍß�Â�Ä�ÑÓÏÐÎÒÈÂÍÎÃÎ��ÄÎÂÅÄ�ÒÜ�
ÖÞ�ÒÅÎÐÅÌÓ�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ�

®ÇÍÀ×ÅÍÍß.� ¶�Ë�� ×ÈÑËÀ� a� �� E� ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ� ÊÎÍÃÐÓÅÍÒÍÈÌÈ�
ÇÀ� ÌÎÄÓËÅÌ�P� ( ),m ∈ �ßÊÙÎ�ÎÑÒÀ×��ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ���Õ�ÍÀ�×ÈÑËÎ�P�
Ð�ÂÍ�.

¯ÈØÓÒÜ��D�{�E��PRG�P���²ÀÊÈÉ�ÇÀÏÈÑ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÊÎÍÃÐÓÅÍÖ��Þ��
·ÈÒÀÞÒÜ���D�ÊÎÍÃÐÓÅÍÒÍÅ�E�ÇÀ�ÌÎÄÓËÅÌ�P��

ÀÏÐÈÊËÀÄ�� �� {� �� �PRG� ���� �� {� w1� �PRG� ���� 1�� {� 0� �PRG� ����
2��{�����PRG����
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Карл Фрідріх Гаусс
(1777–1855)

ɉраці Ƚаусса справили значний 
вплив на розвиток алгебри, теорії 
чисел, диференціальної геометрії, 
теорії електрики та магнетизму, 
геодезії, теоретичної астрономії.

¯ÎÍßÒÒß�ÊÎÍÃÐÓÅÍÒÍÎÑÒ��ÇÀ�ÌÎÄÓËÅÌ�ÓÏÐÎÂÀÄÈÂ�ÂÈÄÀÒÍÈÉ�Í�ÌÅÖÜ�
ÊÈÉ�ÌÀÒÅÌÀÒÈÊ�ªÀÐË�´Ð�ÄÐ�Õ�£ÀÓÑÑ�

²ÅÎÐÅÌÀ� 9.4. ¤ля того щоÁ цілі чиÑла a і E ÁÓли конгрÓ�
ентними за модÓлем P, де m ∈,  неоÁÕідно і доÑтатньо, щоÁ 
різниця a w E ділилаÑя націло на P.

±ÏÐÀÂÅÄËÈÂ�ÑÒÜ�Ö����ÒÅÎÐÅÌÈ�ÂÈÏËÈÂÀ��Ç�ÒÅÎÐÅÌ���2��������¯ÅÐÅ�
ÊÎÍÀÉÒÅÑß�Â�ÖÜÎÌÓ�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ�

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÎÑÍÎÂÍ��ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��ÊÎÍÃÐÓÅÍÖ�É��ÁÓÊÂÀÌÈ�D��E��F��G�
ÏÎÇÍÀ×ÅÍÎ�Ö�Ë��×ÈÑËÀ��P���Q�x�ÍÀÒÓÐÀËÜÍ���

1��¿ÊÙÎ�D�{�E��PRG�P���E�{�F��PRG�P���ÒÎ�D�{�F��PRG�P��
2��¿ÊÙÎ�D�{�E��PRG�P���ÒÎ�D�+�F�{�E�+�F��PRG�P��
���¿ÊÙÎ�D�{�E��PRG�P���ÒÎ�DF�{�EF��PRG�P��
���¿ÊÙÎ�D�{�E��PRG�P����F�{�G��PRG�P���ÒÎ�D�r�F�{�E�r�G��PRG�P��
���¿ÊÙÎ�D�{�E��PRG�P����F�{�G��PRG�P���ÒÎ�DF�{�EG��PRG�P��
���¿ÊÙÎ�D�{�E��PRG�P���ÒÎ�DQ�{�EQ��PRG�P��
¤ÎÂÅÄÅÌÎ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ���
§�ÓÌÎÂÈ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�( ) ,a b m− � �ÒÎÁÒÎ�D�=�E�+�PW1��ÄÅ�t1 ∈'.�²ÀÊÎÆ�

( ) ,c d m− � �ÒÎÁÒÎ�F�=�G�+�PW2��ÄÅ�t2 ∈'.

¬À�ÌÎ��DF�w�EG�=��E�+�PW1���G�+�PW2��w�EG�=�EPW2�+�GPW1�+�P2W1W2�=
=�P��EW2�+�GW1�+�PW1W2��

®ÒÆÅ��( ) .ac bd m− � �²ÎÄ��DF�{�EG��PRG�P��
¤ÎÂÅÄÅÌÎ��ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ���
¬À�ÌÎ��DQ�w�EQ�=��D�w�E���DQ�w�1�+�DQ�w�2E�+�����+�DEQ�w�2�+�EQ�w�1��
§�ÓÌÎÂÈ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�( ) .a b m− � �²ÎÄ��( ) .a b mn n− �
°ÅØÒÓ�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒÅÉ�ÄÎÂÅÄ�ÒÜ�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ�
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¢ËÀÑÒÈÂÎÑÒ�� �� �� �� ÓÇÀÃÀËÜÍÞÞÒÜÑß� É� ÄËß� ÒÈÕ� ÂÈÏÀÄÊ�Â�� ÊÎËÈ�
ÊÎÍÃÐÓÅÍÖ�É�Á�ËÜØÅ�ÄÂÎÕ�

¿ÊÙÎ�D1�{�E1��PRG�P���D2�{�E2��PRG�P��������DQ�{�EQ��PRG�P���ÒÎ
�D1�+�D2�+�����+�DQ�{�E1�+�E2�+�����+�EQ��PRG�P�
���a a a b b b mn n1 2 1 2æ æ æ æ... ... (mod ).≡

П Р И К Л А Д   1  �ÅÏÀÐÍÅ�×ÈÑËÎ�P�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ����·ÎÌÓ�ÄÎ�
Ð�ÂÍÞ��ÎÑÒÀ×À�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��×ÈÑËÀ�P�ÍÀ��"

¯ÍÆÁ sÞÆ¿ÌÌÞ�� ¯ÐÈ� Ä�ËÅÍÍ�� Ö�ËÎÃÎ� ×ÈÑËÀ� ÍÀ� �� ÌÎÆÓÒÜ� ÁÓÒÈ�
ÎÒÐÈÌÀÍ��ÎÑÒÀ×��0��1��2�����������²ÎÌÓ�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�Ö�ËÅ�×ÈÑËÎ�ÌÎÆÍÀ�
ÏÎÄÀÒÈ�Â�ÎÄÍÎÌÓ�Ç�ÒÀÊÈÕ�ÂÈÃËßÄ�Â�

�N���N�+�1���N�+�2���N�+�����N�+�����N�+����ÄÅ�k ∈'.
�Ç�ÖÈÕ�×ÈÑÅË�ÊÐÀÒÍ����Ò�ËÜÊÈ�×ÈÑËÀ�ÂÈÄÓ��N����N�+����®ÑÊ�ËÜÊÈ�

×ÈÑËÎ�P� ÍÅÏÀÐÍÅ�� ÒÎ� ÂÎÍÎ�ÌÎÆÅ�ÁÓÒÈ� Ò�ËÜÊÈ�ÂÈÄÓ��N�+����®ÒÆÅ��
×ÈÑËÎ�P�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���ÄÀ��Â�ÎÑÒÀ×�����

П Р И К Л А Д   2  �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÑÅÐÅÄ�ÏsßÒÈ�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÈÕ�Ö�ËÈÕ�×ÈÑÅË�
��Ò�ËÜÊÈ�ÎÄÍÅ��ßÊÅ�ÊÐÀÒÍÅ���

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ�� °ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÏsßÒÜ�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÈÕ�Ö�ËÈÕ�×ÈÑÅË��Q��
Q�+�1��Q�+�2��Q�+����Q�+����®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÌÎÄÓËÜ�Ð�ÇÍÈÖ��ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ�ÄÂÎÕ�
ÒÀÊÈÕ�×ÈÑÅË�ÌÅÍØÈÉ�Â�Ä�����ÍÅ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÍÓËÞ��ÒÎ�Â�Í�ÍÅ�Ä�ËÈÒÜÑß�
ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ����®ÒÆÅ��ÓÑ��Ö��ÏsßÒÜ�×ÈÑÅË�ÄÀÞÒÜ�Ð�ÇÍ��ÎÑÒÀ×��ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��
ÍÀ����°�ÇÍÈÕ�ÎÑÒÀ×�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���ÒÀÊÎÆ����®ÒÆÅ��ÎÄÍÅ��Ç�ÖÈÕ�
×ÈÑÅË�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���ÄÀ��Â�ÎÑÒÀ×��0��

§ÀÓÂÀÆÅÍÍß��¬�ÐÊÓÞ×È�ÀÍÀËÎÃ�×ÍÎ��ÌÎÆÍÀ�ÄÎÂÅÑÒÈ��ÙÎ�ÑÅÐÅÄ�
P�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÈÕ�Ö�ËÈÕ�×ÈÑÅË���Ò�ËÜÊÈ�ÎÄÍÅ��ßÊÅ�ÊÐÀÒÍÅ�P�

 П Р И К Л А Д   3  �·ÎÌÓ�ÌÎÆÅ�ÄÎÐ�ÂÍÞÂÀÒÈ�ÎÑÒÀ×À�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��
×ÈÑËÀ�Q��ÍÀ����ÄÅ�n ∈'?

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��¬À��Ì�ÑÖÅ�ÎÄÍÀ�Ç�ÏsßÒÈ�ÊÎÍÃÐÓÅÍÖ�É��Q�{�0��PRG�����
Q�{�1��PRG�����Q�{�2��PRG�����Q�{����PRG�����Q�{����PRG����

¯�ÄÍÅÑÅÌÎ�ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�ÊÎÆÍÎ�� �Ç�ÖÈÕ�ÊÎÍÃÐÓÅÍÖ�É�ÄÎ�×ÅÒ�
ÂÅÐÒÎÃÎ�ÑÒÅÏÅÍß�

Q��{�0��PRG����
Q��{�1��PRG����

Q��{�1���PRG����{�1��PRG����
Q��{��1��PRG����{�1��PRG����
Q��{�2����PRG����{�1��PRG����

®ÒÆÅ��ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��×ÈÑËÀ�Q��ÍÀ���Â�ÎÑÒÀ×��ÌÎÆÓÒÜ�ÁÓÒÈ�ÎÒÐÈÌÀÍ��
Ò�ËÜÊÈ�×ÈÑËÀ�0���1��
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П Р И К Л А Д   4  �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÌÓ�Q�ÇÍÀ�
×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�2 13 34 3 2n n+ + æ �ÊÐÀÒÍÅ���

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��¬À�ÌÎ��2 13 3 8 16 13 94 3 2n n n n+ + = +æ æ æ .�®×ÅÂÈÄ�

ÍÎ��ÙÎ�1��{����PRG�����§ÀÑÒÎÑÎÂÓÞ×È�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÎ�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��������2�
ÊÎÍÃÐÓÅÍÖ�É��ÇÀÏÈØÅÌÎ�

1�Q�{��Q��PRG����
8 16 13 9 7æ æn n+ (mod ),

8 16 13 9 8 9 13 9 7æ æ æ æn n n n+ ≡ + (mod ),

8 16 13 9 21 9 7æ æ æn n n+ ≡ (mod ).

¯ÐÀÂÀ�×ÀÑÒÈÍÀ�ÎÑÒÀÍÍÜÎ��ÊÎÍÃÐÓÅÍÖ���ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���ÄÀ��Â�ÎÑÒÀ×��0��
®ÒÆÅ��ÒÀÊÀ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ�ÏÐÈÒÀÌÀÍÍÀ�É�Ë�Â�É�×ÀÑÒÈÍ��ÊÎÍÃÐÓÅÍÖ����

П Р И К Л А Д   5  �§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÑÒÀ×Ó�Â�Ä�Ä�ËÅÍÍß�×ÈÑËÀ��2��ÍÀ���
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��§ÀÄÀ×À�ÇÂÎÄÈÒÜÑß�ÄÎ�ÒÎÃÎ��ÙÎÁ�ÇÍÀÉÒÈ�Ö�ËÅ�×ÈÑ�

ËÎ�x��ßÊÅ�ÇÀÄÎÂÎËÜÍß��ÄÂ��ÓÌÎÂÈ��0 5Px < ����2��{�x��PRG�����¬À�ÌÎ�
�2�{�w1��PRG����

�2��{��w1�1���PRG����{�1��PRG����
�2��{����PRG����{�2��PRG����

®ÒÆÅ��ØÓÊÀÍÎÞ�ÎÑÒÀ×ÅÞ���×ÈÑËÎ�2�
°ÎÇÂsßÇÀÍÍß�Ö����ÇÀÄÀ×��ÒÀÊÎÆ�ÏÐÈÏÓÑÊÀ���ÍØ��ÑÕÅÌÈ��ÍÀÏÐÈÊËÀÄ�

��{�2��PRG����
���{�2���PRG����{�1��PRG����

�2��{�1���PRG����
�2��{����PRG����{�2��PRG�����

П Р И К Л А Д   6  �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�Ç�Q�+�1�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�ÇÀÂÆÄÈ�
ÌÎÆÍÀ�ÂÈÁÐÀÒÈ�ÄÂÀ�ÒÀÊÈÕ��ÙÎ��ÕÍß�Ð�ÇÍÈÖß�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�Q�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��¯ÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��Ö�ËÈÕ�×ÈÑÅË�ÍÀ�Q�ÌÎÆÍÀ�ÎÒÐÈÌÀÒÈ�
Q�Ð�ÇÍÈÕ�ÎÑÒÀ×��0��1�������Q�w�1��®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÇÀÄÀÍÈÕ�×ÈÑÅË�Q�+�1��ÒÎ�
ÙÎÍÀÉÌÅÍØÅ�ÄÂÀ�Ç�ÍÈÕ�ÄÀÞÒÜ�ÎÄÍÀÊÎÂ��ÎÑÒÀ×��ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ�Q��²ÎÄ��
�ÕÍß�Ð�ÇÍÈÖß�Ä�ËÈÒÈÌÅÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�Q��

1.  Сформулюйте теорему про ділення з остачею.
2. Яку властивість має різниця цілих чисел D і E, які при діленні на нату-

ральне число P дають однакові остачі?
3. Яку властивість мають остачі при діленні цілих чисел D і E на натуральне 

число P, якщо ( ) ?a b m− � ?
4. Які числа називають конгруентними за модулем P, де m ∈�??
5. Сформулюйте необхідну і достатню умову того, що цілі числа D і E кон-

груентні за модулем P, де m ∈�.
6. Сформулюйте властивості конгруенцій.
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ВПРАВИ

9.1.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÍÅÏÎÂÍÓ�×ÀÑÒÊÓ�ÒÀ�ÎÑÒÀ×Ó�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��×ÈÑËÀ1�D�ÍÀ�
×ÈÑËÎ�E��ßÊÙÎ�
1��D�=�2����E�=�1��� ���D�=�w2���E�=���
2��D�=����E�=�1��� ���D�=�w1��E�=���

9.2.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÍÅÏÎÂÍÓ�×ÀÑÒÊÓ�ÒÀ�ÎÑÒÀ×Ó�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��×ÈÑËÀ�P�ÍÀ�
×ÈÑËÎ�Q��ßÊÙÎ�
1��P�=����Q�=�1��� 2��P�=�w�1��Q�=�10�� ���P�=�w���Q�=�11�

9.3.q�¿Ê��ÎÑÒÀ×��ÌÎÆÍÀ�ÎÒÐÈÌÀÒÈ�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��Ö�ËÎÃÎ�×ÈÑËÀ�ÍÀ��"
9.4.q�§ÀÄÀÉÒÅ�ÂÑ��ÌÍÎÆÈÍÈ��ÊÎÆÍÀ�Ç�ßÊÈÕ�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÓÑ�Õ�Ö�ËÈÕ�

×ÈÑÅË��ßÊ��ÌÀÞÒÜ�ÎÄÍÀÊÎÂ��ÎÑÒÀ×��ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���

9.5.q�¤ÀÍÎ�ÌÍÎÆÈÍÈ�$��%��;��ßÊ��ÏÎÏÀÐÍÎ�ÍÅ�ÏÅÐÅÒÈÍÀÞÒÜÑß��ÏÐÈ�
×ÎÌÓ� A B X∪ ∪ = '.�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÌÍÎÆÈÍÓ�;��ßÊÙÎ� A k k= ∈{ | },3 ' �

B k k= + ∈{ | }.3 2 '
9.6.q�¿ÊÓ�ÎÑÒÀ×Ó�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���ÄÀ��×ÈÑËÎ�ÂÈÄÓ��N�w�2��ÄÅ�k ∈'?

9.7.q�¿ÊÓ�ÎÑÒÀ×Ó�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���ÄÀ��×ÈÑËÎ�ÂÈÄÓ��Q�w�1��ÄÅ�n ∈'?
9.8.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��×ÈÑËÀ�P�ÍÀ�1��ÎÑÒÀ×À�ÄÎÐ�ÂÍÞ��11��

§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÑÒÀ×Ó�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��×ÈÑËÀ�P��1��ÍÀ�2��2��ÍÀ�������ÍÀ����
���ÍÀ���

9.9.q� ¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ� ÏÐÈ� Ä�ËÅÍÍ�� ×ÈÑËÀ�Q� ÍÀ� 1�� ÎÑÒÀ×À� ÄÎÐ�ÂÍÞ�� ���
§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÑÒÀ×Ó�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��×ÈÑËÀ�Q��1��ÍÀ�2��2��ÍÀ�������ÍÀ���

9.10.q�·ÈÑËÎ�P�ÊÐÀÒÍÅ����·ÎÌÓ�ÌÎÆÅ�ÄÎÐ�ÂÍÞÂÀÒÈ�ÎÑÒÀ×À�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��
×ÈÑËÀ�P�ÍÀ�1�"

9.11.q�·ÈÑËÎ�Q�ÊÐÀÒÍÅ����·ÎÌÓ�ÌÎÆÅ�ÄÎÐ�ÂÍÞÂÀÒÈ�ÎÑÒÀ×À�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��
×ÈÑËÀ�Q�ÍÀ�1�"

9.12.q�·ÈÑËÎ�D�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���ÄÀ��Â�ÎÑÒÀ×�����À�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���
ÄÀ��Â�ÎÑÒÀ×��1��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÑÒÀ×Ó�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��×ÈÑËÀ�D�ÍÀ�12�

9.13.q�·ÈÑËÎ�E�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���ÄÀ��Â�ÎÑÒÀ×��2��À�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���
ÄÀ��Â�ÎÑÒÀ×��1��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÑÒÀ×Ó�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��×ÈÑËÀ�E�ÍÀ�1��

9.14.q�·ÈÑËÎ�P�ÄÀ��Ð�ÂÍ��ÎÑÒÀ×��ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ�����ÍÀ����·ÎÌÓ�ÌÎÆÅ�
ÄÎÐ�ÂÍÞÂÀÒÈ�ÎÑÒÀ×À�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��×ÈÑËÀ�P�ÍÀ�12"

9.15.q�§ÀÌ�ÑÒÜ�Ç�ÐÎ×ÊÈ�ÇÀÏÈØ�ÒÜ�ÒÀÊÅ�ÍÀÉÌÅÍØÅ�ÍÅÂ�Äs�ÌÍÅ�×ÈÑËÎ��
ÙÎÁ�ÎÒÐÈÌÀÍÀ�ÊÎÍÃÐÓÅÍÖ�ß�ÁÓËÀ�ÏÐÀÂÈËÜÍÎÞ�
1�����{���PRG����� ����{����PRG�1���
2��2��{���PRG����� ����{�w2��PRG�1���
���w���{���PRG����� ����{����PRG�2��

1�²ÓÒ���ÄÀË��ÁÓÊÂÀÌÈ�ÏÎÇÍÀ×ÅÍÎ�Ö�Ë��×ÈÑËÀ�



§ 3.  ОСНОВИ ТЕОРІЇ  ПОДІЛЬНОСТІ64

9.16.q�§ÀÌ�ÑÒÜ�Ç�ÐÎ×ÊÈ�ÇÀÏÈØ�ÒÜ�ÒÀÊÅ�ÍÀÉÌÅÍØÅ�ÍÅÂ�Äs�ÌÍÅ�×ÈÑËÎ��
ÙÎÁ�ÎÒÐÈÌÀÍÀ�ÊÎÍÃÐÓÅÍÖ�ß�ÁÓËÀ�ÏÐÀÂÈËÜÍÎÞ�
1�����{���PRG����� ����{�w���PRG�11��
2��w2��{���PRG����

9.17.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D�{�w11��PRG�����E�{�w2��PRG�����§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÑÒÀ×Ó�
ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���×ÈÑËÀ��1��D�+�E��2��D�w�E�����2D�w��E�����DE�����D2��
���E��

9.18.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D�{�w���PRG�����E�{�w���PRG�����§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÑÒÀ×Ó�
ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���×ÈÑËÀ��1���D�+��E��2��D2�w�E�����E2�+�ED�

9.19.x�·È��ÑÍÓ��Ö�ËÅ�×ÈÑËÎ��ßÊÅ�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���ÄÀ��ÎÑÒÀ×Ó����À�ÏÐÈ�
Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���x�ÎÑÒÀ×Ó��"

�9.20.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÎÑÒÀ×À�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���ÊÂÀÄÐÀÒÀ�Ö�ËÎÃÎ�
×ÈÑËÀ�ÌÎÆÅ�ÄÎÐ�ÂÍÞÂÀÒÈ�Ò�ËÜÊÈ�0�ÀÁÎ�1�

�9.21.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÎÑÒÀ×À�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���ÊÂÀÄÐÀÒÀ�Ö�ËÎÃÎ�
×ÈÑËÀ�ÌÎÆÅ�ÄÎÐ�ÂÍÞÂÀÒÈ�Ò�ËÜÊÈ�0�ÀÁÎ�1�

�9.22.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÊÂÀÄÐÀÒ�ÍÅÏÀÐÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ�
��ÄÀ��Â�ÎÑÒÀ×��1�

�9.23.x�·ÎÌÓ�ÌÎÆÅ�ÄÎÐ�ÂÍÞÂÀÒÈ�ÎÑÒÀ×À�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��×ÈÑËÀ�P��
ÍÀ��"

�9.24.x�·ÎÌÓ�ÌÎÆÅ�ÄÎÐ�ÂÍÞÂÀÒÈ�ÎÑÒÀ×À�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��×ÈÑËÀ�N��ÍÀ��"
9.25.x� ·ÈÑËÀ� D� �� E� ÒÀÊ��� ÙÎ� D2�+�E2� {� 0� �PRG� ���� ¤ÎÂÅÄ�ÒÜ�� ÙÎ�

D�{�0��PRG������E�{�0��PRG����
9.26.x� ·ÈÑËÀ�P� �� Q� ÒÀÊ���ÙÎ�P2�+�Q2�{�0� �PRG� ���� ¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�

P�{�0��PRG������Q�{�0��PRG����
9.27.x�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�( ) .a b2 2 3+ � �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�( ) .a b2 2 9+ �
9.28.x�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�( ) .m n2 2 7+ � �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�( ) .m n2 2 49+ �
9.29.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ó�Ö�ËÈÕ�×ÈÑËÀÕ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��x2�w��y�=���� ���P��w��Q2�=�1��
2��x2�w��y��=�11�� ���]��w��W�=�1��

9.30.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ó�Ö�ËÈÕ�×ÈÑËÀÕ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x2�w��y2�=�1��� ����x��+��y��=����
2���x2�w�2�y�=�1��� ���1�x��w��y��=�1��

9.31.x�¢ÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ÊÎÍÃÐÓÅÍÖ����ÄÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�
ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��Q�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1��11 14 6n n+ æ �ÊÐÀÒÍÅ���� ����2Q�+�1�+�2Q�+���+�2Q�+�1�ÊÐÀÒÍÅ�2��
2��3 11 52n n+ æ �ÊÐÀÒÍÅ���� ���3 5 23 2 3 1n n+ ++ æ �ÊÐÀÒÍÅ�1��

���21Q�+�22Q�+���ÊÐÀÒÍÅ�1��� ����Q�+��Q�w�2Q�+�1�ÊÐÀÒÍÅ���
���4 13 37 1æ n n+ + �ÊÐÀÒÍÅ���� ���2 3 55 4 3 1n n n+ ++æ �ÊÐÀÒÍÅ����



9.  Ділення з остачею. Конгруенції та їхні властивості 65

9.32.x�¢ÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ÊÎÍÃÐÓÅÍÖ����ÄÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�
ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��Q�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1��17 25 4n n+ æ �ÊÐÀÒÍÅ�1��� ����2Q�+��Q�+�2�+��Q�ÊÐÀÒÍÅ�11�
2��1�Q�+��2Q�+�1�ÊÐÀÒÍÅ���� ���17 21 9 432 1 2 1æ æn n+ ++ �ÊÐÀÒÍÅ���

���1�Q�+�2�Q�w��0�ÊÐÀÒÍÅ���� ���2 5 35 3 2n n n+ ++ æ �ÊÐÀÒÍÅ�1��

9.33.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÑÒÀ×Ó�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��×ÈÑËÀ�D�ÍÀ�×ÈÑËÎ�E��ßÊÙÎ�
1��D�=������E�=���� ���D�=��101��E�=���
2��D�=������E�=���� ���D�=���0�+�2�2��E�=���

9.34.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÑÒÀ×Ó�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��×ÈÑËÀ�P�ÍÀ�×ÈÑËÎ�Q��ßÊÙÎ�
1��P�=�11����Q�=���� ���P�=���0��Q�=��1�
2��P�=�1��2��Q�=�1��

9.35.x�±ÓÌÀ�ÎÑÒÀ×�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�Q�ÍÀ�×ÈÑËÀ������
����ÄÎÐ�ÂÍÞ��1���§ÍÀÉÄ�ÒÜ�Ö��ÎÑÒÀ×��

9.36.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÑÅÐÅÄ�×ÈÑÅË�ÂÈÄÓ��Q�+��P��P���Q�x�ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��
×ÈÑËÀ��ÍÅÌÀ��ÆÎÄÍÎÃÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÀ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�

9.37.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÑÅÐÅÄ�×ÈÑÅË�ÂÈÄÓ��Q�+��P��P���Q�x�ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��
×ÈÑËÀ��ÍÅÌÀ��ÆÎÄÍÎÃÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÀ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�

9.38.xx�̄ ÐÎ�×ÈÑËÀ�P��Q��S��T��U��V�Â�ÄÎÌÎ��ÙÎ�P2�+�Q2�+�S2�+�T2�+�U2�=�V2��
¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÕÎ×À�Á�ÎÄÍÅ��Ç�ÖÈÕ�×ÈÑÅË�ÏÀÐÍÅ�

9.39.xx�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�S���T�x�ÍÅÏÀÐÍ��×ÈÑËÀ��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�
x2�+�Sx�+�T�=�0�ÍÅ�ÌÀ��ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�ÊÎÐÅÍ�Â�

9.40.xx�·ÈÑËÀ�x1��x2�������xN�ÍÅ�Ä�ËßÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ����À�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈ�
ÐÀÇÓ�x1��+�x2��+�����+�xN��ÊÐÀÒÍÅ����¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�N�����

9.41.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÆÎÄÍÎÌÓ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÌÓ�Q�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1�+�Q�+�Q2�+�Q��ÍÅ���ÑÒÅÏÅÍÅÌ�×ÈÑËÀ���

¿�9.42.xx�®ÑÒÀ×À�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÒÐÈÖÈÔÐÎÂÎÃÎ�×ÈÑËÀ�n aa= 5�ÍÀ�ÄÅßÊÅ�
ÎÄÍÎÖÈÔÐÎÂÅ�×ÈÑËÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ�����§ÍÀÉÄ�ÒÜ�×ÈÑËÎ�Q�

¿�9.43.xx�®ÑÒÀ×À�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÒÐÈÖÈÔÐÎÂÎÃÎ�×ÈÑËÀ�m bb= 2 �ÍÀ�ÄÅßÊÅ�
ÎÄÍÎÖÈÔÐÎÂÅ�×ÈÑËÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ�����§ÍÀÉÄ�ÒÜ�×ÈÑËÎ�P�

9.44.�¿ÊÓ�ÍÀÉÁ�ËÜØÓ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË� Â�Ä�1� ÄÎ�100�
ÌÎÆÍÀ�ÂÈÁÐÀÒÈ�ÒÀÊ��ÙÎÁ�ÑÓÌÀ�ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ�ÄÂÎÕ��Ç�ÖÈÕ�×ÈÑÅË�Ä��
ËÈËÀÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ��"

¿�9.45.�¯ÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�Q�ÍÀ���ÎÑÒÀ×À�ÄÎÐ�ÂÍÞ��
ÍÅÏÎÂÍ�É�×ÀÑÒÖ�����ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��×ÈÑËÀ�Q�ÍÀ�1��ÎÑÒÀ×À�ÒÅÆ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��
ÍÅÏÎÂÍ�É�×ÀÑÒÖ���§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÌÎÆËÈÂ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�Q�

¿�9.46.�¯ÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�Q�ÍÀ�2��ÎÑÒÀ×À�ÄÎÐ�ÂÍÞ��
ÍÅÏÎÂÍ�É�×ÀÑÒÖ�����ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��×ÈÑËÀ�Q�ÍÀ�2��ÎÑÒÀ×À�ÒÅÆ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��
ÍÅÏÎÂÍ�É�×ÀÑÒÖ���§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÌÎÆËÈÂ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�Q�
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9.47.�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ��ÑÍÓ��ÁÅÇË�×�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��ßÊ��ÍÅ�ÌÎÆÍÀ�
ÏÎÄÀÒÈ�Ó�ÂÈÃËßÄ��
1��ÑÓÌÈ�ÊÓÁ�Â�ÄÂÎÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�
2��ÑÓÌÈ�ÊÓÁ�Â�ÒÐÜÎÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�

9.48.�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÑÅÐÅÄ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�ÑÒÅÏÅÍ�Â�×ÈÑËÀ�2��ÑÍÓÞÒÜ�ÄÂÀ�
ÒÀÊÈÕ��ÙÎ��ÕÍß�Ð�ÇÍÈÖß�ÊÐÀÒÍÀ�×ÈÑËÓ�200��

9.49.�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÄËß�ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�Q�ÇÍÀÉÄÅÒÜÑß�
ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ��ÊÐÀÒÍÅ�Q��Ó�ÄÅÑßÒÊÎÂÎÌÓ�ÇÀÏÈÑ��ßÊÎÃÎ�ÂÈÊÎ�
ÐÈÑÒÎÂÓÞÒÜÑß�Ò�ËÜÊÈ�ÖÈÔÐÈ�1���0�

9.50.� ¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ� D�+�E�+�F�=��D�w�E�� �E�w�F�� �F�w�D��� ¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�
ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�D�+�E�+�F���ÏÀÐÍÈÌ���ÊÐÀÒÍÈÌ�2��

 10. Найбільший спільний дільник 
і найменше спільне кратне двох 
натуральних чисел. Взаємно прості числа

10.

¿ÊÙÎ�ÊÎÆÍÅ��Ç�×ÈÑÅË1�D���E�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�×ÈÑËÎ�G��ÒÎ�×ÈÑËÎ�
G�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÑÏ�ËÜÍÈÌ�Ä�ËÜÍÈÊÎÌ�×ÈÑÅË�D���E�

§ÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�d aP ���d bP .�®ÒÆÅ��ÌÍÎÆÈÍÀ�ÑÏ�ËÜÍÈÕ�Ä�ËÜÍÈÊ�Â�

×ÈÑÅË�D� �� E� �� ÑÊ�Í×ÅÍÍÎÞ��¢ÈÁÅÐÅÌÎ� Â�Ö�É�ÌÍÎÆÈÍ��ÍÀÉÁ�ËÜØÈÉ�
ÅËÅÌÅÍÒ��©ÎÃÎ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÍÀÉÁ�ËÜØÈÌ�ÑÏ�ËÜÍÈÌ�Ä�ËÜÍÈÊÎÌ�×ÈÑÅË�D�
��E���ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�±¤��D��E��

ÀÏÐÈÊËÀÄ��±¤��1���12��=����±¤��������=�1��±¤�����1���=���
²ÅÎÐÅÌÀ�10.1. Якщо a ! E, то ±¤ �a� E� = ±¤ �a w E� E�.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��ÅÕÀÉ�a d� ��� b d� ,�ÒÎÄ�� ( ) .a b d− � �ÅÕÀÉ� ( )a b d− � 1���

b d� 1,�ÒÎÄ��a d� 1.�¬À�ÌÎ��ÙÎ�ÁÓÄÜ�ßÊÈÉ�ÑÏ�ËÜÍÈÉ�Ä�ËÜÍÈÊ�×ÈÑÅË�D���E�

��ÑÏ�ËÜÍÈÌ�Ä�ËÜÍÈÊÎÌ�×ÈÑÅË�D�w�E���E����ÍÀÂÏÀÊÈ��ÁÓÄÜ�ßÊÈÉ�ÑÏ�ËÜÍÈÉ�
Ä�ËÜÍÈÊ�×ÈÑÅË�D�w�E���E���ÑÏ�ËÜÍÈÌ�Ä�ËÜÍÈÊÎÌ�×ÈÑÅË�D���E��®ÒÆÅ��ÌÍÎ�
ÆÈÍÀ�ÑÏ�ËÜÍÈÕ�Ä�ËÜÍÈÊ�Â�×ÈÑÅË�D���E�ÇÁ�ÃÀ�ÒÜÑß�Ç�ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÑÏ�ËÜÍÈÕ�
Ä�ËÜÍÈÊ�Â�×ÈÑÅË�D�w�E���E��§Â�ÄÑÈ�±¤��D��E��=�±¤��D�w�E��E���

П Р И К Л А Д   1  �§ÍÀÉÄ�ÒÜ�±¤���Q�+�����Q��
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��§À�ÒÅÎÐÅÌÎÞ�10�1�ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ�
±¤���Q�+�����Q��=�±¤���Q�+���w��Q���Q��=�±¤���Q�+�����Q��=�
=�±¤���Q�+���w��Q���Q��=�±¤������Q��=����

1�³�ÖÜÎÌÓ�ÏÓÍÊÒ��ÁÓÊÂÀÌÈ�ÏÎÇÍÀ×ÅÍÎ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ��¢ÈÏÀÄÊÈ��ÊÎËÈ�
ÁÓÊÂÎÞ�ÏÎÇÍÀ×ÅÍÎ�Ö�ËÅ�×ÈÑËÎ��ÁÓÄÓÒÜ�ÎÁÓÌÎÂËÅÍ��ÎÊÐÅÌÎ�
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²ÅÏÅÐ�ÌÈ�ÏÎÇÍÀÉÎÌÈÌÎÑß�Ç��ÍØÈÌ��ÇÀÃÀËÜÍ�ØÈÌ�ÌÅÒÎÄÎÌ�ÇÍÀ�
ÕÎÄÆÅÍÍß�ÍÀÉÁ�ËÜØÎÃÎ�ÑÏ�ËÜÍÎÃÎ�Ä�ËÜÍÈÊÀ�ÄÂÎÕ�×ÈÑÅË�

¿ÊÙÎ�a b� ,�ÒÎ�Î×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ�±¤��D��E��=�E�
°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÂÈÏÀÄÎÊ��ÊÎËÈ�D�ÍÅ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�E��¤Ëß�ÂÈ�

ÇÍÀ×ÅÍÎÑÒ��ÂÂÀÆÀÒÈÌÅÌÎ��ÙÎ�D�!�E�

«ÅÌÀ 1 1. Якщо a�=�ET�+�U, де 0���U���E, то ±¤ �a� E��=�±¤ �E� U�.

¤ÎÂÅÄÅÍÍß�Ö����ËÅÌÈ�ÀÍÀËÎÃ�×ÍÅ�ÄÎÂÅÄÅÍÍÞ�ÒÅÎÐÅÌÈ�10�1��¯ÐÎ�
ÂÅÄ�ÒÜ�ÉÎÃÎ�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ�

§�ËÅÌÈ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß�±¤��D��E��ÇÂÎÄÈÒÜÑß�ÄÎ�ÇÍÀ�
ÕÎÄÆÅÍÍß�±¤��E��U��

¯ÎÇÍÀ×ÈÌÎ�×ÅÐÅÇ�U1�ÎÑÒÀ×Ó�Â�Ä�Ä�ËÅÍÍß�×ÈÑËÀ�E�ÍÀ�×ÈÑËÎ�U��²ÎÄ��
ÇÀ�ËÅÌÎÞ�±¤��E��U��=�±¤��U��U1���¤ÀË��ÏÎÇÍÀ×ÈÌÎ�×ÅÐÅÇ�U2�ÎÑÒÀ×Ó�
Â�Ä�Ä�ËÅÍÍß�×ÈÑËÀ�U�ÍÀ�×ÈÑËÎ�U1��²ÎÄ��±¤��U��U1��=�±¤��U1��U2��ÒÎÙÎ�

¢ÈÏÈØÅÌÎ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ��Ð�ÂÍÎÑÒ��
D�=�ET�+�U��0���U���E�
E�=�UT1�+�U1��0���U1���U�
U�=�U1T2�+�U2��0���U2���U1��
U1�=�U2T��+�U���0���U����U2��

�����
¬À�ÌÎ�ËÀÍÖÞÆÎÊ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�b r r r r> > > > >1 2 3 0... .O �¿Ê�ÁÀ×ÈÌÎ��

ÎÑÒÀ×��ÇÌÅÍØÓÞÒÜÑß��®ÒÆÅ��ÍÀ�ßÊÎÌÓÑÜ�ÊÐÎÖ��ÎÑÒÀ×À�ÄÎÐ�ÂÍÞÂÀÒÈ�
ÌÅ�ÍÓËÞ��ÅÕÀÉ�UQ�x�ÎÑÒÀÍÍß�ÍÅÍÓËÜÎÂÀ�ÎÑÒÀ×À��ÒÎÁÒÎ

UQ�w�2�=�UQ�w�1TQ�+�UQ�
UQ�w�1�=�UQTQ�+�1�

§� ËÅÌÈ� ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�±¤� �D�� E��=�±¤� �E�� U��=�±¤� �U�� U1��=�
=�����=�±¤��UQ�w�1��UQ��

®ÑÊ�ËÜÊÈ�r rn n− 1 � ,�ÒÎ�±¤��UQ�w�1��UQ��=�UQ��®ÒÆÅ��±¤��D��E��=�UQ�

®ÏÈÑÀÍÈÉ�ÌÅÒÎÄ�ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß�±¤��D��E��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÀËÃÎÐÈÒÌÎÌ�
¥ÂÊË�ÄÀ�

П Р И К Л А Д   2  �§ÍÀÉÄ�ÒÜ�±¤���2���2�1��
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��525 231 2 63= +æ ;

231 63 3 42= +æ ;

63 42 1 21= +æ ;

42 21 2 0= +æ .

®ÒÆÅ��±¤���2���2�1��=�21��

1�«ÅÌÎÞ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÄÎÏÎÌ�ÆÍÓ�ÒÅÎÐÅÌÓ��ßÊÓ�ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞÒÜ�ÄËß�ÄÎ�
ÂÅÄÅÍÍß��ÍØÈÕ�ÒÅÎÐÅÌ�



§ 3.  ОСНОВИ ТЕОРІЇ  ПОДІЛЬНОСТІ68

П Р И К Л А Д   3  �®ÄÈÍ�ÌÀÉÑÒÅÐ�ÐÎÁÈÒÜ�ÍÀ�ÄÎÂÃ�É�ÑÒÐ�×Ö��ÏÎÇÍÀ×ÊÈ�
ÑÈÍ�Ì�ÎË�ÂÖÅÌ�×ÅÐÅÇ�ÊÎÆÍ��2��ÑÌ��À�ÄÐÓÃÈÉ�x�×ÅÐÂÎÍÈÌ�×ÅÐÅÇ�ÊÎÆÍ��
���ÑÌ��ÏÎ×ÈÍÀÞ×È�Ç�ÎÄÍÎÃÎ�É�ÒÎÃÎ�ÑÀÌÎÃÎ�Ì�ÑÖß��·È�ÌÎÆÅ�ßÊÀ�ÍÅÁÓÄÜ�
ÑÈÍß�ÏÎÇÍÀ×ÊÀ�ÂÈßÂÈÒÈÑß�ÍÀ�Â�ÄÑÒÀÍ��1�ÑÌ�Â�Ä�ßÊÎ��ÍÅÁÓÄÜ�×ÅÐÂÎÍÎ�"

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ�� ÅÕÀÉ�x� ��y�x�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÏÎÇÍÀ×ÎÊ��ÇÐÎÁËÅÍÈÕ�
ÏÅÐØÈÌ���ÄÐÓÃÈÌ�ÌÀÉÑÒÐÀÌÈ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎ��¢�ÄÏÎÂ�ÄÜ�ÍÀ�ÇÀÏÈÒÀÍÍß�ÇÀ�
ÄÀ×��ÁÓÄÅ�ÑÒÂÅÐÄÍÎÞ��ßÊÙÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�2�x�w���y�=�1�ÌÀÒÈÌÅ�ÐÎÇÂsßÇÎÊ�
Ó�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑËÀÕ�

§ÀÑÒÎÑÓ�ÌÎ�ÀËÃÎÐÈÒÌ�¥ÂÊË�ÄÀ�ÄÎ�×ÈÑÅË������2��
36 25 1 11= +æ ;

25 11 2 3= +æ ;

11 3 3 2= +æ ;

3 2 1 1= +æ .

¯ÅÐÅÏÈØÅÌÎ�Ö��Ð�ÂÍÎÑÒ��ÒÀÊ�
11 36 25 1= − æ ;

3 25 11 2= − æ ;

2 11 3 3= − æ ;

1 3 2 1= − æ .

§Â�ÄÑÈ
1 3 2 1 3 11 3 3 4 3 11 4 25 11 2 11= − = − − = − = − − =æ æ æ æ( ) ( )

1 3 2 1 3 11 3 3 4 3 11 4 25 11 2 11 4 25 9 11 4 25 9 3= − = − − = − = − − = − = −æ æ æ æ æ æ æ( ) ( ) ( 66 25 1 13 25 9 36− = −æ æ æ) .

®ÒÆÅ��13 25 9 36 1æ æ− = ,�ÒÎÁÒÎ�ÏÀÐÀ��1��������ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�Ð�ÂÍßÍ�

Íß�2�x�w���y�=�1��
¢ÈÍÈÊÀ��ÏÐÈÐÎÄÍÅ�ÇÀÏÈÒÀÍÍß���·ÎÌÓ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÀËÃÎÐÈÒÌÓ�

¥ÂÊË�ÄÀ�ÍÀÌ�ÓÄÀËÎÑß�ÇÍÀÉÒÈ�Ö�Ë��ÐÎÇÂsßÇÊÈ�ÐÎÇÃËßÄÓÂÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍ�
Íß"��°�×�Ó�Ò�Ì��ÙÎ�ÑÏÐÀÂÅÄËÈÂÅ�ÒÀÊÅ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß��Ð�ÂÍßÍÍß�Dx�+�Ey�=�
=�±¤��D��E��ÇÀÂÆÄÈ�ÌÀ��ÐÎÇÂsßÇÊÈ�Â�Ö�ËÈÕ�×ÈÑËÀÕ��ÏÐÈ×ÎÌÓ�ÎÄÈÍ�
�Ç�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â��x0��y0��ÌÎÆÍÀ�ÇÍÀÉÒÈ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÀËÃÎÐÈÒÌÓ�¥ÂÊË��
ÄÀ��¡�ËÜØÅ�ÒÎÃÎ��ÓÑ��Ö�Ë��ÐÎÇÂsßÇÊÈ�ÖÜÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÇÀÄÀÞÒÜÑß�ÔÎÐ�
ÌÓËÀÌÈ�x�=�x0�w�EW��y�=�y0�+�DW��ÄÅ� t ∈'.�¶ÅÉ�ÔÀÊÒ�ÂÈ�ÇÌÎÆÅÒÅ�ÄÎ�
ÂÅÑÒÈ�ÍÀ�ÇÀÍßÒÒßÕ�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎÃÎ�ÃÓÐÒÊÀ�

¿ÊÙÎ�×ÈÑËÀ�D���E���Ä�ËÜÍÈÊÀÌÈ�×ÈÑËÀ�N��ÒÎ�×ÈÑËÎ�N�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�
ÑÏ�ËÜÍÈÌ�ÊÐÀÒÍÈÌ�×ÈÑÅË�D���E�

±ÅÐÅÄ�ÑÏ�ËÜÍÈÕ�ÊÐÀÒÍÈÕ�×ÈÑÅË�D���E��ÑÍÓ��ÍÀÉÌÅÍØÅ��©ÎÃÎ�ÍÀ�
ÇÈÂÀÞÒÜ�ÍÀÉÌÅÍØÈÌ�ÑÏ�ËÜÍÈÌ�ÊÐÀÒÍÈÌ�×ÈÑÅË�D���E���ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�
±ª��D��E��

ÀÏÐÈÊËÀÄ��±ª�����12��=�2���±ª��������=�����±ª������1���=����
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²ÅÎÐÅÌÀ� 10.2. ±ª �a��E� є дільником ÁÓдь�якого ÑÏільного 
кратного чиÑел a і E.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��ÅÕÀÉ�±ª��D��E��=�N���N1�x�ÑÏ�ËÜÍÅ�ÊÐÀÒÍÅ�×ÈÑÅË�
D���E��N1�!�N�

¯ÐÈÏÓÑÒÈÌÎ��ÙÎ�N1�ÍÅ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�N��²ÎÄ��N1�=�NT�+�U��ÄÅ�
0���U���N��§Â�ÄÑÈ�U�=�N1�w�NT��ªÎÆÍÅ��Ç�×ÈÑÅË�N1���N�ÊÐÀÒÍÅ���D����E��
ÎÒÆÅ��r a� ���r b� ,�ÒÎÁÒÎ�U�x�ÑÏ�ËÜÍÅ�ÊÐÀÒÍÅ�×ÈÑÅË�D���E��¯ÐÎÒÅ�U���N��

®ÒÐÈÌÀËÈ�ÑÓÏÅÐÅ×Í�ÑÒÜ��

²ÅÎÐÅÌÀ� 10.3. Якщо a c�  і b c� ,  то 
ab

c
  x ÑÏільне кратне 

чиÑел a і E.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��§�ÓÌÎÂÈ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ��ÑÍÓÞÒÜ�ÒÀÊ��×ÈÑËÀ�P���Q��

ÙÎ�D�=�FP���E�=�FQ��²ÎÄ��
ab

c

cmcn

c
cmn an bm= = = = .�®ÒÆÅ��×ÈÑËÎ�

ab

c
�

ÊÐÀÒÍÅ�×ÈÑËÀÌ�D���E��

²ÅÎÐÅÌÀ�10.4. ±ª �a��E��� ±¤ �a��E��= aE.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ ��ÅÕÀÉ�±ª��D��E��=�N��±¤��D��E��=�G��®×ÅÂÈÄÍÎ��
ÙÎ�×ÈÑËÎ�DE���ÑÏ�ËÜÍÈÌ�ÊÐÀÒÍÈÌ�×ÈÑÅË�D���E��²ÎÄ��ÇÀ�ÒÅÎÐÅÌÎÞ�10�2�
ÌÀ�ÌÎ��ab k� .�®ÒÆÅ���ÑÍÓ��ÒÀÊÅ�×ÈÑËÎ�F��ÙÎ

DE�=�FN�
®ÑÊ�ËÜÊÈ�k a� ,�ÒÎ��ÑÍÓ��ÒÀÊÅ�×ÈÑËÎ�P��ÙÎ�N�=�PD��¬À�ÌÎ��DE�=�FPD��

§Â�ÄÑÈ�E�=�FP��®ÒÆÅ��b c� .

 ÍÀËÎÃ�×ÍÎ�ÄÎÂÎÄÈÌÎ��ÙÎ�a c� .�²ÀÊÈÌ�×ÈÍÎÌ��F�x�ÑÏ�ËÜÍÈÉ�Ä�ËÜ�

ÍÈÊ�×ÈÑÅË�D���E��²ÎÄ��d cO .�§�Ð�ÂÍÎÑÒ��DE�=�FN�ÌÀ�ÌÎ�

� k
ab

c

ab

d
= O .� �1�

ªÐ�Ì�ÒÎÃÎ��ÇÀ�ÒÅÎÐÅÌÎÞ�10���×ÈÑËÎ�
ab

d
���ÑÏ�ËÜÍÈÌ�ÊÐÀÒÍÈÌ�×ÈÑÅË�

D���E��®ÒÆÅ�

�
ab

d
kO .� �2�

§�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��1�����2��ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ��ÙÎ�
ab

d
k= .�

®ÇÍÀ×ÅÍÍß.� ¿ÊÙÎ�±¤��a��E��=�1��ÒÎ�×ÈÑËÀ�a� ��E�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�
ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÏÐÎÑÒÈÌÈ.

ÀÏÐÈÊËÀÄ������2���1����1��2����2��x�ÏÀÐÈ�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË�
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²ÅÎÐÅÌÀ�10.5. Якщо ±¤ �a��E��=�1, то ±ª �a��E��=�aE.

±ÏÐÀÂÅÄËÈÂ�ÑÒÜ�ÖÜÎÃÎ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß�ÂÈÏËÈÂÀ��Ç�ÒÅÎÐÅÌÈ�10���

²ÅÎÐÅÌÀ�10.6. Якщо ±¤ �E��F��=�1, a b�  і a c� ,  то a bc� .

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ ��®ÑÊ�ËÜÊÈ�±¤��E��F��=�1��ÒÎ�±ª��E��F��=�EF��§�ÓÌÎ�
ÂÈ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�D�x�ÑÏ�ËÜÍÅ�ÊÐÀÒÍÅ�×ÈÑÅË�E� ��F��²ÎÄ�� ÇÀ�ÒÅÎÐÅ�
ÌÎÞ�10�2�D���±ª��E��F���ÒÎÁÒÎ�a bc� .�

²ÅÎÐÅÌÀ�10.7. Якщо ±¤ �a��E��=�1 і ac b� ,  то c b� .

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��§�ÓÌÎÂÈ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�±ª��D��E��=�DE��²ÀÊÎÆ�ÇÐÎ�
ÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�DF�x�ÑÏ�ËÜÍÅ�ÊÐÀÒÍÅ�×ÈÑÅË�D���E��®ÒÆÅ��ac ab� .�²ÎÄ���ÑÍÓ��

ÒÀÊÅ�×ÈÑËÎ�N��ÙÎ�DF�=�NDE��§Â�ÄÑÈ�F�=�NE��®ÒÆÅ��c b� .�

П Р И К Л А Д   4  �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�Q��w�Q�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀ�
Ö�ËÎ�ÍÀ���ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��Q�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��¬À�ÌÎ��Q��w�Q�=��Q�w�1��Q��Q�+�1���®ÑÊ�ËÜÊÈ�Ç�ÄÂÎÕ�
ÏÎÑË�ÄÎÂÍÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�ÎÄÍÅ�ÊÐÀÒÍÅ�2��À�Ç�ÒÐÜÎÕ�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÈÕ�
ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�ÎÄÍÅ�ÊÐÀÒÍÅ����ÒÎ�ÇÀ�ÒÅÎÐÅÌÎÞ�10���ÇÍÀ×ÅÍÍß�
ÄÀÍÎÃÎ�ÂÈÐÀÇÓ�ÊÐÀÒÍÅ�2�� ���ÒÎÁÒÎ����

П Р И К Л А Д   5  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ó�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑËÀÕ�Ð�ÂÍßÍÍß
�x��y�w�1�2�=��y�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��®×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ�y�≠�1��®ÑÊ�ËÜÊÈ�Ë�ÂÀ�×ÀÑÒÈÍÀ�Ð�Â�
ÍßÍÍß�ÊÐÀÒÍÀ�y�w�1�� ÒÎ� É�ÏÐÀÂÀ� ×ÀÑÒÈÍÀ� Ð�ÂÍßÍÍß�ÊÐÀÒÍÀ�y�w�1��
·ÈÑËÀ�y� ��y�w�1�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÏÐÎÑÒ�� �ÄÎÂÅÄ�ÒÜ�ÖÅ�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ���²ÎÄ�� ÇÀ�
ÒÅÎÐÅÌÎÞ�10���ÌÀ�ÌÎ��ÙÎ�8 1 2� ( ) .y − �§Â�ÄÑÈ��y�w�1�2�=�1�ÀÁÎ��y�w�1�2�=����
§�ÓÐÀÕÓÂÀÍÍßÌ�y ∈� �ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ��y�=�2�ÀÁÎ�y�=����¤ÀË��ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ��
ÙÎ�x�=�1��ÀÁÎ�x�=���

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ���1���2�����������

П Р И К Л А Д   6  � ¤ÎÂÅÄ�ÒÜ�� ÙÎ� ÊÎËÈ� D� {� E� �PRG�P��� a n� ,� b n� ,�

±¤��P��Q��=�1��ÒÎ�
a

n

b

n
≡ ��PRG�P��

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��§�ÓÌÎÂÈ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ��ÑÍÓÞÒÜ�ÒÀÊ��×ÈÑËÀ�N1���N2��
ÙÎ� D� =� QN1� �� E�=�QN2�� � ¬À�ÌÎ�� � a b n k k m− = −( ) .1 2 � � � ®ÑÊ�ËÜÊÈ�

±¤��P��Q��=�1��ÒÎ�ÇÀ�ÒÅÎÐÅÌÎÞ�10���( ) ,k k m1 2− � �ÒÎÁÒÎ�N1�{�N2��PRG�P���

§Â�ÄÑÈ�
a

n

b

n
m≡ (mod ).�
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1. Яке число називають найбільшим спільним дільником чисел D і E?
2. Чому дорівнює НСД (D; E), якщо D � E?
3. Опишіть алгоритм Евкліда.
4. Яке число називають найменшим спільним кратним чисел D і E?
5. Чому дорівнює добуток НСK (D; E)vНСД (D; E)?
6. Які числа називають взаємно простими?
7. Чому дорівнює найменше спільне кратне взаємно простих чисел?

ВПРАВИ

10.1.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�±¤�×ÈÑÅË�
1��2�����2���� 2��2��1���2����

10.2.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�±¤�×ÈÑÅË�
1��������10���� 2������������1�

10.3.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÄËß�ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ�n ∈�:
1��±¤��Q��Q�+�1��=�1�� 2��±¤��2Q��2Q�+�2��=�2�

10.4.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÄËß�ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ�n ∈�:
1��±¤��Q��2Q�+�1��=�1�� 2��±¤���Q�+�����Q��=���

10.5.q�·ÎÌÓ�ÌÎÆÅ�ÄÎÐ�ÂÍÞÂÀÒÈ�±¤��D��E���ßÊÙÎ�
1��D�=�Q��E�=�Q�+�2�� 2��D�=�Q��E�=��Q�+��"

10.6.q�·ÎÌÓ�ÌÎÆÅ�ÄÎÐ�ÂÍÞÂÀÒÈ�±¤��D��E���ßÊÙÎ�
1��D�=�2Q�+�1��E�=�2Q�+���� 2��D�=�2Q�+�1��E�=��Q�+��"

10.7.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�n ∈� ���ÍÅÑÊÎÐÎÒÍÈÌ�ÄÐ�Á�

1��
4 3

20 23

n

n

+
+

; � 2��
12 1

30 2

n

n

+
+

.

10.8.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�n ∈� ���ÍÅÑÊÎÐÎÒÍÈÌ�ÄÐ�Á�

1��
3 1

15 14

n

n

+
+

;� 2��
16 1

40 2

n

n

+
+

.

10.9.q�¶�ËÅ�×ÈÑËÎ�Q�ÊÐÀÒÍÅ�����ÊÐÀÒÍÅ����·È�ÌÎÆÍÀ�ÑÒÂÅÐÄÆÓÂÀÒÈ��
ÙÎ�Q�ÊÐÀÒÍÅ�12"

10.10.q�¶�ËÅ�×ÈÑËÎ�Q�ÊÐÀÒÍÅ�����ÊÐÀÒÍÅ����·È�ÌÎÆÍÀ�ÑÒÂÅÐÄÆÓÂÀÒÈ��
ÙÎ�Q�ÊÐÀÒÍÅ���"

10.11.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�n ∈� �ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1��Q2�+�Q�ÊÐÀÒÍÅ�2�� ���Q��w�Q2�ÊÐÀÒÍÅ�12�
2��Q��+��Q2�+�2Q�ÊÐÀÒÍÅ���

10.12.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�n ∈� �ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1��Q2�w�Q�ÊÐÀÒÍÅ�2�� ����Q2�w�1���Q2�w�2Q��ÊÐÀÒÍÅ�2��
2��Q��+�11Q�ÊÐÀÒÍÅ���
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10.13.x�·È��ÑÍÓÞÒÜ�ÒÀÊ��Ö�Ë��×ÈÑËÀ�D��E��F��ÙÎ�
1��D�+�E�+�F�+�D2�+�E2�+�F2�=�1001�
2��D��+�E��+�F��w�D�w�E�w�F�=�100�"

10.14.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�n ∈� ���Ö�ËÈÌ�×ÈÑËÎÌ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�
ÂÈÐÀÇÓ�

1��
n n n n( ) ( ) ( )

;
+ + +1 2 3

24
�������2��

n n5

30

−
;� ���

n n n5 35 4

120

− +
.

10.15.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�n ∈� ���Ö�ËÈÌ�×ÈÑËÎÌ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�
ÂÈÐÀÇÓ�

1��
n n3 5

6

+
;�����������2��

n n n( ) ( )
;

+ +1 2

12

2

� ���
( ) ( )

.
n n n2 21 2

24

− +

10.16.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ�P���Q��ßÊÙÎ�

1��
m

n
= 7

3
,�±¤��P��Q��=���� ���±¤��P��Q��=����PQ�=�11��

2��
m

n
= 4

11
,�±ª��P��Q��=����� ���±¤��P��Q��=����±ª��P��Q��=�1001�

10.17.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ�D���E��ßÊÙÎ�

1��
a

b
= 13

5
,�±¤��D��E��=���� 2��

a

b
= 7

8
,�±ª��D��E��=�22��

¿�10.18.xx�¢�Ä�ÏÐßÌÎÊÓÒÍÈÊÀ�ÐÎÇÌ�ÐÎÌ��2��u�1�1�ÌÌ�Â�ÄÐ�ÇÀÞÒÜ�
ÊÂÀÄÐÀÒÈ�Ç��ÑÒÎÐÎÍÎÞ�1�1�ÌÌ��ÏÎÊÈ�ÍÅ�ÇÀËÈØÈÒÜÑß�ÏÐßÌÎÊÓÒ�
ÍÈÊ��Ó�ßÊÎÃÎ�ÄÎÂÆÈÍÀ�ÎÄÍ���� ÑÒÎÐÎÍÈ�ÌÅÍØÀ�Â�Ä�1�1�ÌÌ��¢�Ä�
ÎÒÐÈÌÀÍÎÃÎ�ÏÐßÌÎÊÓÒÍÈÊÀ�ÇÍÎÂÓ�Â�ÄÐ�ÇÀÞÒÜ�ÊÂÀÄÐÀÒÈ��ÑÒÎÐÎÍÀ�
ßÊÈÕ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÄÎÂÆÈÍ��ÉÎÃÎ�ÌÅÍØÎ��ÑÒÎÐÎÍÈ����Ò��Ä��¿ÊÀ�ÄÎÂÆÈÍÀ�
ÑÒÎÐÎÍÈ�ÎÑÒÀÍÍÜÎÃÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÀ"

10.19.xx� §�� 100� ÏÎÑË�ÄÎÂÍÈÕ� ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ� ×ÈÑÅË� ÂÈÁÐÀËÈ� �1� ×ÈÑ�
ËÎ��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÑÅÐÅÄ�ÂÈÁÐÀÍÈÕ�×ÈÑÅË���ÒÀÊ��×ÈÑËÀ�D���E��ÙÎ�
±¤��D��E��=�1�

10.20.xx�ÀÉÌÅÍØÅ�ÑÏ�ËÜÍÅ�ÊÐÀÒÍÅ�ÄÅßÊÈÕ�ÄÂÎÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�
Ó�1��ÐÀÇ�Â�Á�ËÜØÅ�ÇÀ��ÕÍ�É�ÍÀÉÁ�ËÜØÈÉ�ÑÏ�ËÜÍÈÉ�Ä�ËÜÍÈÊ��¤Î�
ÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÎÄÍÅ��Ç�ÖÈÕ�×ÈÑÅË�ÊÐÀÒÍÅ�ÄÐÓÃÎÌÓ�

10.21.xx�ÀÉÌÅÍØÅ�ÑÏ�ËÜÍÅ�ÊÐÀÒÍÅ�ÄÅßÊÈÕ�ÄÂÎÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�
Ó�2��ÐÀÇ�Â�Á�ËÜØÅ�ÇÀ��ÕÍ�É�ÍÀÉÁ�ËÜØÈÉ�ÑÏ�ËÜÍÈÉ�Ä�ËÜÍÈÊ��¤Î�
ÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÎÄÍÅ��Ç�ÖÈÕ�×ÈÑÅË�ÊÐÀÒÍÅ�ÄÐÓÃÎÌÓ�

10.22.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ó�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑËÀÕ�Ð�ÂÍßÍÍß�x��y�+�1�2�=�2��y�
10.23.�ÀÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ�P���Q�ÒÀÊ���ÙÎ�±ª��P��Q��+�±¤��P��Q��=�

=�P�+�Q��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÎÄÍÅ��Ç�×ÈÑÅË��P�ÀÁÎ�Q��Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�
ÍÀ�ÄÐÓÃÅ�

10.24.�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�n ∈� �ÄÐ�Á�n n

n n

4 2

4 2

4 3

6 8

+ +
+ +

���ÍÅÑÊÎ�
ÐÎÒÍÈÌ�
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¿�10.25.�ÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�Q�ÒÀÊÅ��ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�Q��Q�+�1��u
u� �Q�+�2�� �Q�+���� �Q�+����ÊÐÀÒÍÅ�2000��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÍÀÉÌÅÍØÅ�ÇÍÀ�
×ÅÍÍß�Q�

10.26.�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÏÀÐÈ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�P���Q�ÒÀÊÈÕ��ÙÎ

�ÍÑÊ ÍÑÄ( ; ) ( ; ) .m n m n
mn− =

3

10.27.�²ÐÈ�ÀÂÒÎÌÀÒÈ�ÄÐÓÊÓÞÒÜ�ÍÀ�ÊÀÐÒÊÀÕ�ÏÀÐÈ�Ö�ËÈÕ�×ÈÑÅË��ªÎÆ�
ÍÈÉ� ÀÂÒÎÌÀÒ�� ÏÐÎ×ÈÒÀÂØÈ� ÄÅßÊÓ� ÊÀÐÒÊÓ�� ÂÈÄÀ�� ÍÎÂÓ� ÊÀÐÒÊÓ��
¯ÐÎ×ÈÒÀÂØÈ�ÊÀÐÒÊÓ�Ç�ÏÀÐÎÞ�×ÈÑÅË��P��Q���ÏÅÐØÈÉ�ÀÂÒÎÌÀÒ�ÂÈ�
ÄÀ��ÊÀÐÒÊÓ��Ç�×ÈÑËÀÌÈ��P�w�Q��Q���ÄÐÓÃÈÉ�x�ÊÀÐÒÊÓ��Ç�×ÈÑËÀÌÈ�
�P�+�Q��Q���ÒÐÅÒ�É�x�ÊÀÐÒÊÓ��Ç�×ÈÑËÀÌÈ��Q��P���±ÏÎ×ÀÒÊÓ���ÊÀÐÒÊÀ�
Ç�ÏÀÐÎÞ�×ÈÑÅË�������1���·È�ÌÎÆÍÀ��ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ÀÂÒÎÌÀÒÈ�
Â�ÄÅßÊÎÌÓ�ÏÎÐßÄÊÓ��ÎÒÐÈÌÀÒÈ�ÊÀÐÒÊÓ�Ç�ÏÀÐÎÞ�×ÈÑÅË��1������"

 11. Ознаки подільності11.

¢È�ÇÍÀ�ÒÅ��ÙÎ�ÎÇÍÀÊÈ�ÏÎÄ�ËÜÍÎÑÒ��ÄÀÞÒÜ�ÇÌÎÃÓ�ÇÀ�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒßÌÈ�
ÄÅÑßÒÊÎÂÎÃÎ�ÇÀÏÈÑÓ�Ä�ËÅÍÎÃÎ��ÍÅ�ÂÈÊÎÍÓÞ×È�Ä�ËÅÍÍß��ÂÈÇÍÀ×ÀÒÈ��×È�
��ÄÅßÊÅ�×ÈÑËÎ�ÉÎÃÎ�Ä�ËÜÍÈÊÎÌ�

¢ÀÌ�Â�ÄÎÌ��ÎÇÍÀÊÈ�ÏÎÄ�ËÜÍÎÑÒ��ÍÀ�2�����10���������²ÅÏÅÐ�ÇÀ�ÄÎÏÎ�
ÌÎÃÎÞ��ÌÎÂÈ�ÊÎÍÃÐÓÅÍÖ�É��ÓÇÀÃÀËÜÍÈÌÎ�Ö��ÎÇÍÀÊÈ�ÒÀ�ÄÎÂÅÄÅÌÎ�ÍÎÂ��

²ÅÎÐÅÌÀ�11.1. a a a a an n n− −1 2 1 0... ≡ + + + +−a a a an n 1 1 0 (mod 9)... .

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��§ÀÏÈØÅÌÎ�Î×ÅÂÈÄÍ��ÊÎÍÃÐÓÅÍÖ���
1�{�1��PRG����
10�{�1��PRG����
102�{�1��PRG����

�����
10Q�w�1�{�1��PRG����
10Q�{�1��PRG����

¯ÎÌÍÎÆÈÌÎ�ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�ÏÅÐØÎ��ÊÎÍÃÐÓÅÍÖ���ÍÀ�D0��ÄÐÓÃÎ��x�
ÍÀ�D1��ÒÐÅÒÜÎ��x�ÍÀ�D2���Ò��Ä����Q�+�1����x�ÍÀ�DQ��¬À�ÌÎ�

D0�{�D0��PRG����
10D1�{�D1��PRG����

10 92
2 2æ a a≡ (mod ),

�����
10 91

1 1
n

n na a−
− −≡æ (mod ),

10 9n
n na aæ ≡ (mod ).
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¤ÎÄÀÂØÈ�Ö��ÊÎÍÃÐÓÅÍÖ����ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�
10 10 10 91

1 1 0 1 1 0
n

n
n

n n na a a a a a a aæ æ+ + + + ≡ + + + +−
− −... ... (mod );

a a a a a a a a an n n n n− − −≡ + + + +1 2 1 0 1 1 0 9... ... (mod ).
ÀÑË�ÄÎÊ��ÎÇÍÀÊÀ�ÏÎÄ�ËÜÍÎÑÒ� �ÍÀ�9�. атÓральне чиÑло 

ділитьÑя націло на 9 тоді й тільки тоді, коли ÑÓма цифр його 
деÑяткового заÏиÑÓ ділитьÑя націло на 9.

²ÅÎÐÅÌÀ�11.2. a a a a an n n− −1 2 1 0... ≡ + + + +−a a a an n 1 1 0 mod 3... .( )

¤ÎÂÅÄ�ÒÜ�ÖÞ�ÒÅÎÐÅÌÓ�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ�

ÀÑË�ÄÎÊ��ÎÇÍÀÊÀ�ÏÎÄ�ËÜÍÎÑÒ� �ÍÀ�3�. атÓральне чиÑло 
ділитьÑя націло на 3 тоді й тільки тоді, коли ÑÓма цифр його 
деÑяткового заÏиÑÓ ділитьÑя націло на 3.

²ÅÎÐÅÌÀ�11.3. 

a a a a an n n− −1 2 1 0... ≡ − + − + +a a a a an
n0 1 2 3 (mod 11)... ( ) .−1

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��§ÀÏÈØÅÌÎ�Î×ÅÂÈÄÍ��ÊÎÍÃÐÓÅÍÖ���
1�{�1��PRG�11��
10�{�w1��PRG�11��
102�{�1��PRG�11��
10��{�w1��PRG�11��

�����
10Q�{��w1�Q��PRG�11��

§Â�ÄÑÈ
D0�{�D0��PRG�11��

10D1�{�wD1��PRG�11��
10 112

2 2æ a a≡ (mod ),

10 113
3 3æ a a≡ − (mod ),

10 1 11n
n

n
na aæ ≡ −( ) . (mod ).

¤ÎÄÀÂØÈ�Ö��ÊÎÍÃÐÓÅÍÖ����ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�
10 10 101

1 1 0
n

n
n

na a a aæ æ+ + + + ≡−
− ...

≡ − + − + + −a a a a an
n0 1 2 3 1 11... ( ) (mod );

a a a a a a a a a an n n
n

n− − ≡ − + − + + −1 2 1 0 0 1 2 3 1 11... ... ( ) (mod ).

ÀÑË�ÄÎÊ� �ÎÇÍÀÊÀ� ÏÎÄ�ËÜÍÎÑÒ � � ÍÀ� 11�. ¯ронÓмерÓємо 
цифри деÑяткового заÏиÑÓ натÓрального чиÑла ÑÏрава наліво 
чиÑлами 0��1��2��...��n. атÓральне чиÑло ділитьÑя націло на 11 
тоді й тільки тоді, коли різниця міÆ ÑÓмоÞ цифр з Ïарними 
номерами й ÑÓмоÞ цифр з неÏарними номерами ділитьÑя на�
ціло на 11.
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ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÄËß�×ÈÑËÀ�2������0��ÌÀ�ÌÎ�����+���+���+�2��w��0�+���+����=�
=�11��®ÒÆÅ��ÖÅ�×ÈÑËÎ�ÊÐÀÒÍÅ�11�

П Р И К Л А Д   1  �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�×ÈÑËÎ�1�000�00��000�001�ÍÅ���ÊÂÀÄÐÀ�
ÒÎÌ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ�� ±ÓÌÀ�ÖÈÔÐ�ÄÀÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�ÄÎÐ�ÂÍÞ�����®ÒÆÅ��ÖÅ�
×ÈÑËÎ�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���ÄÀ��Â�ÎÑÒÀ×��2��¯ÐÎÒÅ�ÊÂÀÄÐÀÒ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�
×ÈÑËÀ�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ���ÄÀ��Â�ÎÑÒÀ×��ÀÁÎ�0��ÀÁÎ�1��ÄÈÂ��ÇÀÄÀ×Ó���20���

П Р И К Л А Д   2  � ¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ� Ð�ÇÍÈÖß� ×ÈÑËÀ�� ßÊÅ� ÌÀ�� ÍÅÏÀÐÍÓ�
Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÖÈÔÐ�� ��×ÈÑËÀ��ÇÀÏÈÑÀÍÎÃÎ�ÒÈÌÈ�ÑÀÌÈÌÈ�ÖÈÔÐÀÌÈ��ÀËÅ�
Ó�ÇÂÎÐÎÒÍÎÌÓ�ÏÎÐßÄÊÓ��Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ����

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��ÅÕÀÉ�ÎÄÍÅ�×ÈÑËÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��D��À�ÄÐÓÃÅ��ÎÒÐÈÌÀÍÅ�
ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÊÎÞ�ÖÈÔÐ�×ÈÑËÀ�D��ÄÎÐ�ÂÍÞ��E�

¯ÎÇÍÀ×ÈÌÎ1�×ÅÐÅÇ�6��Q��ÑÓÌÓ�ÖÈÔÐ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�Q��®×Å�
ÂÈÄÍÎ��ÙÎ�6��D��=�6��E��

¬À�ÌÎ��
D�{�6��D���PRG����
E�{�6��E���PRG����
D�w�E�{�0��PRG����

ÒÎÁÒÎ�( ) .a b− �9

¯ÐÎÍÓÌÅÐÓ�ÌÎ� ÖÈÔÐÈ� ×ÈÑËÀ� D� ÑÏÐÀÂÀ� ÍÀË�ÂÎ� ×ÈÑËÀÌÈ� 0�� 1��
2�������2Q�

¯ÎÇÍÀ×ÈÌÎ�×ÅÐÅÇ�3��Q��Ð�ÇÍÈÖÞ�Ì�Æ�ÑÓÌÎÞ�ÖÈÔÐ�Ç�ÏÀÐÍÈÌÈ�ÍÎ�
ÌÅÐÀÌÈ�É�ÑÓÌÎÞ�ÖÈÔÐ�Ç�ÍÅÏÀÐÍÈÌÈ�ÍÎÌÅÐÀÌÈ�×ÈÑËÀ�Q��²ÎÄ��

3��D��=��D0�+�D2�+�����+�D2Q�w�2�+�D2Q��w��D1�+�D��+�����+�D2Q�w���+�D2Q�w�1��
3��E��=��D2Q�+�D2Q�w�2�+�����+�D2�+�D0��w��D2Q�w�1�+�D2Q�w���+�����+�D��+�D1��
®×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ�3��D��=�3��E��
¬À�ÌÎ��

D�{�3��D���PRG�11��
E�{�3��E���PRG�11��
D�w�E�{�0��PRG�11��

ÒÎÁÒÎ�( ) .a b− �11

®ÑÊ�ËÜÊÈ�±¤�����11��=�1��ÒÎ�( ) .a b− �99 �

1.  Сформулюйте ознаку подільності на 3.
2.  Сформулюйте ознаку подільності на 9.
3.  Сформулюйте ознаку подільності на 11.

1�²ÀÊÅ�ÏÎÇÍÀ×ÅÍÍß�ÁÓÄÅ�ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÎ�É�ÄÀË��Â�ÇÀÄÀ×ÀÕ�ÖÜÎÃÎ�ÏÓÍÊÒÓ�
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ВПРАВИ

11.1.q�¿Ê���Ç�×ÈÑÅË�������1�����2����1�����21���2�22��0���Ä�ËßÒÜÑß�
ÍÀÖ�ËÎ��1��ÍÀ����2��ÍÀ�������ÍÀ�11"

�11.2.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ1��ÙÎ�a a a a a an n − ≡1 1 0 1 0 4... (mod ).

�11.3.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�a a a a a an n − ≡1 1 0 1 0 25... (mod ).

�11.4.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�a a a a a a a an n − ≡1 2 1 0 2 1 0 8... (mod ).

�11.5.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�a a a a a a a an n − ≡1 2 1 0 2 1 0 125... (mod ).

�11.6.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ
�a a a a a a a an n k k k k

k
− − − −≡1 1 0 1 2 0 2... ... ... (mod ).

�11.7.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�a a a a a a a an n k k k k
k

− − − −≡1 1 0 1 2 0 5... ... ... (mod ).

11.8.q�§ÀÏÈØ�ÒÜ��ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ÏÎ�ÎÄÍÎÌÓ�ÐÀÇÓ�ÊÎÆÍÓ��Ç�ÖÈÔÐ�0��
1��������ÍÀÉÁ�ËÜØÅ���ÍÀÉÌÅÍØÅ�×ÎÒÈÐÈÖÈÔÐÎÂ��×ÈÑËÀ��ÊÐÀÒÍ��1��

¿�11.9.q�¤Î�×ÈÑËÀ�1��ÄÎÏÈØ�ÒÜ�Ë�ÂÎÐÓ×���ÏÐÀÂÎÐÓ×�ÏÎ�ÎÄÍ�É�ÖÈÔÐ��
ÒÀÊ��ÙÎÁ�ÓÒÂÎÐÅÍÅ�×ÈÑËÎ�ÁÓËÎ�ÊÐÀÒÍÈÌ�1���±Ê�ËÜÊÈ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�
ÌÀ��ÇÀÄÀ×À"

¿�11.10.q�¤Î�×ÈÑËÀ����ÄÎÏÈØ�ÒÜ�Ë�ÂÎÐÓ×���ÏÐÀÂÎÐÓ×�ÏÎ�ÎÄÍ�É�ÖÈÔÐ��
ÒÀÊ��ÙÎÁ�ÓÒÂÎÐÅÍÅ�×ÈÑËÎ�ÁÓËÎ�ÊÐÀÒÍÈÌ�����±Ê�ËÜÊÈ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�
ÌÀ��ÇÀÄÀ×À"

¿�11.11.q�§ÀÌ�ÑÒÜ�Ç�ÐÎ×ÎÊ�ÏÎÑÒÀÂÒÅ�ÒÀÊ��ÖÈÔÐÈ��ÙÎÁ�×ÈÑËÎ����
Ä�ËÈËÎÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�1���§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÌÎÆËÈÂ��ÐÎÇÂsßÇÊÈ�

¿�11.12.q�§ÀÌ�ÑÒÜ�Ç�ÐÎ×ÎÊ�ÏÎÑÒÀÂÒÅ�ÒÀÊ��ÖÈÔÐÈ��ÙÎÁ�×ÈÑËÎ����
Ä�ËÈËÎÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ����§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÌÎÆËÈÂ��ÐÎÇÂsßÇÊÈ�

¿�11.13.q�§ÀÌ�ÑÒÜ�Ç�ÐÎ×ÊÈ�ÏÎÑÒÀÂÒÅ�ÒÀÊÓ�ÖÈÔÐÓ��ÙÎÁ�ÑÅÌÈÖÈÔÐÎÂÅ�
×ÈÑËÎ�1��������Ä�ËÈËÎÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ����

¿�11.14.q�§ÀÌ�ÑÒÜ�Ç�ÐÎ×ÎÊ�ÏÎÑÒÀÂÒÅ�ÒÀÊ��ÖÈÔÐÈ��ÙÎÁ�ÑÅÌÈÖÈÔÐÎÂÅ�
×ÈÑËÎ�2�������Ä�ËÈËÎÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ����

¿�11.15.q��§ÀÌ�ÑÒÜ�Ç�ÐÎ×ÎÊ�ÏÎÑÒÀÂÒÅ�ÒÀÊ��ÖÈÔÐÈ��ÙÎÁ�×ÈÑËÎ��2���
Ä�ËÈËÎÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ��2�

¿�11.16.q�§ÀÌ�ÑÒÜ�Ç�ÐÎ×ÎÊ�ÏÎÑÒÀÂÒÅ�ÒÀÊ��ÖÈÔÐÈ��ÙÎÁ�×ÈÑËÎ���2��2��
Ä�ËÈËÎÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ����

1��³�ÇÀÄÀ×ÀÕ�11�2w11����ßÊÙÎ�ÏÅÐØÀ�Ë�ÂÎÐÓ×�ÖÈÔÐÀ�×ÈÑËÀ��ÇÀÏÈÑÀÍÎÃÎ�
Â�ÏÐÀÂ�É�×ÀÑÒÈÍ��ÊÎÍÃÐÓÅÍÖ����ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÍÓËÞ��ÒÎ�ÇÀÏÈÑ�ÖÜÎÃÎ�×ÈÑËÀ�ÏÎÒÐ�ÁÍÎ�
×ÈÒÀÒÈ��ÏÎ×ÈÍÀÞ×È�Ç�ÍÀÑÒÓÏÍÎ��ÖÈÔÐÈ�



11.  Ознаки подільності 77

¿�11.17.q�̧ ÅÑÒÈÖÈÔÐÎÂÅ�×ÈÑËÎ�ÊÐÀÒÍÅ����¿ÊÓ�ÍÀÉÁ�ËÜØÓ�ÑÓÌÓ�ÖÈÔÐ�
ÂÎÍÎ�ÌÎÆÅ�ÌÀÒÈ"

¿�11.18.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÍÀÉÌÅÍØÅ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ��ÊÐÀÒÍÅ�����Ó�ÇÀÏÈÑ��
ßÊÎÃÎ�ÇÓÑÒÐ�×ÀÞÒÜÑß�ÂÑ��10�ÖÈÔÐ�

11.19.x�·È��ÑÍÓ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ��ÄÎÁÓÒÎÊ�ÖÈÔÐ�ßÊÎÃÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��
1�����1�1��"

¿� 11.20.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�� Ó� ÄÅÑßÒÊÎÂÎÌÓ� ÇÀÏÈÑ��
ßÊÎÃÎ�ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÎ�ÎÄÈÍ�ÐÀÇ�ÖÈÔÐÓ�1��ÄÂÀ�ÐÀÇÈ�x�ÖÈÔÐÓ�2��ÒÐÈ�
ÐÀÇÈ�x�ÖÈÔÐÓ�����×ÎÒÈÐÈ�ÐÀÇÈ�x�ÖÈÔÐÓ����ÍÅ���ÊÂÀÄÐÀÒÎÌ�ÍÀ�
ÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�

11.21.xx�·È�ÌÎÆÅ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ��Ó�ÇÀÏÈÑ��ßÊÎÃÎ���Ò�ËÜÊÈ�ÖÈÔÐÈ�
0������ÁÓÒÈ�ÊÂÀÄÐÀÒÎÌ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ"

11.22.xx�±ÏÎ×ÀÒÊÓ�ÎÁ×ÈÑËÈËÈ�ÑÓÌÓ�ÖÈÔÐ�×ÈÑËÀ��ßÊÅ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÄÎ�
ÁÓÒÊÓ�1 2 3 99 1000æ æ æ æ æ... .�¯ÎÒ�Ì�ÎÁ×ÈÑËÈËÈ�ÑÓÌÓ�ÖÈÔÐ�ÎÒ�

ÐÈÌÀÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ��²ÀÊ�ÐÎÁÈËÈ�ÄÎÒÈ��ÄÎÊÈ�ÍÅ�ÎÒÐÈÌÀËÈ�ÎÄÍÎÖÈÔ�
ÐÎÂÅ�×ÈÑËÎ��¿ÊÅ�ÖÅ�×ÈÑËÎ"

11.23.xx�³�ÄÅÑßÒÊÎÂÎÌÓ�ÇÀÏÈÑ��×ÈÑËÀ�2�101�Ï�ÄÐÀÕÓÂÀËÈ�ÑÓÌÓ�ÖÈÔÐ��
¢�ÎÒÐÈÌÀÍÎÌÓ�×ÈÑË��ÇÍÎÂ�Ï�ÄÐÀÕÓÂÀËÈ�ÑÓÌÓ�ÖÈÔÐ����ÒÀÊ�ÄÎÒÈ��
ÄÎÊÈ�ÍÅ�ÎÒÐÈÌÀËÈ�ÎÄÍÎÖÈÔÐÎÂÅ�×ÈÑËÎ��¿ÊÅ�ÖÅ�×ÈÑËÎ"

11.24.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��Q�+�6��Q��=�1000�� 2��Q2�+��6��Q��2�=�1000�

11.25.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��Q�+�6��Q��=�1001�� 2��Q�+�6��Q��+�6��6��Q���=�2000�

11.26.xx�ÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�Q�ÒÀÊÅ��ÙÎ�6��Q��=�6���Q���¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�
Q�ÊÐÀÒÍÅ���

11.27.�ÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�Q�ÒÀÊÅ��ÙÎ�×ÈÑËÎ�Q2�+�1�x�ÄÅÑßÒÈÖÈÔÐÎ�
ÂÅ��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�Â�ÇÀÏÈÑ��×ÈÑËÀ�Q2�+�1�ÇÍÀÉÄÓÒÜÑß�ÄÂ��ÎÄÍÀÊÎÂ��
ÖÈÔÐÈ�

¿�11.28.�·È�ÌÎÆÍÀ��ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ÊÎÆÍÓ��Ç�ÖÈÔÐ�1��2��������
�����ÏÎ�ÎÄÍÎÌÓ�ÐÀÇÓ��ÇÀÏÈÑÀÒÈ�ØÅÑÒÈÖÈÔÐÎÂÅ�×ÈÑËÎ��ßÊÅ�Ä�ËÈÒÜÑß�
ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�11"

11.29.�·ÈÑËÀ�2000��2001�������2010�ÇÀÏÈÑÀËÈ�ÎÄÍÅ�ÇÀ�ÎÄÍÈÌ�Ó�ÄÅ�
ßÊÎÌÓ�ÏÎÐßÄÊÓ��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÎÒÐÈÌÀÍÅ����ÖÈÔÐÎÂÅ�×ÈÑËÎ�ÌÀ��
ÏÐÈÍÀÉÌÍ��×ÎÒÈÐÈ�Ð�ÇÍÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�Ä�ËÜÍÈÊÈ�

11.30.�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��n ∈�,�ÄËß�ßÊÈÕ�ÌÀ��Ì�ÑÖÅ�ÒÀÊÀ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ��

ßÊÙÎ�ÑÓÌÀ�ÖÈÔÐ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�Q��ÒÎ�É�
ÑÀÌÅ�×ÈÑËÎ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�Q�
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·ÈÑËÎ�1�ÌÀ��Ò�ËÜÊÈ�ÎÄÈÍ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÉ�Ä�ËÜÍÈÊ��À�ÑÀÌÅ�1��¡ÓÄÜ�
ßÊÅ��ÍØÅ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�Q�ÌÀ��ÙÎÍÀÉÌÅÍØÅ�ÄÂÀ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�
Ä�ËÜÍÈÊÈ��1���Q�

·ÈÑËÎ���ÌÀ��Ò�ËÜÊÈ�ÄÂÀ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�Ä�ËÜÍÈÊÈ��1������²ÀÊÓ�ÑÀÌÓ�
ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ�ÌÀÞÒÜ��ÍÀÏÐÈÊËÀÄ��×ÈÑËÀ�2�����11��1���²ÀÊ��×ÈÑËÀ�ÍÀ�
ÇÈÂÀÞÒÜ�ÏÐÎÑÒÈÌÈ�

®ÇÍÀ×ÅÍÍß. � ÀÒÓÐÀËÜÍÅ� ×ÈÑËÎ� ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ� ÏÐÎÑÒÈÌ�� ßÊÙÎ�
ÂÎÍÎ�ÌÀ�� Ò�ËÜÊÈ� ÄÂÀ� Ð�ÇÍÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ� Ä�ËÜÍÈÊÈ�� ÎÄÈÍÈÖÞ� ÒÀ�
ÑÀÌÅ�ÖÅ�×ÈÑËÎ.

·ÈÑËÎ���ÌÀ��ÒÐÈ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�Ä�ËÜÍÈÊÈ��1��2����
·ÈÑËÎ���ÌÀ��×ÎÒÈÐÈ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�Ä�ËÜÍÈÊÈ��1��2�������

®ÇÍÀ×ÅÍÍß. � ÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ��ßÊÅ�ÌÀ��Á�ËÜØÅ�Í�Æ�ÄÂÀ�ÍÀ�
ÒÓÐÀËÜÍÈÕ�Ä�ËÜÍÈÊÈ��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÑÊËÀÄÅÍÈÌ.

·ÈÑËÀ�������x�ÑÊËÀÄÅÍ��×ÈÑËÀ�
®ÑÊ�ËÜÊÈ�×ÈÑËÎ�1�ÌÀ��Ò�ËÜÊÈ�ÎÄÈÍ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÉ�Ä�ËÜÍÈÊ��ÒÎ�ÉÎÃÎ�

ÍÅ�ÂÂÀÆÀÞÒÜ�Í��ÏÐÎÑÒÈÌ��Í��ÑÊËÀÄÅÍÈÌ�
¿ÊÙÎ�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÎ�ÂÈÏÈÑÓÂÀÒÈ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ��ÒÎ�ËÅÃÊÎ�ÏÎÌ��

ÒÈÒÈ��ÙÎ�ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ�ÇÓÑÒÐ�×ÀÞÒÜÑß�ÍÀÁÀÃÀÒÎ�Ð�ÄØÅ��Í�Æ�ÑÊËÀÄÅÍ���
²ÀÊ��ÏÅÐØÀ�ÒÈÑß×À�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�Ì�ÑÒÈÒÜ�1���ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË��
ÄÐÓÃÀ�x�1����ÒÐÅÒß�x�12���¡�ËÜØÅ�ÒÎÃÎ��ÌÎÆÍÀ�ÂÊÀÇÀÒÈ�ÏÐÎÌ�Æ�
ÊÈ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�ÐßÄÓ�ÁÓÄÜ�ßÊÎ��ÄÎÂÆÈÍÈ��ßÊ��ÍÅ�Ì�ÑÒßÒÜ�ÆÎÄÍÎÃÎ�
ÏÐÎÑÒÎÃÎ�×ÈÑËÀ�

ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÑÅÐÅÄ�Q�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��Q�+�1���+�2��
�Q�+�1���+����������Q�+�1���+�Q�+�1��ÄÅ�Q�!�1��ÍÅÌÀ��ÆÎÄÍÎÃÎ�ÏÐÎÑÒÎÃÎ�
×ÈÑËÀ1��±ÏÐÀÂÄ���ÏÅÐØÅ�×ÈÑËÎ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�2���Á�ËÜØÅ�ÇÀ�2��
ÄÐÓÃÅ�×ÈÑËÎ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�����Á�ËÜØÅ�ÇÀ���ÒÎÙÎ�

¬ÎÆÅ�ÂÈÍÈÊÍÓÒÈ�Ã�ÏÎÒÅÇÀ��ÙÎ�Â�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÌÓ�ÐßÄ���ÏÎ×ÈÍÀÞ×È�
Ç�ÄÅßÊÎÃÎ�Ì�ÑÖß��ÓÇÀÃÀË��ÍÅÌÎÆËÈÂÎ�ÍÀÒÐÀÏÈÒÈ�ÍÀ�ÏÐÎÑÒÅ�×ÈÑËÎ��
 ËÅ�ÖÅ�ÍÅ�ÒÀÊ��¤ÀÂÍÜÎÃÐÅÖÜÊÈÉ�Ó×ÅÍÈÉ�¥ÂÊË�Ä�Ó�ÑÂÎ�É�ÇÍÀÌÅÍÈÒ�É�
ÊÍÈÇ���À×ÀËÀ��ÄÎÂ�Â��ÙÎ��ÑÍÓ��ÁÅÇË�×�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË�

²ÅÎÐÅÌÀ�12.1. ¬ноÆина ÏроÑтиÕ чиÑел є неÑкінченноÞ.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��ÅÕÀÉ�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË��� ÑÊ�Í×ÅÍÍÎÞ�ÒÀ�
ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË�S1��S2�������SQ�

1�±ÈÌÂÎËÎÌ�N��ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�ÄÎÁÓÒÎÊ�N�ÏÅÐØÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��×ÈÒÀ�
ÞÒÜ���N�ÔÀÊÒÎÐ�ÀË����ÀÏÐÈÊËÀÄ��3 1 2 3! ;= æ æ �5 1 2 3 4 5! .= æ æ æ æ ���¤Î�
ÌÎÂÈËÈÑß�ÂÂÀÆÀÒÈ��ÙÎ�1��=�1���0��=�1�
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°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�×ÈÑËÎ� p p p pn= +1 2 1æ æ... .

¦ÎÄÍÅ��Ç�×ÈÑÅË�S1��S2�������SQ�ÍÅ���Ä�ËÜÍÈÊÎÌ�×ÈÑËÀ�S��×ÈÑËÎ�S�ÏÐÈ�
Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ�ÊÎÆÍÅ��Ç�ÖÈÕ�×ÈÑÅË�ÄÀ��Â�ÎÑÒÀ×��1�

ÅÕÀÉ�P�x�ÍÀÉÌÅÍØÈÉ�Ä�ËÜÍÈÊ�×ÈÑËÀ�S��Â�ÄÌ�ÍÍÈÉ�Â�Ä�1��¿ÊÙÎ�
×ÈÑËÎ�P�ÑÊËÀÄÅÍÅ��ÒÎ��ÑÍÓ��Ä�ËÜÍÈÊ�×ÈÑËÀ�S��Â�ÄÌ�ÍÍÈÉ�Â�Ä�1��ßÊÈÉ�
ÌÅÍØÈÉ�Â�Ä�P��®ÒÆÅ��×ÈÑËÎ�P�ÏÐÎÑÒÅ�É�ÍÅ�Ì�ÑÒÈÒÜÑß�ÑÅÐÅÄ�×ÈÑÅË�
S1��S2�������SQ��®ÒÐÈÌÀËÈ�ÑÓÏÅÐÅ×Í�ÑÒÜ��

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÄÅßÊ��ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË�

²ÅÎÐÅÌÀ� 12.2. Якщо ÏроÑте чиÑло S1 ділитьÑя націло на 
ÏроÑте чиÑло S2, то S1�=�S2.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��·ÈÑËÎ�S1�ÌÀ��Ò�ËÜÊÈ�ÄÂÀ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�Ä�ËÜÍÈÊÈ��
1���S1��®ÑÊ�ËÜÊÈ�S2�≠�1��ÒÎ�S2�=�S1��

²ÅÎÐÅÌÀ�12.3. ¤ля ÁÓдь�якого натÓрального чиÑла n і даного 
ÏроÑтого чиÑла S ÑÏраведливе одне з двоÕ твердÆень� n�� S аÁо 
±¤ �n� S��=�1.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��·ÈÑËÎ� S�ÌÀ�� Ò�ËÜÊÈ� ÄÂÀ� ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ� Ä�ËÜÍÈÊÈ��
1���S��®ÒÆÅ��±¤��Q��S��ÌÎÆÅ�ÍÀÁÓÂÀÒÈ�Ò�ËÜÊÈ�ÄÂÎÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ��1���S��
¿ÊÙÎ�±¤��Q��S��=�S��ÒÎ�Q���S��

²ÅÎÐÅÌÀ�12.4. Якщо aE�� S, де a ���, E ���, S x ÏроÑте чиÑло, 
то аÁо a�� S, аÁо E�� S.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��¿ÊÙÎ�a p� ,�ÒÎ�ÒÅÎÐÅÌÓ�ÄÎÂÅÄÅÍÎ��¿ÊÙÎ�×ÈÑËÎ�D�ÍÅ�

ÊÐÀÒÍÅ�×ÈÑËÓ�S��ÒÎ�ÇÀ�ÒÅÎÐÅÌÎÞ�12���ÌÀ�ÌÎ��ÙÎ�±¤��D��S��=�1��²ÎÄ��
ÇÀ�ÒÅÎÐÅÌÎÞ�10���b p� .�

ÀÑË�ÄÎÊ.�Якщо доÁÓток a a an1 2 æ æ...  натÓральниÕ чиÑел 
ділитьÑя націло на ÏроÑте чиÑло S, то Õоча Á один із мноÆників 
a1, a2, ..., an ділитьÑя націло на S�

¤ÎÂÅÄ�ÒÜ�ÖÞ�ÒÅÎÐÅÌÓ�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ�
�ÍÒÓ�ÒÈÂÍÎ�ÇÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�ÑÊËÀÄÅÍÅ�×ÈÑËÎ�ÌÎÆÍÀ�ÏÎÄÀÒÈ�

Ó�ÂÈÃËßÄ��ÄÎÁÓÒÊÓ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË��ÐÎÇÊËÀÑÒÈ�ÍÀ�ÏÐÎÑÒ��ÌÍÎÆÍÈÊÈ���
¶ÅÉ�ÔÀÊÒ�Ï�ÄÊÐÅÑËÞ��ÎÑÎÁËÈÂÓ�ÐÎËÜ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË�ßÊ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â��
Ç�ßÊÈÕ�ÁÓÄÓ�ÒÜÑß�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�

²ÎÌÓ� ÒÅÎÐÅÌÓ�� ßÊÀ� ÎÁ�ÐÓÍÒÎÂÓ�� �ÑÍÓÂÀÍÍß� ÒÀÊÎÃÎ� ÐÎÇÊËÀÄÓ��
ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ� ÎÑÍÎÂÍÎÞ� ÒÅÎÐÅÌÎÞ� ÀÐÈÔÌÅÒÈÊÈ�� ¯ÅÐØÈÌ� ÄÎÂ�Â� ���
ª��´��£ÀÓÑÑ�

²ÅÎÐÅÌÀ�12.5��ÎÑÍÎÂÍÀ�ÒÅÎÐÅÌÀ�ÀÐÈÔÌÅÒÈÊÈ�. ¡Óдь�яке 
натÓральне чиÑло, відмінне від 1, аÁо є ÏроÑтим, аÁо моÆе ÁÓти 
Ïодано Ó вигляді доÁÓткÓ ÏроÑтиÕ чиÑел. ¤ва розклади натÓ�
рального чиÑла на ÏроÑті мноÆники моÆÓть відрізнятиÑя один 
від одного лиØе Ïорядком ÑлідÓвання мноÆників.
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£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÑÊËÀÄÅÍÅ�×ÈÑËÎ�Q��©ÎÃÎ�ÌÎÆÍÀ�ÏÎÄÀÒÈ�
Ó�ÂÈÃËßÄ��ÄÎÁÓÒÊÓ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��Â�ÄÌ�ÍÍÈÕ�Â�Ä�ÎÄÈÍÈÖ����ÑÍÓ��
ÒÀÊÅ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�N��ÙÎ�2k nO .�²ÎÄ��Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÌÍÎÆÍÈÊ�Â��ÍÀ�
ßÊ��ÐÎÇÊËÀÄÅÍÎ�×ÈÑËÎ�Q����ÍÅ�Á�ËÜØÎÞ�ÇÀ�N��±ÏÐÀÂÄ���ÊÎÆÍÈÉ��Ç�ÖÈÕ�
ÌÍÎÆÍÈÊ�Â�ÍÅ�ÌÅÍØÈÉ�Â�Ä�2��¿ÊÁÈ��ÕÍß�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÁÓËÀ�Á�ËÜØÎÞ�ÇÀ�
N��ÒÎ��ÕÍ�É�ÄÎÁÓÒÎÊ�ÁÓÂ�ÁÈ�Á�ËÜØÈÌ�ÇÀ�2N��ÙÎ�ÑÓÏÅÐÅ×ÈÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��
2k nO .

®ÑÊ�ËÜÊÈ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÌÍÎÆÍÈÊ�Â�Ó�ÐÎÇÊËÀÄ��×ÈÑËÀ�Q���ÍÅ�Á�ËÜØÎÞ�ÇÀ�
N��ÒÎ�ÐÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÒÎÉ��Ç�ÐÎÇÊËÀÄ�Â��ßÊÈÉ�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÍÀÉÁ�ËÜØÓ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�
ÌÍÎÆÍÈÊ�Â��¶Å�����ÐÎÇÊËÀÄ�×ÈÑËÀ�Q�ÍÀ�ÏÐÎÑÒ��ÌÍÎÆÍÈÊÈ��±ÏÐÀÂÄ���
ßÊÙÎ�ßÊÈÉÑÜ��Ç�ÌÍÎÆÍÈÊ�Â���ÑÊËÀÄÅÍÈÌ��ÒÎ��ÐÎÇÊËÀÂØÈ�ÉÎÃÎ�ÍÀ�
ÌÍÎÆÍÈÊÈ��ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ��ÄÎÂØÈÉ��ÐÎÇÊËÀÄ�×ÈÑËÀ�Q�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�

¤ÎÂÅÄÅÌÎ��ÙÎ�ÒÀÊÈÉ�ÐÎÇÊËÀÄ��ÄÈÍÈÉ��ÅÕÀÉ�×ÈÑËÎ�Q�ÌÎÆÍÀ�ÏÎ�
ÄÀÒÈ� Ó� ÂÈÃËßÄ�� ÄÎÁÓÒÊÓ� ÏÐÎÑÒÈÕ� ×ÈÑÅË� ÄÂÎÌÀ� ÑÏÎÑÎÁÀÌÈ�� ÒÎÁÒÎ�
n p p pm= 1 2 æ æ... ���n q q qt= 1 2 æ æ... ,�ÄÅ�mO2,�tO2.

¬À�ÌÎ�� p p p q q qm t1 2 1 2æ æ æ æ... ... .=
«�ÂÀ�×ÀÑÒÈÍÀ�Ö����Ð�ÂÍÎÑÒ��Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�S1��²ÎÄ��É�ÏÐÀÂÀ�

×ÀÑÒÈÍÀ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�S1��§À�ÍÀÑË�ÄÊÎÌ�Ç�ÒÅÎÐÅÌÈ�12���ÎÄÈÍ�
�Ç�ÌÍÎÆÍÈÊ�Â�ÏÐÀÂÎ��×ÀÑÒÈÍÈ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�S1��®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÂÑ��
ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÏÐÀÂÎ��×ÀÑÒÈÍÈ�Ð�ÂÍÎÑÒ����ÏÐÎÑÒÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ��ÒÎ�ÇÀ�ÒÅÎ�
ÐÅÌÎÞ�12�2�ÎÄÈÍ��Ç�ÍÈÕ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��S1��ÅÕÀÉ��ÍÀÏÐÈÊËÀÄ��ÖÅ�×ÈÑËÎ�T1��
¯ÎÄ�ËÈÂØÈ�ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�Ð�ÂÍÎÑÒ��ÍÀ�S1��ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�

p p p q q qm t2 3 2 3æ æ æ æ... ... .=
¬�ÐÊÓÞ×È�ÀÍÀËÎÃ�×ÍÎ��ÌÎÆÍÀ�ÎÒÐÈÌÀÒÈ�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ� p p pm3 4 æ æ... = ��

p p p q q qm t3 4 3 4æ æ æ æ... ...= ���Ò��Ä��§ÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�ÂÐÅØÒ��ÐÅØÒ�ÏÐÈÉÄÅÌÎ�ÄÎ�Ð�ÂÍÎ�

ÑÒ��1�=�1�
²ÀÊÈÌ�×ÈÍÎÌ��ÇÀÇÍÀ×ÅÍ��ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÐÎÇÁÈÂÀÞÒÜÑß�ÍÀ�ÏÀÐÈ�Ð�ÂÍÈÕ�

ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË��À�ÖÅ�ÄÎÂÎÄÈÒÜ��ÙÎ�ÐÎÇÊËÀÄ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�ÍÀ�
ÏÐÎÑÒ��ÌÍÎÆÍÈÊÈ�x��ÄÈÍÈÉ��

¿ÊÙÎ�Â�ÐÎÇÊËÀÄ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�ÄÅßÊ��ÏÐÎÑÒ��ÌÍÎÆÍÈÊÈ�
ÏÎÂÒÎÐÞÞÒÜÑß��ÒÎ��ÕÍ�É�ÄÎÁÓÒÎÊ�ÇÀÏÈÑÓÞÒÜ�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÑÒÅÏÅÍß�

ÀÏÐÈÊËÀÄ��2940 2 2 3 5 7 7 2 3 5 72 2= =æ æ æ æ æ æ æ æ .

³ÇÀÃÀË��� ÐÎÇÊËÀÄ�×ÈÑËÀ�ÍÀ�ÏÐÎÑÒ��ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÌÎÆÍÀ� ÇÀÏÈÑÀÒÈ�
Ó�ÂÈÃËßÄ��

n p p pk
k= 1 2

1 2α α α..... ,

ÄÅ�D1��D2�������DN�x�ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ��S1��S2�������SN�x�ÏÎÏÀÐÍÎ�Ð�ÇÍ��
ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ�

²ÀÊÈÉ� ÇÀÏÈÑ� ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ� ÊÀÍÎÍ�×ÍÈÌ� ÐÎÇÊËÀÄÎÌ� ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�
×ÈÑËÀ�
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П’єр Ферма 
(1601–1665)

Французький математик, за фахом 
юрист. ȯ одним із фундаторів теорії 
чисел. Автор низки видатних праць 
з різних галузей математики, які 
справили значний вплив на подальший 
розвиток математики.

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÙÅ�ÎÄÍÓ�ÂÀÆËÈÂÓ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË�

²ÅÎÐÅÌÀ�12.6� �ÌÀËÀ�ÒÅÎÐÅÌÀ�´ÅÐÌÀ�. Якщо натÓральне 
чиÑло a не ділитьÑя націло на ÏроÑте чиÑло S, то aS w�1�{�1��PRG�S�.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�S�w�1�×ÈÑËÎ��D��2D���D��������S�w�1��D��
®×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ�ÊÎÆÍÅ��Ç�ÖÈÕ�×ÈÑÅË�ÍÅ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�S��ÅÕÀÉ�
U1��U2�������US�w�1�x��ÕÍ��ÎÑÒÀ×��ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ�S�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎ��¤ÎÂÅÄÅÌÎ��
ÙÎ�ÆÎÄÍ��ÄÂÀ�Ç�ÐÎÇÃËßÄÓÂÀÍÈÕ�×ÈÑÅË�ÍÅ�ÄÀÞÒÜ�ÎÄÍÀÊÎÂÈÕ�ÎÑÒÀ×�ÏÐÈ�
Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ�S�

¯ÐÈÏÓÑÒÈÌÎ��ÙÎ�ÒÀÊ��ÄÂÀ�×ÈÑËÀ�ÇÍÀÉÄÓÒÜÑß��¯ÎÇÍÀ×ÈÌÎ��Õ�PD�
��QD�� ÄÅ�1 1P Pm p − ,�1 1P Pn p − ,�P� !�Q�� ²ÎÄ�� ( ) ,ma na p− � � ÒÎÁÒÎ�

( ) .m n a p− � �¯ÐÎÒÅ�±¤��D��S��=�1��²ÎÄ�� ( ) ,m n p− � �ÙÎ�ÍÅÌÎÆËÈÂÎ��

ÀÄÆÅ�0���P�w�Q���S�
®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ�×ÈÑËÎ�S��ÑÍÓ��S�w�1�ÍÅÍÓËÜÎÂÀ�ÎÑÒÀ×À��

À�×ÈÑËÀ�D��2D���D���S�w�1��D�ÄÀÞÒÜ�Ð�ÇÍ��ÎÑÒÀ×��ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ�S��ÒÎ�
ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�
� ^U1��U2�������US�w�1`�=�^1��2�������S�w�1`�� ��

¬À�ÌÎ��D�{�U1��PRG�S��
2D�{�U2��PRG�S��
�����
�S�w�1��D�{�US�w�1��PRG�S��

§Â�ÄÑÈ�a a a p a r r r ppæ æ æ æ æ æ2 3 1 1 2 1... ( ) ... (mod ).− ≡ − �³ÐÀÕÎÂÓ�

Þ×È�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�����ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ�

1 2 1 1 2 11æ æ æ æ æ æ... ( ) ... ( ) (mod );p a p pp− ≡ −−

DS�w�1�{�1��PRG�S���
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ÀÑË�ÄÎÊ.�¤ля ÁÓдь�якого натÓрального чиÑла a і ÏроÑтого 
чиÑла S маємо� aS {�a��PRG�S��

¤ÎÂÅÄ�ÒÜ�ÖÞ�ÒÅÎÐÅÌÓ�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ�
�§ÀÄÀ×À��¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�ÂÑ��Ä�ËÜÍÈÊÈ�×ÈÑËÀ�Q��Â�ÄÌ�ÍÍ��Â�Ä�1��

Á�ËÜØ���Í�Æ� n.�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�×ÈÑËÎ�Q�ÏÐÎÑÒÅ�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��ÅÕÀÉ�×ÈÑËÎ�Q�ÑÊËÀÄÅÍÅ��²ÎÄ��Q�=�N1vN2��ÄÅ�N1�!�1�

��N2�!�1��§À�ÓÌÎÂÎÞ�k n1 > ���k n2 > .�§Â�ÄÑÈ�k k n1 2æ > .�®ÒÐÈÌÀËÈ�
ÑÓÏÅÐÅ×Í�ÑÒÜ��

¤ÎÂÅÄÅÍÀ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ�ÄÀ��ÇÌÎÃÓ�ÑÊÎÐÎÒÈÒÈ�ÒÅÕÍ�×ÍÓ�ÐÎÁÎÒÓ�Ï�Ä�
×ÀÑ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÒÎÃÎ��×È���ÄÀÍÅ�×ÈÑËÎ�Q�ÏÐÎÑÒÈÌ��ÄÎÑÈÒÜ�ÎÁÌÅÆÈ�ÒÈÑß�
ÏÅÐÅÂ�ÐÊÎÞ�ÏÎÄ�ËÜÍÎÑÒ��×ÈÑËÀ�Q�ÍÀ�ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ��ßÊ��ÍÅ�ÏÅÐÅÂÈÙÓ�
ÞÒÜ� n.

П Р И К Л А Д   1  �§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ�� ÒÀÊ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ�Q��ÙÎ�×ÈÑËÀ�
Q�+�1��Q�+�11��Q�+�2����ÏÐÎÑÒÈÌÈ�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ�� ®ÑÊ�ËÜÊÈ�Ð�ÇÍÈÖß�ÆÎÄÍÈÕ��Ç�ÄÂÎÕ�ÄÀÍÈÕ�×ÈÑÅË�
ÍÅ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ����ÒÎ�ÂÑ��ÂÎÍÈ�ÄÀÞÒÜ�Ð�ÇÍ��ÎÑÒÀ×��ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��
ÍÀ����®ÒÆÅ��ÎÄÍÅ��Ç�ÖÈÕ�×ÈÑÅË�ÊÐÀÒÍÅ����À�ÎÑÊ�ËÜÊÈ�ÂÎÍÎ���ÏÐÎÑÒÈÌ��
ÒÎ�ÑÀÌÅ�ÂÎÍÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ�����§ÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�ÖÅ�ÌÎÆÅ�ÁÓÒÈ�Ò�ËÜÊÈ�×ÈÑËÎ�
Q�+�1��§Â�ÄÑÈ�Q�=�2��²ÎÄ��Q�+�11�=�1���Q�+�2��=�2���

П Р И К Л А Д   2  �ÀÒÓÐÀËÜÍÅ� ×ÈÑËÎ�Q� ÒÀÊÅ��ÙÎ� 2Q�=�S1�+�S2�� ÄÅ� S1�
��S2�x�ÏÎÑË�ÄÎÂÍ��ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ��Á�ËÜØ��ÇÀ�2��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�×ÈÑËÎ�Q�
ÑÊËÀÄÅÍÅ�

¯Í Æ Á sÞ Æ ¿ ÌÌ Þ�� ÅÕÀÉ� S1� �� S2�� ²ÎÄ�� p p
p p

1
1 2

22
< <

+
, � ÒÎÁÒÎ�

S1���Q���S2��®ÑÊ�ËÜÊÈ�S1���S2�x�ÏÎÑË�ÄÎÂÍ��ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ��ÒÎ�×ÈÑËÎ�
Q�x�ÑÊËÀÄÅÍÅ��

П Р И К Л А Д   3  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ó�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑËÀÕ�Ð�ÂÍßÍÍß�xy�+�1�=�]�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ�� ¿ÊÙÎ�x�≠�2��ÒÎ�x�x�ÍÅÏÀÐÍÅ�×ÈÑËÎ����Ë�ÂÀ�×ÀÑ�

ÒÈÍÀ�Ð�ÂÍßÍÍß�Á�ËÜØÀ�ÇÀ�2�ÒÀ���ÏÀÐÍÈÌ�×ÈÑËÎÌ��³�ÖÜÎÌÓ�ÂÈÏÀÄÊÓ�
×ÈÑËÎ�]�ÏÐÎÑÒÈÌ�ÁÓÒÈ�ÍÅ�ÌÎÆÅ�

®ÒÆÅ��x�=�2��¬À�ÌÎ��2y�+�1�=�]��¿ÊÙÎ�y�x�ÍÅÏÀÐÍÅ�×ÈÑËÎ��ÒÎ�×ÈÑËÎ�
2y�+�1�ÌÎÆÍÀ�ÐÎÇÊËÀÑÒÈ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ��ÊÎÆÍÈÉ�Ç�ßÊÈÕ�Á�ËÜØÈÉ�ÇÀ�1��
§ÍÎÂ�ÒÀÊÈ�Ó�ÖÜÎÌÓ�ÂÈÏÀÄÊÓ�×ÈÑËÎ�]�ÏÐÎÑÒÈÌ�×ÈÑËÎÌ�ÁÓÒÈ�ÍÅ�ÌÎÆÅ��
§Â�ÄÑÈ�y�x�ÏÀÐÍÅ�ÏÐÎÑÒÅ�×ÈÑËÎ��ÒÎÁÒÎ�y�=�2��²ÎÄ��]�=�22�+�1�=���

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��x�=�2��y�=�2��]�=����

П Р И К Л А Д   4  �§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÑÒÀ×Ó�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��×ÈÑËÀ��102�ÍÀ�101�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��®ÑÊ�ËÜÊÈ�101�x�ÏÐÎÑÒÅ�×ÈÑËÎ��ÒÎ�ÇÀ�ÌÀËÎÞ�ÒÅÎ�

ÐÅÌÎÞ�´ÅÐÌÀ
�100�{�1��PRG�101��
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§Â�ÄÑÈ
�102�{����PRG�101��

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ�����

П Р И К Л А Д   5  �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÊÎËÈ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�Q�ÍÅ�Ä�ËÈÒÜÑß�
ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�1���ÒÎ�ÀÁÎ�( ) ,n8 1 17− � �ÀÁÎ�( ) .n8 1 17+ �

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��§À�ÌÀËÎÞ�ÒÅÎÐÅÌÎÞ�´ÅÐÌÀ�
Q1��{�1��PRG�1���

§Â�ÄÑÈ
( ) ,n16 1 17− �

( ) ( ) .n n8 81 1 17− + �
®ÑÊ�ËÜÊÈ�1����ÏÐÎÑÒÈÌ�×ÈÑËÎÌ��ÒÎ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß�ÇÀÄÀ×��ÂÈÏËÈÂÀ��

Ç�ÒÅÎÐÅÌÈ�12����

1. Яке число називають простим?

2. Яке число називають складеним?

3. Скінченною чи нескінченною є множина простих чисел?

4. Сформулюйте основну теорему арифметики.

5. Що називають канонічним розкладом натурального числа?

6. Сформулюйте малу теорему Ферма.

ВПРАВИ

12.1.q� ·È� ÌÎÆÅ� ÄÎÁÓÒÎÊ� ÄÂÎÕ� ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ� ×ÈÑÅË� ÁÓÒÈ� ÏÐÎÑÒÈÌ�
×ÈÑËÎÌ"

12.2.q�·È�ÌÎÆÅ�ÑÓÌÀ�ÄÂÎÕ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË�ÁÓÒÈ�ÏÐÎÑÒÈÌ�×ÈÑËÎÌ"

12.3.q�·È�ÌÎÆÅ�Ð�ÇÍÈÖß�ÄÂÎÕ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË�ÁÓÒÈ�ÏÐÎÑÒÈÌ�×ÈÑËÎÌ"

12.4.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�Q��ÏÐÈ�ßÊÈÕ�×ÈÑËÀ�Q���Q�+�1�
��ÏÐÎÑÒÈÌÈ�

12.5.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�Q��ÏÐÈ�ßÊÈÕ�×ÈÑËÀ�Q���Q�+���
��ÏÐÎÑÒÈÌÈ�

12.6.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�×ÈÑËÀ1�D� ��E� ÒÀÊ���ÙÎ� ab q� .�·È� ��ÏÐÀÂÈËÜÍÈÌ�

ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß��ÙÎ�a q� �ÀÁÎ�b q� ,�ßÊÙÎ��1��T�=�1���2��T�=�21"

1�²ÓÒ���ÄÀË��ÁÓÊÂÀÌÈ�ÏÎÇÍÀ×ÅÍÎ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ��¢ÈÏÀÄÊÈ��ÊÎËÈ�ÁÓÊÂÎÞ�
ÏÎÇÍÀ×ÅÍÎ�Ö�ËÅ�×ÈÑËÎ��ÁÓÄÓÒÜ�ÎÁÓÌÎÂËÅÍ��ÎÊÐÅÌÎ�
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12.7.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�×ÈÑËÀ�P���Q�ÒÀÊ���ÙÎ�mn p� .�·È���ÏÐÀÂÈËÜÍÈÌ�

ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß��ÙÎ�m p� �ÀÁÎ�n p� , �ßÊÙÎ��1��S�=�2���2��S�=���"
12.8.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÎÑÒÀ×À�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÏÐÎÑÒÎÃÎ�×ÈÑËÀ�ÍÀ��0�ÄÎÐ�Â�

ÍÞ��1�ÀÁÎ�ÏÐÎÑÒÎÌÓ�×ÈÑËÓ�

�12.9.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÊÎÆÍÅ�ÏÐÎÑÒÅ�×ÈÑËÎ�S��S�!����ÌÎÆÍÀ�ÇÀ�
ÏÈÑÀÒÈ�Ó�ÂÈÃËßÄ���N�+�1�ÀÁÎ��N�w�1��k ∈�.

12.10.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��Q��ÏÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�Q2�+�Q�
��ÏÐÎÑÒÈÌ�×ÈÑËÎÌ�

12.11.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��Q��ÏÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�Q2�w�1�
��ÏÐÎÑÒÈÌ�×ÈÑËÎÌ�

12.12.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��Q��ÏÐÈ�ßÊÈÕ���ÏÐÎÑÒÈÌ�×ÈÑËÎÌ�ÇÍÀ�
×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1��Q��w�1�� 2���Q2�+��Q�w�21�� �����������Q�w�1�

12.13.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��Q��ÏÐÈ�ßÊÈÕ���ÏÐÎÑÒÈÌ�×ÈÑËÎÌ�ÇÍÀ�
×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1��Q��+�1�� 2���Q2�+��Q�w�1��� �����������Q�w�1�

12.14.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÊÎËÈ�S�x�ÏÐÎÑÒÅ�×ÈÑËÎ�É�S�!����ÒÎ�( ) .p2 1 24− �
12.15.x�¯ÐÎÑÒ�� ×ÈÑËÀ� S� �� T� ÒÀÊ���ÙÎ� S� !� ��� T� !� ��� ¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�

( ) .p q2 2 24− �
12.16.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ�S�ÒÀÊ���ÙÎ�×ÈÑËÀ�S�+�2����S�+�2��

ÒÀÊÎÆ���ÏÐÎÑÒÈÌÈ�

12.17.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ�S�ÒÀÊ���ÙÎ�×ÈÑËÀ�2S�+�1����S�+�1�
ÒÀÊÎÆ���ÏÐÎÑÒÈÌÈ�

12.18.x�·ÈÑËÀ�D� ��E�ÒÀÊ���ÙÎ���D�=���E��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�×ÈÑËÎ�D�+�E�
��ÑÊËÀÄÅÍÈÌ�

12.19.x�·ÈÑËÀ�P���Q�ÒÀÊ���ÙÎ���P�=���Q��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�×ÈÑËÎ�P�w�Q�
��ÑÊËÀÄÅÍÈÌ�

12.20.x�¶�Ë��×ÈÑËÀ�D���E�ÒÀÊ���ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�D2�+��DE�+�E2�ÊÐÀÒ�
ÍÅ�11��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�D�w�E�ÊÐÀÒÍÅ�11�

12.21.x�¶�Ë��×ÈÑËÀ�P���Q�ÒÀÊ���ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�P2�w�1�PQ�+�Q2�
ÊÐÀÒÍÅ�1���¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�P�+�Q�ÊÐÀÒÍÅ�1��

12.22.xx�·ÈÑËÀ�S����S2�+�1���ÏÐÎÑÒÈÌÈ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�S�
12.23.xx�·ÈÑËÀ�S���S�S�+�1�+�2���ÏÐÎÑÒÈÌÈ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�S�
12.24.x�x�·ÈÑËÀ�S���S2�+�2���ÏÐÎÑÒÈÌÈ��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�×ÈÑËÎ�S��+�2�ÒÅÆ�

ÏÐÎÑÒÅ�

12.25.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�×ÈÑËÎ�800 027
10

...
íóë³â

��� �� ���ÑÊËÀÄÅÍÈÌ�

12.26.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�×ÈÑËÎ���������������ÑÊËÀÄÅÍÈÌ�
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12.27.xx�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ�S���T��ßÊ��ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
S2�w�2T2�=�1�

12.28.xx�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ�S���T��ßÊ��ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
T�w�S2�=�2�

12.29.xx�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ�S�ÒÀÊ���ÙÎ�×ÈÑËÎ��S�+�1���ÊÂÀÄÐÀ�
ÒÎÌ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�

12.30.xx�ÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�Q�ÒÀÊÅ��ÙÎ�×ÈÑËÀ�2Q�w�1���Q�+�12�Ä�ËßÒÜÑß�
ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÏÐÎÑÒÅ�×ÈÑËÎ�S��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�S�

12.31.xx�ÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�Q�ÒÀÊÅ��ÙÎ�×ÈÑËÀ��Q�w�1���Q�w�10�Ä�ËßÒÜÑß�
ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÏÐÎÑÒÅ�×ÈÑËÎ�S��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�S�

12.32.xx�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�Q��ÏÐÈ�ßÊÈÕ�ÊÎÆÍÅ��Ç�×ÈÑÅË�2Q�w�1�
��2Q�+�1���ÏÐÎÑÒÈÌ�

12.33.xx�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��Q��ÏÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�Q��+���
��ÏÐÎÑÒÈÌ�×ÈÑËÎÌ�

12.34.xx� §ÍÀÉÄ�ÒÜ� ÓÑ�� ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��P�� ÏÐÈ� ßÊÈÕ� ÇÍÀ×ÅÍÍß� ÂÈÐÀÇÓ�
P��+�P2�+�1���ÏÐÎÑÒÈÌ�×ÈÑËÎÌ�

12.35.xx�ÀÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ�P��Q��N�ÒÀÊ���ÙÎ�×ÈÑËÀ�S�=�P�+�Q��T�=�Q�+�N�
��U�=�P�+�N���ÏÐÎÑÒÈÌÈ��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÎÄÍÅ��Ç�×ÈÑÅË�S��T��U�ÄÎ�
Ð�ÂÍÞ��2�

12.36.xx�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ��ßÊ��ÌÎÆÍÀ�ÏÎÄÀÒÈ�ßÊ�Ó�ÂÈÃËßÄ��
ÑÓÌÈ��ÒÀÊ���Ó�ÂÈÃËßÄ��Ð�ÇÍÈÖ��ÄÂÎÕ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË�

12.37.xx�ÀÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ�D��E��F�ÒÀÊ���ÙÎ�( ) .a b c+ + �13 �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�

×ÈÑËÎ�D1��+�E1��+�F1��ÒÀÊÎÆ�ÊÐÀÒÍÅ�1��
12.38.xx�¢ÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ÌÀËÓ�ÒÅÎÐÅÌÓ�́ ÅÐÌÀ��ÇÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÑÒÀ×Ó�ÏÐÈ�

Ä�ËÅÍÍ��×ÈÑËÀ�D�ÍÀ�×ÈÑËÎ�E��ßÊÙÎ�
1��D�=���2��E�=����� 2��D�=�2����E�=��1�

12.39.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�×ÈÑËÎ�2�2��w�1�ÊÐÀÒÍÅ����

12.40.xx�ÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�D�ÍÅ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�2���¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�
ÎÄÍÅ��Ç�×ÈÑÅË�D1��w�1�ÀÁÎ�D1��+�1�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�2��

12.41.�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ�S�ÒÀÊ���ÙÎ�×ÈÑËÎ�S2�+�11�ÌÀ����Ð�Ç�
ÍÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�Ä�ËÜÍÈÊ�Â�

12.42.�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�×ÈÑËÎ� 989 1001 1007 320æ æ + �ÍÀ�ÏÐÎÑÒ��ÌÍÎÆ�

ÍÈÊÈ�

12.43.�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ��2���+����2���ÑÊËÀÄÅÍÈÌ�×ÈÑËÎÌ�
12.44.�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ST�+�TS�{��S�+�T���PRG�ST���ÄÅ�S���T�x�Ð�ÇÍ��ÏÐÎÑÒ��

×ÈÑËÀ�
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À�ÓÐÎÊÀÕ��ÍÔÎÐÌÀÒÈÊÈ�ÂÈ�ÌÎÆÅÒÅ�ÑÒÂÎÐÈÒÈ�ÊÎÌÏsÞÒÅÐÍ��ÏÐÎÃÐÀ�
ÌÈ��ßÊ��ÄÀÞÒÜ�ÇÌÎÃÓ�ÑÊËÀÑÒÈ�ÒÀÁËÈÖÞ��ÙÎ�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÍÀÁÀÃÀÒÎ�Á�ËÜØÅ�
ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË��Í�Æ�ÒÀ��ÙÎ�ÐÎÇÌ�ÙÅÍÀ�ÍÀ�ÔÎÐÇÀÖ��Ï�ÄÐÓ×ÍÈÊÀ�

²ÀÁËÈÖ��ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË�ÑÊËÀÄÀËÈ�ÙÅ�ÑÒÀÐÎÄÀÂÍ��Â×ÅÍ���°ÎÇÂsßÇÀÍÍß�
ÒÀÊÎ��ÇÀÄÀ×��ÁÅÇ�ÑÓ×ÀÑÍÎ��ÎÁ×ÈÑËÞÂÀËÜÍÎ��ÒÅÕÍ�ÊÈ�x�ÏÐÀÖß�ÍÅËÅÃÊÀ��
²ÎÌÓ�ÏÎØÓÊ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË�ÁÓÂ�ÍÅÐÎÇÐÈÂÍÎ�ÏÎÂsßÇÀÍÈÉ�Ç��ÑÏÐÎÁÀÌÈ�
ÂÈÍÀÉÒÈ�ÇÐÓ×ÍÓ�ÔÎÐÌÓËÓ��ÊÎÐÈÑÒÓÞ×ÈÑÜ�ßÊÎÞ�ÌÎÆÍÀ�ÁÓËÎ�Á�ÇÍÀ�
ÕÎÄÈÒÈ�ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ�

¡ÀÃÀÒÎ�ÂÈÄÀÒÍÈÕ�ÌÀÒÅÌÀÒÈÊ�Â�ÄÎÊËÀËÈ�×ÈÌÀËÎ�ÇÓÑÈËÜ��ÙÎÁ�ÇÍÀ�
ÉÒÈ��ÔÎÐÌÓËÓ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË���·ÀÑÒÎ��Ì�ÇÄÀÂÀËÎÑß��ÙÎ�ÌÅÒÈ�ÄÎÑßÃ�
ÍÓÒÎ��ÏÐÎÒÅ�ÇÃÎÄÎÌ�ÂÈßÂËßËÎÑß��ÙÎ�ÇÍÀÉÄÅÍ��ÔÎÐÌÓËÈ�ÍÅÏÐÀÂÈËÜÍ��

²ÀÊ��¯s�Ð�´ÅÐÌÀ�ÂÈÑËÎÂÈÂ�ÏÐÈÏÓÙÅÍÍß��ÙÎ�ÂÑ��×ÈÑËÀ�ÂÈÄÓ

� F n
n

( ) = +2 12 � �1�

ÏÐÈ�Ö�ËÎÌÓ�ÍÅÂ�Äs�ÌÍÎÌÓ�Q���ÏÐÎÑÒÈÌÈ��±ÏÐÀÂÄ���)��0��=����)��1��=����
)��2��=�1���)�����=�2����)�����=��������x�ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ��̄ ÐÎÒÅ�Â�1��2�Ð��
ÂÈÄÀÒÍÈÉ�ÌÀÒÅÌÀÒÈÊ�«��¥ÉËÅÐ�ÓÑÒÀÍÎÂÈÂ��ÙÎ�×ÈÑËÎ�)�����ÑÊËÀÄÅÍÅ�

F ( ) .5 4 294 967 297 641 6 700 417= = æ
®ÒÆÅ��ÑÅÐÅÄ�×ÈÑÅË��ÎÒÐÈÌÀÍÈÕ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÔÎÐÌÓËÈ��1�����ßÊ�

ÏÐÎÑÒ���ÒÀÊ� ��ÑÊËÀÄÅÍ���¯ÐÎÒÅ�ÄÎÑ��ÇÀËÈØÀ�ÒÜÑß�ÍÅÂ�ÄÎÌÈÌ��ÑÊ�Í�
×ÅÍÍÎÞ� ×È� ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÎÞ� �� ÌÍÎÆÈÍÀ� ÏÐÎÑÒÈÕ� ×ÈÑÅË�´ÅÐÌÀ� �ÒÀÊ�
ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ��ÎÒÐÈÌÀÍ��ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÔÎÐÌÓËÈ��1���

�Ç�×ÈÑËÀÌÈ�´ÅÐÌÀ�ÏÎÂsßÇÀÍÀ�ÙÅ�ÎÄÍÀ�ÇÍÀÌÅÍÈÒÀ�ÏÐÎÁËÅÌÀ��¹Å�
Â×ÅÍ��±ÒÀÐÎÄÀÂÍÜÎ��£ÐÅÖ���ÏÎÌ�ÒÈËÈ��ÙÎ�ÄÅßÊ��ÏÐÀÂÈËÜÍ��Q�ÊÓÒÍÈÊÈ�
�Q�=����������������10��12��ÏÎÁÓÄÓÂÀÒÈ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÖÈÐÊÓËß�ÒÀ�Ë��
Í�ÉÊÈ�ÄÎÑÈÒÜ�ÏÐÎÑÒÎ��À�ÏÐÈ�ÄÅßÊÈÕ��ÍØÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�Q��Q�=�������
11��1���ÖÅ�ÍÅ�ÂÄÀ�ÒÜÑß�

ÀÏÐÈÊ�ÍÖ��;9,,,�ÑÒ��ªÀÐË�́ Ð�ÄÐ�Õ�£ÀÓÑÑ�ÄÎÂ�Â��ÙÎ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�
ÖÈÐÊÓËß�ÒÀ�Ë�Í�ÉÊÈ�ÌÎÆÍÀ�ÏÎÁÓÄÓÂÀÒÈ�ÏÐÀÂÈËÜÍÈÉ�Q�ÊÓÒÍÈÊ�ÒÎÄ��
É�Ò�ËÜÊÈ�ÒÎÄ���ÊÎËÈ�Q�=�2N��ÄÅ�k ∈�,�N�!�1��ÀÁÎ�n p p pk

s= 2 1 2æ æ æ... ,�

Леонард Ейлер�
(1707–1783)

Математик, механік і фізик, член 
ɉетербурзької і Ȼерлінської академій наук, 
автор більш ніж 850 наукових праць,  
понад 100 з яких стосуються теорії чисел. 
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ÄÅ�N�x�Ö�ËÅ�ÍÅÂ�Äs�ÌÍÅ�×ÈÑËÎ��S1��S2�������SV�x�Ð�ÇÍ��ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ�
´ÅÐÌÀ�

³�;9,,,�ÑÒ��«ÅÎÍÀÐÄ�¥ÉËÅÐ�ÄÎÂ�Â��ÙÎ�ÍÅ��ÑÍÓ��ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�)��x��
�Ç� Ö�ËÈÌÈ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÀÌÈ�� ÇÍÀ×ÅÍÍß� ßÊÎÃÎ� ÏÐÈ� ÂÑ�Õ� ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�
ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�x�ÁÓËÈ�Á�ÏÐÎÑÒÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ�

°ÀÇÎÌ�Ç�ÒÈÌ�¥ÉËÅÐ�ÓÊÀÇÀÂ�ÍÀ�ÒÀÊ��ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÈ�
K��Q��=�Q2�w�Q�+�1��
I��Q��=�Q2�w�Q�+��1�

J��Q��=�Q2�w���Q�+�1�01�
¶�ÊÀÂÎ��ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�K��Q��ÏÐÈ�Q�=�0��1��2�������1��

��ÏÐÎÑÒÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ�� ËÅ�K��1�����ÑÊËÀÄÅÍÈÌ�×ÈÑËÎÌ�
§ÍÀ×ÅÍÍßÌÈ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�Â�I��Q����J��Q����ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ�ÏÐÈ�Q�=�0��

1��2��������0���Q�=�0��1��2����������Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎ�
À�ÆÀËÜ��ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ�ÄÎÑ��ÍÅ�ÇÍÀÉØËÈ�ÇÐÓ×ÍÎ��ÔÎÐÌÓËÈ��ßÊÀ�

ÄÀÂÀËÀ�Á�ÇÌÎÃÓ�ÎÒÐÈÌÓÂÀÒÈ�ÂÑ��ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ�ÎÄÍÅ�ÇÀ�ÎÄÍÈÌ�
§� ÏÐÎÁËÅÌÎÞ� ÏÎØÓÊÓ� ÔÎÐÌÓËÈ� ÏÐÎÑÒÈÕ� ×ÈÑÅË� ÍÅÐÎÇÐÈÂÍÎ�

ÏÎÂsßÇÀÍÀ�ÇÀÄÀ×À�ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß�ÇÀÊÎÍÎÌ�ÐÍÎÑÒ��ÐÎÇÏÎÄ�ËÓ�ÏÐÎÑÒÈÕ�
×ÈÑÅË�Ó�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÌÓ�ÐßÄ��

¢ÈÄÀÒÍÈÉ�ÐÀÄßÍÑÜÊÈÉ�ÌÀÒÅÌÀÒÈÊ��ÀÂÒÎÐ�Ö�ËÎ��ÍÈÇÊÈ�ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜ�
ÍÈÕ�Â�ÄÊÐÈÒÒ�Â�Ó�ÃÀËÓÇ��ÒÅÎÐ���×ÈÑÅË�¾��¢��¬ÀÒ�ßÑÅÂÈ×�ÏÈÑÀÂ���¯ÐÎÑÒ��
×ÈÑËÀ�ÐÎÇÊÈÄÀÍ��Â�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÌÓ�ÐßÄ��ÄÓÆÅ�ÏÐÈÌÕËÈÂÈÌ�×ÈÍÎÌ��

±ÏÐÀÂÄ���ÄÎÑÈÒÜ�ÍÀÂ�ÒÜ�ÏÎÁ�ÆÍÎÃÎ�ÏÎÃËßÄÓ�ÍÀ�ÒÀÁËÈÖÞ�ÏÐÎÑÒÈÕ�
×ÈÑÅË��ÙÎÁÈ�ÏÎÁÀ×ÈÒÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÌ�ÐÍÈÉ�ÐÎÇÏÎÄ�Ë��Õ�ÑÅÐÅÄ�ÍÀÒÓÐÀËÜ�
ÍÈÕ�×ÈÑÅË�

¿Ê�ÂÈÇÍÀ×ÈÒÈ�ÏÐÎÌ�ÆÊÈ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�ÐßÄÓ��ßÊ��Ì�ÑÒßÒÜ�ÙÎÍÀÉ�
ÌÅÍØÅ�ÎÄÍÅ�ÏÐÎÑÒÅ�×ÈÑËÎ"�¿Ê�ÂÈÇÍÀ×ÈÒÈ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË�
ÍÀ�ÇÀÄÀÍÎÌÓ�ÏÐÎÌ�ÆÊÓ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�ÐßÄÓ"�§ÎÊÐÅÌÀ��ÑÊ�ËÜÊÈ��ÑÍÓ��
ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË��ßÊ��ÍÅ�ÏÅÐÅÂÈÙÓÞÒÜ�ÇÀÄÀÍÎÃÎ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�Q"

¢�ÄÏÎÂ�Ä��ÍÀ�Ö��ÇÀÏÈÒÀÍÍß���ÊËÞ×ÅÌ�ÄÎ�ÐÎÇÂsßÇÀÍÍß�ÏÐÎÁËÅÌÈ�
ÐÎÇÏÎÄ�ËÓ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË�

³ÊÀÇÀÒÈ�ÏÐÎÌ�ÆÎÊ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�ÐßÄÓ��ßÊÈÉ�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÙÎÍÀÉÌÅÍ�
ØÅ�ÎÄÍÅ�ÏÐÎÑÒÅ�×ÈÑËÎ��ÄÎÑÈÒÜ�ÏÐÎÑÒÎ��¯ÎÊÀÆÅÌÎ��ÍÀÏÐÈÊËÀÄ��ÙÎ�
ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�ÏÐÎÌ�ÆÊÓ�>Q��Q��+�1@��n ∈�,�ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÏÐÎÑÒÅ�×ÈÑËÎ�

¿ÊÙÎ�×ÈÑËÎ�Q��+�1�ÏÐÎÑÒÅ��ÒÎ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß�Î×ÅÂÈÄÍÅ�
ÅÕÀÉ�Q��+�1���ÑÊËÀÄÅÍÈÌ�×ÈÑËÎÌ���N�x�ÉÎÃÎ�ÏÐÎÑÒÈÉ�Ä�ËÜÍÈÊ��

®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÆÎÄÍÅ��Ç�×ÈÑÅË�2����������Q�ÍÅ���Ä�ËÜÍÈÊÎÌ�×ÈÑËÀ�Q��+�1��
ÒÎ�Q���N���Q��+�1�

§�ÄÎÂÅÄÅÍÎÃÎ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�×ÈÑËÀ�2��2��+�1���2��+�1���+
+�1������ÐÎÇÁÈÂÀÞÒÜ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÉ�ÐßÄ�ÍÀ�ÏÐÎÌ�ÆÊÈ��ÊÎÆÍÈÉ�Ç�ßÊÈÕ�
Ì�ÑÒÈÒÜ�ÙÎÍÀÉÌÅÍØÅ�ÎÄÍÅ�ÏÐÎÑÒÅ�×ÈÑËÎ��¶ÅÉ�ÔÀÊÒ�ÌÎÆÍÀ�ÐÎÇÃËß�
ÄÀÒÈ�ßÊ�ÙÅ�ÎÄÍÅ�ÄÎÂÅÄÅÍÍß�ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÎÑÒ��ÌÍÎÆÈÍÈ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË�
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®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÆÎÄÍÅ��Ç�×ÈÑÅË�2����������S�w�1�ÍÅ���Ä�ËÜÍÈÊÎÌ�×ÈÑËÀ�
�S�w�1���+�1��ÒÎ�ßÊÙÎ�(( )! ) ,p p− +1 1 � �S�!�1��ÒÎ�S�x�ÏÐÎÑÒÅ�×ÈÑËÎ��¶ÅÉ�

ÔÀÊÒ� �� ×ÀÑÒÈÍÎÞ� Â�ÄÎÌÎ�� ÒÅÎÐÅÌÈ�¢�ËÜÑÎÍÀ� �ÊÐÈÒÅÐ�Þ� ÏÅÐÅÂ�ÐÊÈ�
ÒÎÃÎ��×È���ÇÀÄÀÍÅ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�ÏÐÎÑÒÈÌ��

¤ля того щоÁ натÓральне чиÑло n�!�1 ÁÓло ÏроÑтим, неоÁ�
Õідно і доÑтатньо, щоÁ чиÑло �n�w�1���+�1 ділилоÑя націло на n.

¤ÎÑÒÀÒÍÞ�ÓÌÎÂÓ�ÌÈ�ÔÀÊÒÈ×ÍÎ�ÄÎÂÅËÈ��ÅÎÁÕ�ÄÍÓ�ÓÌÎÂÓ�ÂÈ�ÇÌÎ�
ÆÅÒÅ�ÄÎÂÅÑÒÈ�ÍÀ�ÇÀÍßÒÒßÕ�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎÃÎ�ÃÓÐÒÊÀ�

§ÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�Ç��ÇÐÎÑÒÀÍÍßÌ�Q�ÄÎÂÆÈÍÀ�Â�ÄÐ�ÇÊÀ�>Q��Q��+�1@�ØÂÈÄ�
ÊÎ�ÇÁ�ËÜØÓ�ÒÜÑß��²ÎÌÓ�ÁÓËÎ�Á�ÏÐÈÐÎÄÍÈÌ�ØÓÊÀÒÈ�Â�ÄÐ�ÇÎÊ�ßÊÎÌÎÃÀ�
ÌÅÍØÎ��ÄÎÂÆÈÍÈ��ßÊÈÉ�ÒÀÊ�ÑÀÌÎ�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÏÐÎÑÒÅ�×ÈÑËÎ�

¤ÎÑË�ÄÆÓÞ×È�ÒÀÁËÈÖ��ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË��ÔÐÀÍÖÓÇÜÊÈÉ�ÌÀÒÅÌÀÒÈÊ�
¦ÎÇÅÔ�«Ó��´ÐÀÍÑÓÀ�¡ÅÐÒÐÀÍ�ÂÈÑÓÍÓÂ�ÏÐÈÏÓÙÅÍÍß��ÙÎ�ÏÐÈ�nO3�
Ì�Æ�×ÈÑËÀÌÈ�Q���2Q�w�2�Ì�ÑÒÈÒÜÑß�ÕÎ×À�Á�ÎÄÍÅ�ÏÐÎÑÒÅ�×ÈÑËÎ��¤Î�
ÂÅÑÒÈ�ÖÞ�Ã�ÏÎÒÅÇÓ�Â�Í�ÍÅ�ÇÌ�Ã���ÊÎÐÈÑÒÓÂÀÂÑß�ÍÅÞ�ßÊ�ÏÎÑÒÓËÀÒÎÌ�x�
ÒÂÅÐÄÆÅÍÍßÌ��ÙÎ�ÏÐÈÉÌÀ�ÒÜÑß�ÁÅÇ�ÄÎÂÅÄÅÍÍß��¯ÅÐØÈÌ�ÄÎÂ�Â�ÏÎ�
ÑÒÓËÀÒ�¡ÅÐÒÐÀÍÀ�ÂÈÄÀÒÍÈÉ�ÐÎÑ�ÉÑÜÊÈÉ�ÌÀÒÅÌÀÒÈÊ�¯��«��·ÅÁÈØÅÂ�

¯ÎÇÍÀ×ÈÌÎ�×ÅÐÅÇ�S��Q��Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË��ßÊ��ÍÅ�Á�ËÜØ��
ÇÀ�×ÈÑËÎ�Q��¤Ëß�ÌÀËÅÍÜÊÈÕ�Q�ËÅÃÊÎ�ÂÑÒÀÍÎÂÈÒÈ��ÙÎ��ÍÀÏÐÈÊËÀÄ��
S��1��=�0��S��2��=�1��S�����=�2��S�����=�2��S��10��=����S��100��=�2��

±ÊËÀÄÍÈÉ�ÐÎÇÏÎÄ�Ë�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË�ÍÅ�ÄÀ��ÇÌÎÃÈ�ÇÍÀÉÒÈ�ÏÐÎÑÒÓ�
ÔÎÐÌÓËÓ�ÄËß�ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß�S��Q���²ÎÌÓ�ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ�ÇÎÑÅÐÅÄÈËÈ�ÑÂÎ��
ÇÓÑÈËËß�ÍÀ�ÏÎØÓÊÓ�ÍÀÁËÈÆÅÍÎ��ÔÎÐÌÓËÈ�

¢�ÄÍÎØÅÍÍß�
π ( )n

n
�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÃÓÑÒÈÍÎÞ�ÐÎÇÏÎÄ�ËÓ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË�

§�ÒÀÁËÈÖ��ÂÈÄÍÎ��ÙÎ�ÃÓÑÒÈÍÀ�Ç��ÇÁ�ËÜØÅÍÍßÌ�Q�ÑÒÀ��ÄÅÄÀË��ÌÅÍ�
ØÎÞ�

ɘрій Володимирович 
Матіясевич 
(р. н. 1947)

ɀозеф Луї Франсуа  
Бертран�

(1822–1900)



89Про проблеми, пов’язані з простими числами

Q S��Q�
π ( )n

n

10 � 0��

100 2� 0�2�

1000 1�� 0�1�

10�000 122� 0�12

100�000 ���2 0�0��

1�000�000 ������ 0�0��

10�000�000 ������� 0�0��

100�000�000 ����1���� 0�0��

1�000�000�000 �0�������� 0�0�1

«��¥ÉËÅÐ�ÄÎÂ�Â��ÙÎ�Ç��ÇÁ�ËÜØÅÍÍßÌ�Q�ÃÓÑÒÈÍÀ�
π ( )n

n
�ÏÐßÌÒ��ÄÎ�ÍÓËß��

¯��«��·ÅÁÈØÅÂÓ�ÂÄÀËÎÑß�ÇÍÀÉÒÈ�ÒÎ×Í�ØÓ�ÎÖ�ÍÊÓ�ÂÅËÈ×ÈÍÈ�
π ( )

.
n

n
°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÙÅ�ÎÄÍÓ�ÏÐÎÁËÅÌÓ��ÏÎÂsßÇÀÍÓ�Ç�ÏÐÎÑÒÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ��

±ÒÀÐÎÄÀÂÍ�� ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ� ÏÐÈÄ�ËßËÈ� ÎÑÎÁËÈÂÓ� ÓÂÀÃÓ� ÄÂÎÌ� ×ÈÑËÀÌ��
����2����Õ�ÏÐÈÂÀÁËÞÂÀËÀ�ÄÈÂÎÂÈÆÍÀ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ�ÖÈÕ�×ÈÑÅË�

��=�1�+�2�+���
2��=�1�+�2�+���+���+�1��

ÒÎÁÒÎ�ÊÎÆÍÅ�Ç�ÍÈÕ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÑÓÌ��ÑÂÎ�Õ�Ä�ËÜÍÈÊ�Â��Â�ÄÌ�ÍÍÈÕ�Â�Ä�
ÑÀÌÎÃÎ�×ÈÑËÀ��²ÀÊ��×ÈÑËÀ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÄÎÑÊÎÍÀËÈÌÈ�

¹Å�¥ÂÊË�Ä�ÄÎÂ�Â��ÙÎ�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ��ßÊÅ�ÌÎÆÍÀ�ÏÎ�
ÄÀÒÈ�Ó�ÂÈÃËßÄ��2Q�w�1��2Q�w�1���ÄÅ�2Q�w�1�x�ÏÐÎÑÒÅ�×ÈÑËÎ����ÄÎÑÊÎÍÀËÈÌ�

¯ÅÐÅÊÎÍÀ�ÌÎÑß�Â�ÖÜÎÌÓ�É�ÌÈ��¯ÎÇÍÀ×ÈÌÎ�2Q�w�1�=�S���ÇÀÏÈØÅÌÎ�
ÑÓÌÓ�ÂÑ�Õ�Ä�ËÜÍÈÊ�Â�ÐÎÇÃËßÄÓÂÀÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�

Пафнутій Львович Чебишев 
(1821–1894)

Ɋосійський математик і механік, 
засновник петербурзької 
математичної школи, автор понад 
70 наукових праць з теорії чисел, 
теорії ймовірностей, теорії функцій 
та інших галузей математики, 
фундатор теорії машин і механізмів.
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1�+�2�+�22�+�����+�2Q�w�1�+�S�+�2S�+�22S�+�����+�2Q�w�1S�=
=��1�+�S���1�+�2�+�22�+�����+�2Q�w�1��=

=��1�+�S���2�w�1���2Q�w�1�+�2Q�w�2�+�����+�2�+�1���=�
=��1�+�S���2Q�w�1��=�2Q��2Q�w�1��

¤Î�ÇÀÏÈÑÀÍÎ��ÑÓÌÈ�ÂÕÎÄÈÒÜ�ÑÀÌÅ�×ÈÑËÎ�2Q�w�1��2Q�w�1���²ÎÄ��ÑÓÌÀ�Ä�ËÜ�
ÍÈÊ�Â��Â�ÄÌ�ÍÍÈÕ�Â�Ä�ÑÀÌÎÃÎ�×ÈÑËÀ��ÄÎÐ�ÂÍÞ��2Q��2Q�w�1��w�2Q�w�1��2Q�w�1��=�
=��2Q�w�1���2Q�w�2Q�w�1��=�2Q�w�1��2Q�w�1��

¯�ÄÑÒÀÂÈÂØÈ�Ó�ÂÈÐÀÇ�2Q�w�1��2Q�w�1��×ÈÑËÀ�Q�=�2���Q�=����ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�
ÂÆÅ�Â�ÄÎÌ��ÄÎÑÊÎÍÀË��×ÈÑËÀ�����2��

§ÀÂÄßÊÈ�ÄÎÂÅÄÅÍ�É�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��¥ÂÊË�Ä�ÇÍÀÉØÎÂ�ÙÅ�ÄÂÀ�ÄÎÑÊÎÍÀ�
ËÈÕ�×ÈÑËÀ��̄ ÐÈ�Q�=���ÌÀ�ÌÎ��2��w�1�=��1�x�ÏÐÎÑÒÅ�×ÈÑËÎ��ÏÐÈ�Q�=���
ÌÀ�ÌÎ�2��w�1�=�12��x�ÏÐÎÑÒÅ�×ÈÑËÎ��§ÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇ�Â�2��w�1��2��w�1��
��2��w�1��2��w�1��Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ��������12���§À�ÄÎÂÅÄÅÍÎÞ�ÂÈÙÅ�
ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÞ�Ö��×ÈÑËÀ���ÄÎÑÊÎÍÀËÈÌÈ�

¬ÀÉÆÅ�Ï�ÂÒÎÐÀ�ÒÈÑß×ÎË�ÒÒß�ËÞÄßÌ�ÁÓËÈ�Â�ÄÎÌ��Ò�ËÜÊÈ�×ÎÒÈÐÈ�
ÄÎÑÊÎÍÀËÈÕ�×ÈÑËÀ����2����������12���̄ ÎØÓÊ�ÍÎÂÈÕ�ÄÎÑÊÎÍÀËÈÕ�×ÈÑÅË�
ÁÓÂ�ÍÅÐÎÇÐÈÂÍÎ�ÏÎÂsßÇÀÍÈÉ�Ç�ÏÎØÓÊÎÌ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË�ÂÈÄÓ�2Q�w�1��
¯ÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ�ÒÀÊÎÃÎ�ÂÈÄÓ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÏÐÎÑÒÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ�¬ÅÐÑÅÍÍÀ�
ÍÀ�×ÅÑÒÜ�¬ÀÐÅÍÀ�¬ÅÐÑÅÍÍÀ��1���w1������ÔÐÀÍÖÓÇÜÊÎÃÎ�ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ��
Ô�ÇÈÊÀ�É�ÌÓÇÈÊÀÍÒÀ��ßÊÈÉ�Ó�1����Ð���ÍÅ�ÍÀÂÎÄß×È�ÄÎÂÅÄÅÍÜ��ÏÐÎÃÎ�
ËÎÑÈÂ��ÙÎ�ÏÐÈ�Q�=�1���1����1������12���2���×ÈÑËÎ�2Q�w�1���ÏÐÎÑÒÈÌ�

«��¥ÉËÅÐ�ÓÑÒÀÍÎÂÈÂ��ÙÎ�×ÈÑËÀ�21��w�1��21��w�1��2�1�w�1���ÏÐÎÑÒÈ�
ÌÈ��¯�ÇÍ�ØÅ�ÇsßÑÓÂÀËÎÑß��ÙÎ�×ÈÑËÎ�212��w�1�ÒÀÊÎÆ���ÏÐÎÑÒÈÌ��À�ÎÑÜ�
×ÈÑËÀ�2���w�1���22���w�1���ÑÊËÀÄÅÍÈÌÈ��ÏÐÈ×ÎÌÓ�ËÈØÅ�Â�1��2�Ð��ÁÓËÎ�
ÎÒÐÈÌÀÍÎ�ÂÈÑÍÎÂÎÊ�ÏÐÎ�×ÈÑËÎ�22���w�1�

«��¥ÉËÅÐ�ÄÎÂ�Â��ÙÎ�ÂÑ��ÏÀÐÍ��ÄÎÑÊÎÍÀË��×ÈÑËÀ�ÌÀÞÒÜ�ÂÈÃËßÄ��ÓÊÀ�
ÇÀÍÈÉ�¥ÂÊË�ÄÎÌ��¤ÎÑ��ÍÅ�ÇÍÀÉÄÅÍÎ�ÆÎÄÍÎÃÎ�ÍÅÏÀÐÍÎÃÎ�ÄÎÑÊÎÍÀËÎÃÎ�
×ÈÑËÀ��²ÀÊÎÆ�ÇÀËÈØÀ�ÒÜÑß�Â�ÄÊÐÈÒÈÌ�ÏÈÒÀÍÍß��ÑÊ�Í×ÅÍÍÎÞ�×È�ÍÅ�
ÑÊ�Í×ÅÍÍÎÞ���ÌÍÎÆÈÍÀ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË�¬ÅÐÑÅÍÍÀ��À�ÎÒÆÅ��ÍÅÂ�ÄÎÌÎ��
ÑÊ�Í×ÅÍÍÎÞ�×È�ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÎÞ���ÌÍÎÆÈÍÀ�ÏÀÐÍÈÕ�ÄÎÑÊÎÍÀËÈÕ�×ÈÑÅË�

¯ÎØÓÊ�ÍÎÂÈÕ�ÄÎÑÊÎÍÀËÈÕ�×ÈÑÅË�ÏÎÒÐÅÁÓ��ÂÅËÈÊÎÃÎ�ÎÁÑßÃÓ�ÎÁ�
×ÈÑËÅÍÜ�� ��ÒÓÒ��ÇÂ�ÑÍÎ��ÍÅÇÀÌ�ÍÍÓ�ÄÎÏÎÌÎÃÓ�ÍÀÄÀ��ÑÓ×ÀÑÍÀ�ÎÁ×ÈÑ�
ËÞÂÀËÜÍÀ�ÒÅÕÍ�ÊÀ��§À�ÄÀÍÈÌÈ�ÍÀ�Ñ�×ÅÍÜ�201��Ð��Â�ÄÎÌÎ����ÏÐÎÑÒÈÕ�
×ÈÑÅË�¬ÅÐÑÅÍÍÀ��À�ÎÒÆÅ�����ÏÀÐÍÈÕ�ÄÎÑÊÎÍÀËÈÕ�×ÈÑÅË��²ÀÊÎÆ�ÇÀ�
ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÑÓ×ÀÑÍÈÕ�ÊÎÌÏsÞÒÅÐ�Â�ÓÑÒÀÍÎÂËÅÍÎ��ßÊÙÎ��ÑÍÓ��ÍÅÏÀÐÍÅ�
ÄÎÑÊÎÍÀËÅ�×ÈÑËÎ��ÒÎ�ÂÎÍÎ�Á�ËÜØÅ�ÇÀ�10�00�

³�ÑÂ�Ò��ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË���ÁÀÃÀÒÎ�É��ÍØÈÕ�ÍÅÐÎÇÂsßÇÀÍÈÕ�ÇÀÄÀ×��À�
ÏÐÈÊËÀÄ��Ó�ÒÀÁËÈÖ��ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË��ÄÈÂ��ÔÎÐÇÀÖ��×ÅÐÂÎÍÈÌ�ÊÎËÜÎÐÎÌ�
ÂÈÄ�ËÅÍÎ�ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ��ßÊ��Â�ÄÐ�ÇÍßÞÒÜÑß�ÍÀ�2��¶Å��ÇÎÊÐÅÌÀ���������
��������1�����21��²ÀÊ��ÏÀÐÈ�×ÈÑÅË�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�×ÈÑËÀÌÈ�ÁËÈÇÍÞÊÀÌÈ��
±Ê�Í×ÅÍÍÎÞ� ×È� ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÎÞ� �� ÌÍÎÆÈÍÀ� ÏÀÐ� ×ÈÑÅË�ÁËÈÇÍÞÊ�Â��
ÏÎÊÈ�ÙÎ�ÍÅÂ�ÄÎÌÎ�



 13. Формули для розкладання 
на множники виразів  
виду an – En і  an + En

13.

¢ÀÌ�ÄÎÁÐÅ�ÇÍÀÉÎÌ��ÒÀÊ��ÄÂ��ÔÎÐÌÓËÈ�

� D2�w�E2�=��D�w�E���D�+�E��� �1�

� D��w�E��=��D�w�E���D2�+�DE�+�E2��� �2�
°ÎÇÊËÀÄÅÌÎ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÄÂÎ×ËÅÍ�D��w�E���¬À�ÌÎ�

D��w�E��=��D2�w�E2���D2�+�E2��=��D�w�E���D�+�E���D2�+�E2��=
=��D�w�E���D��+�D2E�+�DE2�+�E���

®ÒÆÅ�
� D��w�E��=��D�w�E���D��+�D2E�+�DE2�+�E���� ���

³�ÑÒÐÓÊÒÓÐ��ÔÎÐÌÓË��1��w�����ÌÎÆÍÀ�ÏÎÌ�ÒÈÒÈ�ÏÅÂÍÓ�ÇÀÊÎÍÎÌ�Ð�
Í�ÑÒÜ��ßÊÙÎ�ÑÒÅÏÅÍ��ÎÄÍÎ×ËÅÍ�Â�Ó�Ë�Â�É�×ÀÑÒÈÍ��ÔÎÐÌÓËÈ�ÄÎÐ�ÂÍÞ�
ÞÒÜ�Q��ÒÎ�ÏÐÀÂÀ�×ÀÑÒÈÍÀ�x�ÄÎÁÓÒÎÊ�ÄÂÎ×ËÅÍÀ�D�w�E�ÍÀ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ��
ÙÎ�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÓÑ�Õ�ÎÄÍÎ×ËÅÍ�Â�ÑÒÅÏÅÍß�Q�w�1��ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÈ�ßÊÈÕ�
ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ�ÎÄÈÍÈÖ��

¬ÎÆÍÀ�ÏÐÈÏÓÑÒÈÒÈ��ÙÎ�ÔÎÐÌÓËÀ�ÐÎÇÊËÀÄÀÍÍß�ÄÂÎ×ËÅÍÀ�D��w�E��
ÌÀ��ÒÀÊÈÉ�ÂÈÃËßÄ�

D��w�E��=��D�w�E���D��+�D�E�+�D2E2�+�DE��+�E���
¹ÎÁ�ÄÎÂÅÑÒÈ�ÖÞ�ÒÎÒÎÆÍ�ÑÒÜ��ÄÎÑÒÀÒÍÜÎ�ÏÅÐÅÌÍÎÆÈÒÈ�ÌÍÎÃÎ×ËÅ�

ÍÈ��ßÊ��ÇÀÏÈÑÀÍÎ�Â�ÏÐÀÂ�É�×ÀÑÒÈÍ��

�D�w�E���D��+�D�E�+�D2E2�+�DE��+�E���=
=�D��+�D�E�+�D�E2�+�D2E��+�DE��w
������w�D�E�w�D�E2�w�D2E��w�DE��w�E��=
=�D��w�E��

°ÎÇÃËßÍÓÒ��ÏÐÈÊËÀÄÈ�Ï�ÄÊÀÇÓÞÒÜ��ÙÎ�ÔÎÐÌÓËÀ�ÄËß�ÐÎÇÊËÀÄÀÍÍß�
ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�Ð�ÇÍÈÖ��Q�Õ�ÑÒÅÏÅÍ�Â�ÌÀ��ÒÀÊÈÉ�ÂÈÃËßÄ�

DQ�w�EQ�=��D�w�E���DQ�w�1�+�DQ�w�2E�+�DQ�w��E2�+�...�+�DEQ�w�2�+�EQ�w�1� ���

§ 4 РАЦІОНАЛЬНІ ВИРАЗИ
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¯ÅÐÅÊÎÍÀ�ÌÎÑÜ�Ó�ÑÏÐÀÂÅÄËÈÂÎÑÒ��Ö����ÒÎÒÎÆÍÎÑÒ���ÏÅÐÅÌÍÎÆÈÂØÈ�
ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÈ��ßÊ��ÇÀÏÈÑÀÍ��Â�ÏÐÀÂ�É�×ÀÑÒÈÍ��

�D�w�E���DQ�w�1�+�DQ�w�2E�+�DQ�w��E2�+�����+�DEQ�w�2�+�EQ�w�1��=
�=�DQ�+�DQ�w�1E�+�DQ�w�2E2�+�DQ�w��E��+�����+�DEQ�w�1�w
�������w�DQ�w�1E�w�DQ�w�2E2�w�DQ�w��E��w�����w�DEQ�w�1�w�EQ�=
�=�DQ�w�EQ�

¿ÊÙÎ�Ó�ÔÎÐÌÓË���2��ÇÀÌ�ÍÈÒÈ�E�ÍÀ�wE��ÒÎ�ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�Â�ÄÎÌÓ�ÔÎÐ�
ÌÓËÓ�ÄËß�ÐÎÇÊËÀÄÀÍÍß��ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÑÓÌÈ�ÊÓÁ�Â�

D��+�E��=��D�+�E���D2�w�DE�+�E2��
±ÊÎÐÈÑÒÀ�ÌÎÑß�Ö��Þ��ÄÅ�Þ�ÄËß�ÐÎÇÊËÀÄÀÍÍß�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÄÂÎ�

×ËÅÍÀ�DQ�+�EQ��ÄÅ�Q�x�ÍÅÏÀÐÍÅ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ��¬À�ÌÎ�
DQ�+�EQ�=�DQ�w��wE�Q�=

=��D�w��wE����DQ�w�1�+�DQ�w�2��wE��+�DQ�w����wE�2�+�����+�D��wE�Q�w�2�+��wE�Q�w�1��=
=��D�+�E���DQ�w�1�w�DQ�w�2E�+�DQ�w��E2�w�����w�DEQ�w�2�+�EQ�w�1��

®ÒÆÅ�� ßÊÙÎ�Q�x� ÍÅÏÀÐÍÅ� ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ� ×ÈÑËÎ�� ÒÎ� ÑÏÐÀÂÅÄËÈÂÀ�
ÒÀÊÀ�ÔÎÐÌÓËÀ�

��an�+�En�=��a�+�E���an�w�1�w�an�w�2E�+�an�w�3E2�w�...�w�aEn�w�2�+�En�w�1���

П Р И К Л А Д   1  �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÌÓ�Q�ÇÍÀ�
×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ��2Qv�Q�w�2�Q�ÊÐÀÒÍÅ��1�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��¬À�ÌÎ�

�3 7 2 3 7 2 9 7 322 5 2 5n n n n n n n n næ æ æ− = − = − =( ) ( )

= − = − + + + +− − − −63 32 63 32 63 63 32 63 32 321 2 2 1n n n n n n( ) ( ... ).æ æ

¯ÅÐØÈÉ�ÌÍÎÆÍÈÊ�ÎÒÐÈÌÀÍÎÃÎ�ÄÎÁÓÒÊÓ�ÄÎÐ�ÂÍÞ���1��À�ÄÐÓÃÈÉ�
ÍÀÁÓÂÀ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ��®ÒÆÅ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÄÀÍÎÃÎ�ÂÈÐÀÇÓ�ÊÐÀÒÍÅ�
�1��

П Р И К Л А Д   2  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
�1�+�x�+�����+�x����1�+�x�+�����+�x���=��1�+�x�+�����+�x��2�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��¯ÅÐÅÂ�ÐÊÎÞ�ÂÑÒÀÍÎÂËÞ�ÌÎ��ÙÎ�×ÈÑËÎ�1�ÍÅ���ÊÎ�
ÐÅÍÅÌ�ÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��¯ÎÌÍÎÆÈÌÎ�ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÍÀ�
ÂÈÐÀÇ��1�w�x�2�

��1�w�x���1�+�x�+�����+�x����1�w�x���1�+�x�+�����+�x���=
=���1�w�x���1�+�x�+�����+�x���2�
�1�w�x����1�w�x���=��1�w�x��2�

1�w�x��w�x��+�x1��=�1�w�2x��+�x1��
x��w�2x��+�x��=�0�
x���x�w�1�2�=�0�
x�=�0�ÀÁÎ�x�=�1�

À�ÏÎ×ÀÒÊÓ�ÐÎÇÂsßÇÀÍÍß�ÁÓËÎ�ÂÑÒÀÍÎÂËÅÍÎ��ÙÎ�×ÈÑËÎ�1�ÍÅ���ÊÎ�
ÐÅÍÅÌ�ÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��0��



9313. Формули для розкладання на множники виразів виду DQ – EQ і  DQ + EQ

1. Запишіть формулу для розкладання на множники різниці Q-х степенів 
двох виразів.

2. Запишіть формулу для розкладання на множники суми непарних 
Q-х степенів двох виразів.

ВПРАВИ

13.1.q�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�
1��D��w�E��� ���x��w�1�� ���y��w��2�� ���x�y1��+�1�
2��D��+�E��� ���x��+�1�� ���P10�+�Q��� ���D�E10�+�F1��

13.2.q�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�
1��D��+�E��� 2��D11�w�1�� ���y��w�12��� ���P�Q1�N21�+�1�

13.3.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÌÓ�Q�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1���Q�w�1�ÊÐÀÒÍÅ���� ���1��Q�w�11Q�ÊÐÀÒÍÅ���
2��1�2Q�+�1�+�1�ÊÐÀÒÍÅ�20�

13.4.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÌÓ�Q�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈ�
ÐÀÇÓ�
1��1�Q�w�1�ÊÐÀÒÍÅ�1��� ���1�2Q�+�1�+�1�ÊÐÀÒÍÅ�1��
2��2�2Q�+�1�+�1�ÊÐÀÒÍÅ�2��

13.5.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÌÓ�Q�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1��1�Q�+�1��ÊÐÀÒÍÅ���� ���5 25 13 132æ æn n+ �ÊÐÀÒÍÅ���

2���Q�+��Q�w�2�ÊÐÀÒÍÅ���� ���21Q�+��Q�+�2�ÊÐÀÒÍÅ�1��
13.6.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÌÓ�Q�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1��2�Q�+�12�ÊÐÀÒÍÅ�1��� ����Q�+�1�Q�w�2�ÊÐÀÒÍÅ���
2��1�Q�+�1��ÊÐÀÒÍÅ�1��� ���3 9 7 72æ æn n+ �ÊÐÀÒÍÅ�10�

13.7.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÌÓ�Q�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1��2 5 32 2n n næ − �ÊÐÀÒÍÅ�11�� 2��7 3 23 2n n næ − �ÊÐÀÒÍÅ����

13.8.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�×ÈÑËÎ���ÑÊËÀÄÅÍÈÌ�
1��212���+�1�� 2��1000 01

16

... .
íóë³â

��� ��

13.9.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ�ÒÎÒÎÆÍ�ÑÒÜ�
1��x��+�x��+�x��+�x2�+�x�+�1�=��x�+�1���x2�+�x�+�1���x2�w�x�+�1��
2�� �x��+�x��+�x��+�x2�+�x�+�1�2�w�x��=��1�+�x�+�x2�+�x��+�x��� �1�+�x�+

+�x2�+�x��+�x��+�x��+�x���
13.10.x�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1��3 3 2 3 2 3 2 2 299 98 97 2 98 99 100+ + + + + +æ æ æ... ;

2��4 4 3 4 3 4 3 320 19 18 2 19 20− + − − +æ æ æ... .
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13.11.xx�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�Q���D�x�ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ��Q�!�1���À�ÇÍÀ×ÅÍÍß�
ÂÈÐÀÇÓ�DQ�w�1���ÏÐÎÑÒÈÌ�×ÈÑËÎÌ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�D�

13.12.xx�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�2Q�+�1���ÏÐÎÑÒÈÌ�×ÈÑËÎÌ��n ∈.�
¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÀÁÎ�Q�=�1��ÀÁÎ�Q�x�ÑÒÅÏ�ÍÜ�×ÈÑËÀ�2�

13.13.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1���1�+�x�+�x2���1�+�x�+�x2�+�x��+�x���=��1�+�x�+�x2�+�x��2�
2���1�+�x�+�x2�+�x����1�+�x�+�x2�+�����+�x���=��1�+�x�+�x2�+�x��+�x��+�x��2�

13.14.xx� ¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ� ÏÐÈ� ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ� ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÌÓ�Q� ÇÍÀ×ÅÍÍß�
ÂÈÐÀÇÓ�

1��7 5 12 62æ æn n+ �Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�1��

2���Q�+�2�+��2Q�+�1�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ����
���1�Q�+�2�+�1�2Q�+�1�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�1���
����2Q�+�2�+�2�Q�+�1�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�11�

 14. Раціональні дроби14.

³�ÊÓÐÑ��ÀËÃÅÁÐÈ���ÊËÀÑÓ�ÁÓËÎ�ÐÎÇÃËßÍÓÒÎ�Ö�Ë��ÂÈÐÀÇÈ��ÒÎÁÒÎ�ÂÈ�
ÐÀÇÈ��ÙÎ�ÑÊËÀÄÅÍ���Ç�×ÈÑÅË���ÇÌ�ÍÍÈÕ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�Ä�É�ÄÎÄÀÂÀÍÍß��
Â�ÄÍ�ÌÀÍÍß��ÌÍÎÆÅÍÍß�ÒÀ�Ä�ËÅÍÍß�ÍÀ�Â�ÄÌ�ÍÍÅ�Â�Ä�ÍÓËß�×ÈÑËÎ�

®ÑÜ�ÏÐÈÊËÀÄÈ�Ö�ËÈÕ�ÂÈÐÀÇ�Â��

x�w�y��
a b+

5
, �P2�+�2P�+�Q2�� 1

3
4x − , �xQ�w�yQ��

c d

4 7
+ , �x������y����

³�ÊÓÐÑ��ÀËÃÅÁÐÈ���ÊËÀÑÓ�ÌÈ�ÐÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÄÐÎÁÎÂ��ÂÈÐÀÇÈ�
¤ÐÎÁÎÂ��ÂÈÐÀÇÈ�Â�ÄÐ�ÇÍßÞÒÜÑß�Â�Ä�Ö�ËÈÕ�ÒÈÌ��ÙÎ�ÂÎÍÈ�Ë�ÐÑÞÑÛ�

Ã�ÊÄÌÌÞ�Ì¿�ÁÇÏ¿Æ�Æ��ÆË�ÌÌÇËÇ�
ÀÂÅÄÅÌÎ�ÏÐÈÊËÀÄÈ�ÄÐÎÁÎÂÈÕ�ÂÈÐÀÇ�Â��

2x
a

b
+ , ��x�w�y�����x�+�y���

a

b
c

d

, �
5

x
.

®Ás�ÄÍÀÍÍßÌ�ÌÍÎÆÈÍ�Ö�ËÈÕ���ÄÐÎÁÎÂÈÕ�ÂÈÐÀÇ�Â���ÌÍÎÆÈÍÀ�ÐÀ�
Ö�ÎÍÀËÜÍÈÕ�ÂÈÐÀÇ�Â�

¿ÊÙÎ�Â�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÌÓ�ÂÈÐÀÇ��ÇÀÌ�ÍÈÒÈ�ÇÌ�ÍÍ��×ÈÑËÀÌÈ��ÒÎ�ÎÒÐÈ�
ÌÀ�ÌÎ�×ÈÑËÎÂÈÉ�ÂÈÐÀÇ��¯ÐÎÒÅ�ÕÞ�Æ¿Ë�Ì¿�ËÍÅÊÇÁ¿�ÊÇ×Ä�ÑÍÃ���ÉÍÊÇ�
ÁÍÌ¿�ÌÄ�ÎÏÇÁÍÃÇÑÛ�ÃÍ�Ã�ÊÄÌÌÞ�Ì¿�ÌÒÊÛ�



14.  Раціональні дроби 95

ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÂÈÐÀÇ�2
2

1
+ +

−
a

a
�ÏÐÈ�D�=�1�ÍÅ�ÌÀ��ÇÌ�ÑÒÓ��ÒÎÁÒÎ�×ÈÑËÎ�

ÂÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÖÜÎÃÎ�ÂÈÐÀÇÓ�ÏÐÈ�D�=�1�ÍÅ� �ÑÍÓ���¯ÐÈ�ÂÑ�Õ� �ÍØÈÕ�
ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�D�ÖÅÉ�ÂÈÐÀÇ�ÌÀ��ÇÌ�ÑÒ�

®ÇÍÀ×ÅÍÍß.  ®ÁËÀÑÒÞ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�Ç�ÎÄÍ��Þ�ÇÌ�ÍÍÎÞ�
ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÇÌ�ÍÍÎ���ÏÐÈ�ßÊÈÕ�ÖÅÉ�ÂÈÐÀÇ�ÌÀ��ÇÌ�ÑÒ.�
¥ËÅÌÅÍÒÈ�Ö����ÌÍÎÆÈÍÈ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÄÎÏÓÑÒÈÌÈÌÈ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÌÈ�
ÇÌ�ÍÍÎ�.

ÀÏÐÈÊËÀÄ�� ÎÁËÀÑÒÞ� ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß� ÂÈÐÀÇÓ� 2
2

1
+ +

−
a

a
� �� ÌÍÎÆÈÍÀ�

^D�_�D�z�1`��
¯�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÌÍÎÆÈÍÈ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�ÂÈÐÀÇ�Â���ÌÍÎÆÈÍÀ�ÐÀÖ�Î�

ÍÀËÜÍÈÕ�ÄÐÎÁ�Â��¶Å�ÄÐÎÁÈ��×ÈÑÅËÜÍÈÊÀÌÈ�ÒÀ�ÇÍÀÌÅÍÍÈÊÀÌÈ�ßÊÈÕ�
��ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÈ1��²ÀÊ��ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍ��ÂÈÐÀÇÈ

x

7
,�

x xy

x y

2 2−
+

,�
12

a
,�

a b+
5

��ÏÐÈÊËÀÄÀÌÈ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�ÄÐÎÁ�Â�
§ÀÇÍÀ×ÈÌÎ��ÙÎ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÉ�ÄÐ�Á�ÌÎÆÅ�ÁÓÒÈ�ßÊ�Ö�ËÈÌ�ÂÈÐÀÇÎÌ��

ÒÀÊ���ÄÐÎÁÎÂÈÌ�
§ÍÀÌÅÍÍÈÊ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ�ÍÅ�ÌÎÆÅ�ÁÓÒÈ�ÍÓËÜÎÂÈÌ�ÌÍÎÃÎ�

×ËÅÍÎÌ��ÒÎÁÒÎ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÌ��ßÊÈÉ�ÒÎÒÎÆÍÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÍÓËÞ�
°ÈÑÓÍÎÊ�1��1� �ËÞÑÒÐÓ��ÇÂsßÇÎÊ�Ì�Æ�ÏÎÍßÒÒßÌÈ��ÙÎ�ÐÎÇÃËßÄÀ�

ÞÒÜÑß�Â�ÖÜÎÌÓ�ÏÓÍÊÒ��

°ÀÖ�ÎÍÀËÜÍ� ÂÈÐÀÇÈ

¶�Ë�
ÂÈÐÀÇÈ

¤ÐÎÁÎÂ�
ÂÈÐÀÇÈ

°ÀÖ�ÎÍÀËÜÍ�
ÄÐÎÁÈ

rÎÖ. 1�.1

П Р И К Л А Д     �§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1 3

5x x
+

−
.

1�ÀÃÀÄÀ�ÌÎ��ÙÎ�×ÈÑËÀ�É�ÎÄÍÎ×ËÅÍÈ�ÂÂÀÆÀÞÒÜ�ÎÊÐÅÌÈÌÈ�ÂÈÏÀÄÊÀÌÈ�
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1. Чим відрізняються дробові вирази від цілих?
2. Що називають областю визначення виразу?
3. Опишіть, що являє собою множина раціональних дробів.
4. Яка множина є об’єднанням множин цілих і дробових виразів?
5. Який многочлен не може бути знаменником раціонального дробу?

ВПРАВИ

14.1.q�¿Ê�� Ç� ÂÈÐÀÇ�Â�
3

4

2

3

a

b
,�

5

4 7

2x x+ ,�
8

6 1n +
,� 3

2

4a
b

c
− ,�

t t

t

2 6 15

2

− +
,�

x

x

−
+

2

2
,�

1

6
3 5m n ,�( ) ,y

y
− +4 3 1

�
m mn2 3

18

−
���

1���Ö�ËÈÌÈ�ÂÈÐÀÇÀÌÈ��2��ÄÐÎÁÎÂÈÌÈ�ÂÈÐÀÇÀÌÈ�����ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌÈ�
ÄÐÎÁÀÌÈ"

¿�14.2.q�·ÎÌÓ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÄÐÎÁÓ� c c

c

2 4

2 1

−
+

,�ßÊÙÎ�

1��F�=�w��� 2��F�=�0"

¿�14.3.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ� 2

3 2

m n

m n

−
+

,�ßÊÙÎ�

1��P�=�w1��Q�=�1�� 2��P�=����Q�=�w��
¿�14.4.q�·ÎÌÓ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1��
a

a

2 1

5

−
−

�ÏÐÈ�D�=�w�����2��
x

y

y

x

+
+

−3

2
�ÏÐÈ�x�=�w���y�=��"

14.5.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1��
x − 5

9
;� ���

5

42x −
;� ���

x

x x

+
−
4

6( )
;

2��
9

5x −
;� ���

5

4x −
;� ���

x

x +1
;

���
1

42x +
;� ���

2

2

3

1x

x

x− +
+ ;� ���

7

253x x−
.



14.  Раціональні дроби 97

14.6.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1��
9

y
;� ���

m

m

−
−
1

92 ;� ���
4

8

1

1x x− −
+ ;

2��
x

x

+
+

7

9
;� ���

x

x − 3
;� ���

2 3

2 10

x

x x

−
+ −( ) ( )

.

14.7.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���

1��y

x

=
−

1

4
4

;� ���y
x

x

=
−

1

1
;� ���y

x x
=

+
2

;

2��y

x

=
+

1

1
1

;� ���y

x x

=

+
−

−

9

1

1

1

2

; � ���y
x

x

=
+

2

12

.

14.8.x�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÇÌ�ÍÍÎ��ÌÀ��ÇÌ�ÑÒ�ÂÈÐÀÇ��

1��
x

x
x

−
9

;� ���
x

x x x

+
− +

+2 1

1
;

2��
10

2
6

+
x

;� ���
1

12x
x

−
?

14.9.x� §ÀÏÈØ�ÒÜ� ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÉ� ÄÐ�Á�� ÎÁËÀÑÒÞ� ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß� ßÊÎÃÎ�
��ÌÍÎÆÈÍÀ�
1��^x�_�x�z��`�� ���^D�_�D�z�2���D�z�w2`�
2��^y�_�y�z�w1`�� ���ÓÑ�Õ�×ÈÑÅË�

14.10.x� §ÀÏÈØ�ÒÜ� ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÉ� ÄÐ�Á�� ÎÁËÀÑÒÞ� ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß� ßÊÎÃÎ�
��ÌÍÎÆÈÍÀ�
1��^x�_�x�z��`�� ���^x�_�x�z����x�z�w����x�z��`�
2��^x�_�x�z�w2���x�z�0`�� ���ÓÑ�Õ�×ÈÑÅË�

14.11.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÂÑ�Õ�ÄÎÏÓÑÒÈÌÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÇÌ�ÍÍÎ��x�ÇÍÀ�
×ÅÍÍß�ÄÐÎÁÓ�

1��
x

x x

2

2

1

6 9

+
− −

�Â�Äs�ÌÍÅ�� ���
1

2 22x x− −
�Â�Äs�ÌÍÅ�

2��
2

2 22x x+ +
�ÄÎÄÀÒÍÅ�� ���

x x

x x

2

2

6 9

1

+ +
+ +

�ÍÅÂ�Äs�ÌÍÅ�

14.12.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÂÑ�Õ�ÄÎÏÓÑÒÈÌÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÇÌ�ÍÍÎ��x�ÇÍÀ�
×ÅÍÍß�ÄÐÎÁÓ�

1��
−

+
x

x

2

2 5
�ÍÅÄÎÄÀÒÍÅ�� ���

x x

x x

4 2

2

4 4

14 49

+ +
− +

�ÄÎÄÀÒÍÅ�

2��
x x

x x

2

2

4 4

2 1

+ +
− +

�ÍÅÂ�Äs�ÌÍÅ�� ���
1

x x−
�Â�Äs�ÌÍÅ�



§ 4.  РАЦІОНАЛЬНІ ВИРАЗИ98

14.13.x�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ��x�w�1�y�=�1��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1��x�w��y�� ���
18 6

9

y x−
;

2��
8

2 6x y−
;� ���

1

6 92 2x xy y− +
.

14.14.x�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ��D�+��E�=�10��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1��2E�+�D�� 2��
5

2a b+
;� ���

a ab b

a b

2 24 4

2 4

+ +
+

.

 15. Основна властивість 
раціонального дробу

15.
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 16. Додавання і віднімання раціональних 
дробів з однаковими знаменниками
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1. �Як виконати додавання і віднімання раціональних дробів з різними 
знаменниками?

2. �Що є сумою та різницею двох раціональних дробів?

ВПРАВИ
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 18. Множення і ділення раціональних 
дробів. Піднесення раціонального 
дробу до степеня

18.

¢È� ÇÍÀ�ÒÅ�ÏÐÀÂÈËÀ�ÌÍÎÆÅÍÍß� �� Ä�ËÅÍÍß� ÇÂÈ×ÀÉÍÈÕ�ÄÐÎÁ�Â�� �Õ�
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§À� ÀÍÀËÎÃ�×ÍÈÌÈ� ÏÐÀÂÈËÀÌÈ� ÂÈÊÎÍÓÞÒÜ� ÌÍÎÆÅÍÍß� �� Ä�ËÅÍÍß�
ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�ÄÐÎÁ�Â�

¤оÁÓтком двоÕ раціональниÕ дроÁів є раціональний дріÁ, 
чиÑельник якого дорівнÞє доÁÓткÓ чиÑельників даниÕ дроÁів, 
а знаменник x доÁÓткÓ �ÕніÕ знаменників.

·аÑткоÞ двоÕ раціональниÕ дроÁів є раціональний дріÁ, 
чиÑельник якого дорівнÞє доÁÓткÓ чиÑельника діленого та зна�та зна� зна�
менника дільника, а знаменник x доÁÓткÓ знаменника діленого 
та чиÑельника дільника.
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¹оÁ ÏіднеÑти раціональний дріÁ до ÑтеÏеня, треÁа ÏіднеÑти 
до цього ÑтеÏеня чиÑельник і знаменник. ̄ ерØий резÓльтат за�
ÏиÑати як чиÑельник, а дрÓгий x як знаменник дроÁÓ�
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1. Що є добутком двох раціональних дробів?
2. Що є часткою двох раціональних дробів?
3. Як піднести раціональний дріб до степеня?
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 20. Рівносильні рівняння. 
Рівняння-наслідок.  
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²ÅÎÐÅÌÀ�20.1. Якщо до оÁоÕ чаÑтин даного рівняння додати 
�аÁо від оÁоÕ чаÑтин відняти� одне й те Ñаме чиÑло, то отри�
маємо рівняння, рівноÑильне даномÓ.
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ÌÎÄÅËËÞ�ÐÅÀËÜÍÎ��ÑÈÒÓÀÖ���

П Р И К Л А Д   3  �²ÓÐÈÑÒ�ÏÐÎÏËÈÂ�ÍÀ�×ÎÂÍ����ÊÌ�ÇÀ�ÒÅ×��Þ�Ð�×ÊÈ�ÒÀ�
2�ÊÌ�ÏÐÎÒÈ�ÒÅ×���ÇÀ��0�ÕÂ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�×ÎÂÍÀ�Â�ÑÒÎß×�É�ÂÎÄ���
ßÊÙÎ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÒÅ×���ÄÎÐ�ÂÍÞ��2�ÊÌ�ÃÎÄ�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ�� ÅÕÀÉ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ� ×ÎÂÍÀ� Â� ÑÒÎß×�É� ÂÎÄ�� ÄÎÐ�Â�
ÍÞ�� x� ÊÌ�ÃÎÄ�� ²ÎÄ�� ÉÎÃÎ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ� ÇÀ� ÒÅ×��Þ� Ð�×ÊÈ� ÑÒÀÍÎÂÈÒÜ�
�x�+�2��ÊÌ�ÃÎÄ��À�ÏÐÎÒÈ�ÒÅ×���x��x�w�2��ÊÌ�ÃÎÄ��²ÓÐÈÑÒ�ÏÐÎÏËÈÂ���ÊÌ�

ÇÀ�ÒÅ×��Þ�ÇÀ�
3

2x +
�ÃÎÄ��À�2�ÊÌ�ÏÐÎÒÈ�ÒÅ×���x�ÇÀ�

2

2x −
�ÃÎÄ��®ÑÊ�ËÜÊÈ�

ÂÅÑÜ�ØËßÕ�ÁÓËÎ�ÏÐÎÉÄÅÍÎ�ÇÀ�30
1

2
õâ ãîä= ,�ÒÎ�

3

2

2

2

1

2x x+ −
+ = .



20.  Рівносильні рівняння.  Рівняння-наслідок.  Раціональні рівняння 137

°ÎÇÂsßÆÅÌÎ�ÎÒÐÈÌÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�
3

2

2

2

1

2x x+ −
+ = ;

3 6 2 4

4

1

22 0
x x

x

− + +
−

− = ;

10 4 4

2 4

2

2 0
x x

x

− − +
−

=
( )

;

10

2 4

2

2 0
x x

x

−
−

=
( )

;

10 0

2 4 0

2

2

x x

x

− =
− ≠







,

( ) ;

x x

x

x

( ) ,

,

;

10 0

2

2

− =
≠
≠ −







x�=�0�ÀÁÎ�x�=�10�
ªÎÐ�ÍÜ� x�=�0� ÍÅ� ÇÀÄÎÂÎËÜÍß�� ÇÌ�ÑÒÓ� ÇÀÄÀ×��� ®ÒÆÅ��ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�

×ÎÂÍÀ�Â�ÑÒÎß×�É�ÂÎÄ��ÄÎÐ�ÂÍÞ��10�ÊÌ�ÃÎÄ�
¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��10�ÊÌ�ÃÎÄ��

1. Що називають областю визначення рівняння I (x) = J (x)?
2. Які два рівняння називають рівносильними?
3. За допомогою яких перетворень даного рівняння можна отримати рів-

няння, рівносильне даному?
4. Яке рівняння називають наслідком даного?
5. Які корені називають сторонніми коренями даного рівняння?

6. Опишіть, як розв’язують рівняння виду 
f x

g x

( )

( )
,= 0  де I (x) і J (x) — мно-

гочлени.
7. Яке рівняння називають раціональним?

ВПРАВИ

20.1.q�·È���Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÈÌÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x�+�2�=�10������x�=�2��

2��w2x�=�w������
1

3
1x = ;

���x�w���=�0�����x��x�w����=�0�



§ 4.  РАЦІОНАЛЬНІ ВИРАЗИ138

� �����x�w�12���x�+�2��=�0������0���w�0�1x����x�+�1���=�0�

� ���
6

0
x

= �����x2 =�w��

� ���x�+�1�=�1�+�x�����
x

x

2

2

1

1
1

+
+

= ;

� ���x��=�1�����_�x�_�=�1�
� ���x100�=�1�����x1000�=�1�

� ���
x

x
= 1�����x�=�x�

10��x2�+�2x�+�1�=�0�����x�+�1�=�0�
11���x�+�1���x2�+�1��=�0�����x�+�1�=�0�

12��
x

x

2 1

1
0

−
+

= �����x�w�1�=�0�

1���
x

x

2 9

2
0

−
+

= �����x2�w���=�0"

20.2.q�·È���Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÈÌÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��x�+���=�10�����2x�w�1�=���� ���
x

x

−
−

=2

2
0�����2x2�+���=�0�

2��x2�=�x�����x�=�1�� ���x2�+��x�+���=�0�����
x

x

+
−

=2

1
0;

��� x x−



 + =1

2
2 1 0( ) ������x2�w�1�=�0�� ���

x

x

2 9

3
0

−
−

= �����x�+���=�0�

���x2�+�1�=�0�����
3

1
0

x −
= ;� ���

x

x

+
+

=1

1
0�����

x

x

2

2

1

1
0

−
−

= ?

���
x

x

+
+

=1

1
1�����

x

x

2

2

1

1
1

+
+

= ;

20.3.q�±ÊËÀÄ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß��Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÅ�ÄÀÍÎÌÓ�

1��2x�w���=���� ���x�+���=�x�w�2�� ���
x

x

−
−

=1

1
1.

2��_�x�_�=�1�� ���
x

x

−
−

=1

1
0;

20.4.q�®Á�ÐÓÍÒÓÉÒÅ�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍ�ÑÒÜ�Ð�ÂÍßÍÜ�
1���x�w���=�x�+��������x�w�x�=���+���
2��x2�w�1�=�������x2�+���=���

���
3 5

2 6
1

x x− − = ������x�w�1��w�x�=���

����2x�+�1���x2�+�1��=����x2�+�1������2x�+�1�=����
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20.5.q�·È�ÁÓÄÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��ÎÒÐÈÌÀÍÅ�Â�ÐÅÇÓËÜÒÀÒ��ÂÊÀÇÀÍÎÃÎ�ÏÅÐÅÒÂÎ�
ÐÅÍÍß��Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÈÌ�ÄÀÍÎÌÓ��ßÊÙÎ�
1���Ó�Ð�ÂÍßÍÍ�����2x�w�1��w�����x�+�2��=�1�ÐÎÇÊÐÈÒÈ�ÄÓÆÊÈ�ÒÀ�ÇÂÅÑÒÈ�

ÏÎÄ�ÁÍ��ÄÎÄÀÍÊÈ�

2���Ó�Ð�ÂÍßÍÍ��x
x x

2 1

7

1

7
49+ − =

− −
�Ð�ÇÍÈÖÞ�

1

7

1

7x x− −
− �ÇÀÌ�ÍÈÒÈ�

ÍÀ�ÍÓËÜ�

����Ó�Ð�ÂÍßÍÍ��
x

x
x

2 1

1
3 5 0

−
−

+ − = �ÑÊÎÐÎÒÈÒÈ�ÄÐ�Á�

����ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�x��=�x�ÏÎÄ�ËÈÒÈ�ÍÀ�x�
����ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�Ð�ÂÍßÍÍß��x�+�1���x2�+����=�x2�+���ÏÎÄ�ËÈÒÈ�ÍÀ�

x2�+���

���ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�
x

x

2

2= �ÏÎÌÍÎÆÈÒÈ�ÍÀ�x�

���ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�2x�+�1�=����ÏÎÌÍÎÆÈÒÈ�ÍÀ�x�+�1"
20.6.q�¿ÊÅ�Ç�ÄÂÎÕ�Ð�ÂÍßÍÜ���ÍÀÑË�ÄÊÎÌ�ÄÐÓÃÎÃÎ�

1��x2�=�x�����x�=�1�� ���
x

x x

2

6

36

6− −
= �����x2�=����

2��
x

x
= 1�����0x�=�0�� ���x2�=�������x

x x
2 1

2

1

2
4− = −

+ +
;

���x��=�1�����x2�=�1�� ���
x

x

2 1

1
0

−
+

= ;�����x2�w�1�=�0"

���_�x�_�=�1�����x��=�1�
20.7.q�¿ÊÅ�Ç�ÄÂÎÕ�Ð�ÂÍßÍÜ���ÍÀÑË�ÄÊÎÌ�ÄÐÓÃÎÃÎ�

1��
x

x

2

1= �����x2�=�x�� ���
x

x x

2

8

64

8+ +
= �����x2�=����

2��x2�+�1�=�1�����x��x�w�1��=�0�� ���x
x x

2 1

3

1

3
9+ = +

+ +
�����x2�=��"

20.8.q�±ÊËÀÄ�ÒÜ�ÏÀÐÓ�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÈÕ�Ð�ÂÍßÍÜ��ÊÎÆÍÅ�Ç�ßÊÈÕ�
1��ÌÀ��ÎÄÈÍ�ÊÎÐ�ÍÜ�� ���ÌÀ��ÁÅÇË�×�ÊÎÐÅÍ�Â�
2��ÌÀ��ÄÂÀ�ÊÎÐÅÍ��� ���ÍÅ�ÌÀ��ÊÎÐÅÍ�Â�

20.9.x�¿Ê�ÌÎÆÅ�ÇÌ�ÍÈÒÈÑß� �ÐÎÇØÈÐÈÒÈÑß�×È�ÇÂÓÇÈÒÈÑß��ÌÍÎÆÈÍÀ�
ÊÎÐÅÍ�Â�ÇÀÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��ßÊÙÎ�
1��Ð�ÂÍßÍÍß� �_�x� _�+���� I� �x��=�2_�x� _�+��� � ÇÀÌ�ÍÈÒÈ�ÍÀ�Ð�ÂÍßÍÍß�

I��x��=�2�

2��Ð�ÂÍßÍÍß�
f x

x

( )
2 1

0
+

= �ÇÀÌ�ÍÈÒÈ�ÍÀ�Ð�ÂÍßÍÍß�I��x��=�0�

���Ð�ÂÍßÍÍß��x�+�1��I��x��=�x�+�1�ÇÀÌ�ÍÈÒÈ�ÍÀ�Ð�ÂÍßÍÍß�I��x��=�1�
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���Ð�ÂÍßÍÍß�
f x

x

g x

x

( ) ( )

+ +
=

1 1
�ÇÀÌ�ÍÈÒÈ�ÍÀ�Ð�ÂÍßÍÍß�I��x��=�J��x��

���Ð�ÂÍßÍÍß�I��x��=�J��x��ÇÀÌ�ÍÈÒÈ�ÍÀ�Ð�ÂÍßÍÍß
��x�+�1��I��x��=��x�+�1��J��x�"

20.10.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��
5

4

2

22 2
x

x

x− +
+ = ;� ���

2 1

2 1

2 1

2 1

4

1 4 2

x

x

x

x x

−
+

+
− −

= + ;

2��
2

6 1

3

6 1

30 9

36 12x x

x

x+ −
+
−

+ = ;� ���
7

2 3

4

3

3

22 2( ) ( ) ( ) ( )
;

x x x x+ − − +
− =

���
6 14

9

7

3

6

32 2

x

x x x x

+
− + −

+ = ;� ���
2 1

4

3 1

4

6 64

162 4
x

x

x

x

x

x

−
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−
−

+
−

− = + ;

���
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1

1

1

4

1

2

2

y

y

y
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+
−

+
− +

+ = ;� ���
2 6

36

3

6

1

62 2 2 0
x

x

x

x x

x

x x

−
−

−
−

−
+

− − = .

20.11.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��
x

x x

x

x

−
+ −

+
−

− =2

1

5

1

27

1

2

2 ;� ���
2 2

4

6

2

2

2

2

2

x x

x x

x

x

−
− +

+
−

+ = ;

2��
3 1

3 1

3 1

3 1

6

1 9 2

x

x

x

x x

+
−

−
+ −

− = ; � ���
7

2

1

2

4

42 2 2x x

x

x x

x

x+
+
−

+
−

+ = ;

���
4

3

1 5

2x x x− −
+ = ;� ���

x x

x x

x

x

x

x

2

2

9 50

5

1

5

5− +
−

+
−

−= + .

20.12.x�¬ÎÒÎÐÍÈÉ�×ÎÂÅÍ�ÏÐÎÏËÈÂ���ÊÌ�ÇÀ�ÒÅ×��Þ�Ð�×ÊÈ�É�ÏÎÂÅÐÍÓÂ�
Ñß�ÍÀÇÀÄ��ÂÈÒÐÀÒÈÂØÈ�ÍÀ�ÂÅÑÜ�ØËßÕ����ÕÂ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�
ÒÅ×���Ð�×ÊÈ��ßÊÙÎ�ÂËÀÑÍÀ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�×ÎÂÍÀ�ÑÒÀÍÎÂÈÒÜ�1��ÊÌ�ÃÎÄ�

20.13.x�²ÅÏËÎÕ�Ä�ÏÐÎÉØÎÂ�2��ÊÌ�ÏÐÎÒÈ�ÒÅ×���Ð�×ÊÈ�É�ÏÎÂÅÐÍÓÂÑß�
ÍÀÇÀÄ��ÂÈÒÐÀÒÈÂØÈ�ÍÀ�ÇÂÎÐÎÒÍÈÉ�ØËßÕ�ÍÀ���ÕÂ�ÌÅÍØÅ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�
ÂËÀÑÍÓ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÒÅÏËÎÕÎÄÀ��ßÊÙÎ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÒÅ×���Ð�×ÊÈ�ÄÎ�
Ð�ÂÍÞ��1�ÊÌ�ÃÎÄ�

20.14.x�¹ÎÁ��ÍÀÏÎÂÍÈÒÈ��ÁÀÑÅÉÍ��ÂÎÄÎÞ��×ÅÐÅÇ��ÎÄÍÓ��ÒÐÓÁÓ���ÒÐÅÁÀ�
Â�1���ÐÀÇÀ�Á�ËÜØÅ�×ÀÑÓ��Í�Æ�×ÅÐÅÇ�ÄÐÓÃÓ��¿ÊÙÎ�Æ�Â�ÄÊÐÈÒÈ�ÂÎÄ�
ÍÎ×ÀÑ�ÎÁÈÄÂ��ÒÐÓÁÈ��ÒÎ�ÁÀÑÅÉÍ�ÍÀÏÎÂÍÈÒÜÑß�ÇÀ���ÃÎÄ��§À�ÑÊ�ËÜÊÈ�
ÃÎÄÈÍ�ÌÎÆÍÀ�ÍÀÏÎÂÍÈÒÈ�ÁÀÑÅÉÍ�×ÅÐÅÇ�ÊÎÆÍÓ�ÒÐÓÁÓ�ÎÊÐÅÌÎ"

20.15.x�¤ÂÀ�ÅÊÑÊÀÂÀÒÎÐÈ�ÂÈÊÎÏÀËÈ�ÊÎÒËÎÂÀÍ�ÇÀ���ÃÎÄ��¯ÅÐØÈÉ�ÅÊÑ�
ÊÀÂÀÒÎÐ�ÌÎÆÅ�ÂÈÊÎÏÀÒÈ�ÒÀÊÈÉ�ÑÀÌÈÉ�ÊÎÒËÎÂÀÍ�Ó���ÐÀÇÈ�ØÂÈÄØÅ��
Í�Æ�ÄÐÓÃÈÉ��§À�ÑÊ�ËÜÊÈ�ÃÎÄÈÍ�ÌÎÆÅ�ÂÈÊÎÏÀÒÈ�ÒÀÊÈÉ�ÊÎÒËÎÂÀÍ�
ÊÎÆÍÈÉ�ÅÊÑÊÀÂÀÒÎÐ��ÏÐÀÖÞÞ×È�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ"

20.16.x�·ÎÂÅÍ�ÏÐÎÏËÈÂ���ÊÌ�ÏÐÎÒÈ�ÒÅ×���Ð�×ÊÈ�ÒÀ�12�ÊÌ�ÇÀ�ÒÅ×��Þ��
ÂÈÒÐÀÒÈÂØÈ� ÍÀ� ÂÅÑÜ�ØËßÕ� 2� ÃÎÄ�� §ÍÀÉÄ�ÒÜ� ÂËÀÑÍÓ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�
×ÎÂÍÀ��ßÊÙÎ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÒÅ×���Ð�×ÊÈ�ÑÒÀÍÎÂÈÒÜ���ÊÌ�ÃÎÄ�
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20.17.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
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20.18.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
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 21. Раціональні рівняння з параметрами21.

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�Ë�Í�ÉÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�Dx�=�1�
¿ÊÙÎ�D�=�0��ÒÎ�ÄÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅ�ÌÀ���¿ÊÙÎ�D�z�0��ÒÎ�

Ð�ÂÍßÍÍß�ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�x
a

= 1
.

°ÎÇÂsßÇÓÞ×È�ÖÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��ÁÓÊÂÀÌ�D���x�ÍÀÄÀÂÀËÈ�Ð�ÇÍÎÃÎ�ÇÌ�ÑÒÓ��
ÁÓÊÂÀ�x�Â�Ä�ÃÐÀÂÀËÀ�ÐÎËÜ�ÍÅÂ�ÄÎÌÎÃÎ�×ÈÑËÀ��À�ÁÓÊÂÀ�D�x�ÐÎËÜ�Â�ÄÎ�
ÌÎÃÎ�×ÈÑËÀ��³�ÒÀÊÈÕ�ÂÈÏÀÄÊÀÕ�ÃÎÂÎÐßÒÜ��ÙÎ�D���ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÌ��À�ÑÀÌÅ�
Ð�ÂÍßÍÍß�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍßÌ�Ç�ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÌ�

¯�ÄÊÐÅÑËÈÌÎ�ÏÎÄÂ�ÉÍÓ�ÏÐÈÐÎÄÓ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�� Ç� ÎÄÍÎÃÎ�ÁÎÊÓ��ÌÈ�
ÂÂÀÆÀ�ÌÎ�ÏÀÐÀÌÅÒÐ�Ô�ÊÑÎÂÀÍÈÌ�×ÈÑËÎÌ��Ç�ÄÐÓÃÎÃÎ�x�ÖÅ�×ÈÑËÎ�ÍÅ�ÄÐÓÃÎÃÎ�x�ÖÅ�×ÈÑËÎ�ÍÅ�ÎÃÎ�x�ÖÅ�×ÈÑËÎ�ÍÅ�
Â�ÄÎÌÅ��±ÀÌÅ�ÖÅ�ÍÅ�ÄÎÇÂÎËß���ÐÎÇÂsßÇÓÞ×È�Ð�ÂÍßÍÍß�Dx�=�1��ÏÐÎÑÒÎ�

ÇÀÏÈÑÀÒÈ�Ó�Â�ÄÏÎÂ�ÄÜ�x
a

= 1
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1. У чому полягає подвійна природа параметра?

2. Під час опановування яких понять ви стикалися з параметрами?

3. У чому полягає процес розв’язування рівняння з параметрами?
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³� ÄÎÂ�ÄÊÎÂ�É� Ë�ÒÅÐÀÒÓÐ�� ÂÈ� ÌÎÆÅÒÅ� ÇÍÀÉÒÈ� ÒÀÊÓ� �ÍÔÎÐÌÀÖ�Þ��
�¬ÀÑÀ� ¢ÅÍÅÐÈ� ÄÎÐ�ÂÍÞ�� 4 9 1024, æ � ÊÃ�� ¬ÀÑÀ� ¬ÀÐÑÀ� ÄÎÐ�ÂÍÞ��
6 423 1023, æ � ÊÃ��¯ËÎÙÀ� ÏÎÂÅÐÕÍ��¬�ÑßÖß� ÑÊËÀÄÀ�� 3 8 107, æ � ÊÌ2���
·ÈÑËÀ��ÙÎ�ÂÈÐÀÆÀÞÒÜ�Ö��ÂÅËÈ×ÈÍÈ��ÇÀÏÈÑÀÍÎ�Â�ÒÀÊ�ÇÂÀÍÎÌÓ�ÑÒÀÍ�
ÄÀÐÒÍÎÌÓ�ÂÈÃËßÄ��

®ÇÍÀ×ÅÍÍß. � ±ÒÀÍÄÀÐÒÍÈÌ� ÂÈÃËßÄÎÌ� ×ÈÑËÀ� ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�
ÉÎÃÎ�ÇÀÏÈÑ�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÄÎÁÓÒÊÓ�a næ 10 , �ÄÅ�1 10Pa < ���n ∈'.

·ÈÑËÎ�Q�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÏÎÐßÄÊÎÌ�×ÈÑËÀ��ÇÀÏÈÑÀÍÎÃÎ�Â�ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÌÓ�
ÂÈÃËßÄ���ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÏÎÐßÄÎÊ�×ÈÑËÀ��ßÊÅ�ÂÈÐÀÆÀ��ÌÀÑÓ�±ÎÍÖß�Â�Ê��
ËÎÃÐÀÌÀÕ��ÄÎÐ�ÂÍÞ���0��À�ÏÎÐßÄÎÊ�×ÈÑËÀ��ÙÎ�ÂÈÐÀÆÀ��ÌÀÑÓ�ÀÒÎÌÀ�
£�ÄÐÎ�ÅÍÓ�Â�Ê�ËÎÃÐÀÌÀÕ��ÄÎÐ�ÂÍÞ��w2��

³�ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÌÓ�ÂÈÃËßÄ��ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�ÄÎÄÀÒÍÅ�×ÈÑ�
ËÎ��ÀÏÐÈÊËÀÄ��171 25 1 7125 102, , ;= æ � 0 00958 9 58 10 3, , .= −æ �¯ÐÎÒÅ�
ÍÀ�ÏÐÀÊÒÈÖ��ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÈÉ�ÂÈÃËßÄ�×ÈÑËÀ�ÇÀÇÂÈ×ÀÉ�ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞÒÜ�
ÄËß�ÇÀÏÈÑÓ�ÂÅËÈÊÈÕ���ÌÀËÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÂÅËÈ×ÈÍ��¯ÐÈ�ÖÜÎÌÓ�ÏÎÐßÄÎÊ�
×ÈÑËÀ�ÄÀ��ÓßÂËÅÍÍß�ÏÐÎ�ÂÅËÈ×ÈÍÓ��ÀÏÐÈÊËÀÄ��ßÊÙÎ�ÏÎÐßÄÎÊ�×ÈÑ�
ËÀ�P� ÄÎÐ�ÂÍÞ�� ��� ÒÎÁÒÎ� m a= æ 103,� ÒÎ� Ç� ÓÐÀÕÓÂÀÍÍßÌ� ÒÎÃÎ��ÙÎ�
1 10Pa < ,�ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ��10 103 4Pm < .
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П Р И К Л А Д   3  �§ÀÏÈØ�ÒÜ�Ó�ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÌÓ�ÂÈÃËßÄ��×ÈÑËÎ�
1������000�000��2��0�00���

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��1��564 000 000 5 64 100 000 000 5 64 108= =, , .æ æ

2��0 0036 3 6 0 001 3 6 3 6 3 6 10
1

1000

1

103
3, , , , , , .= = = = −æ æ æ æ 

1.  Чому дорівнює D–Q, якщо D — будь-яке число, відмінне від нуля, і Q����?

2.  Чому дорівнює нульовий степінь будь-якого відмінного від нуля числа?

3.  Що називають стандартним виглядом числа?

4.  У яких межах має знаходитися число D, щоб запис Dv10Q, де Q���', був 
стандартним виглядом числа?

5.  Як у записі числа в стандартному вигляді Dv10Q називають число Q?

ВПРАВИ
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22.6.q�¯ÎÄÀÉÒÅ�×ÈÑËÀ�1��2��������1����2������
1

2
,�

1

4
,�

1

8
,�

1

16
,�

1

32
, �

1

64
�

Ó�ÂÈÃËßÄ��ÑÒÅÏÅÍß�Ç�ÎÑÍÎÂÎÞ��1��2��2��
1

2
.
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1
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22.12.q�®Á×ÈÑË�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1���w1�w��w1�� ���9 0 1 1æ , ;−

2��2w��+��w2�� ���0 5 42 1, ;− −æ

���
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7

1

0 22 3 5




 + − −

−
−( , ) ;� ���( ) .2 8 161 1 1− − −− æ

22.13.q�·ÎÌÓ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1��2w2�+�2w1�� ���0�0�0�+�0��0�
2���w2�w��w1�� ���( ) ?9 3 123 1 1æ − − −−

22.14.q�¿ÊÅ�Ç�ÄÀÍÈÕ�×ÈÑÅË�ÇÀÏÈÑÀÍÅ�Â�ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÌÓ�ÂÈÃËßÄ��
1��12 104æ ;� 2��1 2 104, ;æ � ���0 12 104, ?æ

22.15.q�§ÀÏÈØ�ÒÜ�×ÈÑËÎ�Â�ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÌÓ�ÂÈÃËßÄ��ÒÀ�ÂÊÀÆ�ÒÜ�ÏÎÐßÄÎÊ�
×ÈÑËÀ�
1����00�� ���0�00000��� ���0 86 103, ;æ
2��1��� ���0����� ���0 23 104, ;æ
���0�00���� ���250 102æ ;� ���9300 105æ .
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22.16.q�¢ÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÈÉ�ÂÈÃËßÄ�×ÈÑËÀ��ÇÀÏÈØ�ÒÜ�
1��ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÑÂ�ÒËÀ�Ó�ÂÀÊÓÓÌ��ÄÎÐ�ÂÍÞ���00�000�ÊÌ�Ñ�
2��ÂÈÑÎÒÀ�£ÎÂÅÐËÈ��ÍÀÉÂÈÙÎ��ÃÎÐÈ�³ÊÐÀ�ÍÈ��ÄÎÐ�ÂÍÞ��20�1�Ì�
���ÏËÎÙÀ�³ÊÐÀ�ÍÈ�ÑÒÀÍÎÂÈÒÜ��0���00�ÊÌ2�
���ÑÅÐÅÄÍß�Â�ÄÑÒÀÍÜ�Â�Ä�§ÅÌË��ÄÎ�±ÎÍÖß�ÑÒÀÍÎÂÈÒÜ�1�����ÌËÍ�ÊÌ�
���ÀÒÌÎÑÔÅÐÍÈÉ�ÒÈÑÊ�ÍÀ�ÂÈÑÎÒ��100�ÊÌ�ÑÒÀÍÎÂÈÒÜ�0�0�2�¯À�
���Ä�ÀÌÅÒÐ�ÌÎËÅÊÓËÈ�ÂÎÄÈ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��0�0000002��ÌÌ�

22.17.q�§ÀÏÈØ�ÒÜ�×ÈÑËÎ�Â�ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÌÓ�ÂÈÃËßÄ��ÒÀ�ÂÊÀÆ�ÒÜ�ÏÎÐßÄÎÊ�×ÈÑËÀ�
1�����000�� ���0�0002��� ���0 59 108, ;æ
2��2�0�� ���0�0�2�� ���526 104æ .

22.18.q�·ÈÑËÎ�ÏÎÄÀÍÎ�Â�ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÌÓ�ÂÈÃËßÄ���§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÉÎÃÎ�Ó�ÂÈ�
ÃËßÄ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�ÀÁÎ�ÄÅÑßÒÊÎÂÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ�
1��1 6 103, ;æ � 2��5 7 106, ;æ � ���2 1 10 2, ;æ − � ���1 1 10 5, .æ −

22.19.q�·ÈÑËÎ�ÏÎÄÀÍÎ�Â�ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÌÓ�ÂÈÃËßÄ���§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÉÎÃÎ�Ó�ÂÈ�
ÃËßÄ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�ÀÁÎ�ÄÅÑßÒÊÎÂÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ�
1��2 4 102, ;æ � 2��4 8 105, ;æ � ���1 4 10 3, ;æ − � ���8 6 10 4, .æ −
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1

2

1

+





−

.

22.25.q�¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇ�Â�

1���w2������w��0�� ���
1

4

1

5

2 2




 − 





− −

�����
1

4

1

5

2

−





−

.

2���w1�+�2w1�������w1�
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22.26.q�¯ÎÄÀÉÒÅ�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÄÐÎÁÓ�ÂÈÐÀÇ�
1��DEw1�+�Dw1E�� ��� ( ) ( );a b a b+ +− − −1 1 1æ
2���Dw1�+�DEw2�� ����Fw2�w�Gw2�����F�+�G��

���P2Q2�Pw��w�Qw���� ���( ) .xy x y
x xy y

x
− −

−

+






− +2 2
2 2 1

æ

22.27.q�¯ÎÄÀÉÒÅ�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÄÐÎÁÓ�ÂÈÐÀÇ�
1��Dw2�+�Dw��� ���( ) ( ) ;c d c d− − −− −1 1 2æ

2��PQw��+�Pw�Q�� ��� ( ) ( ) .x y x y− − −+ +2 2 2 2 1æ
22.28.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�Q���'�

1��ßÊÙÎ�D�!�0��ÒÎ�DQ�!�0�
2��ßÊÙÎ�D���0��ÒÎ�DQ�!�0�ÏÐÈ�ÏÀÐÍÎÌÓ�Q���DQ���0�ÏÐÈ�ÍÅÏÀÐÍÎÌÓ�Q�

22.29.q�·È���ÏÐÀÂÈËÜÍÎÞ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�DQ�!�DwQ��ßÊÙÎ�
1��D�!�1��n ∈�;� 2��0���D���1��n ∈�?

22.30.q�¯ÎÐßÄÎÊ�ÄÅßÊÎÃÎ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�ÄÎÐ�ÂÍÞ�����±Ê�ËÜÊÈ�
ÖÈÔÐ�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÄÅÑßÒÊÎÂÈÉ�ÇÀÏÈÑ�ÖÜÎÃÎ�×ÈÑËÀ"

22.31.q�¤ÅÑßÒÊÎÂÈÉ�ÇÀÏÈÑ�ÄÅßÊÎÃÎ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�
�Ç�ÑÅÌÈ�ÖÈÔÐ��·ÎÌÓ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÏÎÐßÄÎÊ�ÖÜÎÃÎ�×ÈÑËÀ"

22.32.q�¿ÊÅ�×ÈÑËÎ�Á�ËÜØÅ�
1��9 7 1011, æ �ÀÁÎ�1 2 1012, ;æ � ���2 34 106, æ �ÀÁÎ�0 23 107, ;æ
2��3 6 10 5, æ − �ÀÁÎ�4 8 10 6, ;æ − � ���42 7 10 9, æ − �ÀÁÎ�0 072 10 7, ?æ −

22.33.q�¿ÊÅ�×ÈÑËÎ�ÌÅÍØÅ�
1��6 1 1019, æ �ÀÁÎ�6 15 1018, ;æ � 2��1 5 10 9, æ − �ÀÁÎ�0 9 10 8, ?æ −

22.34.q�³�ÒÀÁËÈÖ��ÍÀÂÅÄÅÍÎ�Â�ÄÑÒÀÍ��Â�Ä�±ÎÍÖß�ÄÎ�ÏËÀÍÅÒ�±ÎÍß×ÍÎ��
ÑÈÑÒÅÌÈ�

¯ËÀÍÅÒÀ ¢�ÄÑÒÀÍÜ��ÊÌ

¢ÅÍÅÐÀ 1 082 108, æ

§ÅÌËß 1 495 108, æ

¬ÀÐÑ 2 280 108, æ

¬ÅÐÊÓÐ�É 5 790 107, æ

ÅÏÒÓÍ 4 497 109, æ

±ÀÒÓÐÍ 1 427 109, æ

³ÐÀÍ 2 871 109, æ

¾Ï�ÒÅÐ 7 781 108, æ
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1�� ¿ÊÀ�ÏËÀÍÅÒÀ�ÇÍÀÕÎÄÈÒÜÑß�ÍÀ�ÍÀÉÌÅÍØ�É�Â�ÄÑÒÀÍ��Â�Ä�±ÎÍÖß��
À�ßÊÀ�x�ÍÀ�ÍÀÉÁ�ËÜØ�É"

2�� ¿ÊÀ�Ç�ÏËÀÍÅÒ��¬ÀÐÑ�ÀÁÎ�±ÀÒÓÐÍ��ÇÍÀÕÎÄÈÒÜÑß�ÄÀË��Â�Ä�±ÎÍÖß"
��� ±ÊËÀÄ�ÒÜ�ÒÀÁËÈÖÞ��ÇÀÏÈÑÀÂØÈ�Â�Ë�ÂÎÌÓ�ÑÒÎÂÏÖ��ÍÀÇÂÈ�ÏËÀÍÅÒ�

Ó�ÏÎÐßÄÊÓ�ÇÁ�ËÜØÅÍÍß�Â�ÄÑÒÀÍ��Â�Ä�ÍÈÕ�ÄÎ�±ÎÍÖß��À�Â�ÏÐÀÂÎ�
ÌÓ�x�Â�ÄÑÒÀÍ��Â�Ä�ÍÈÕ�ÄÎ�±ÎÍÖß��ÂÈÐÀÆÅÍ��Â�Ì�ËÜÉÎÍÀÕ�Ê�ËÎ�
ÌÅÒÐ�Â�

�22.35.q�³�ÒÀÁËÈÖ��ÍÀÂÅÄÅÍÎ�ÌÀÑÈ�ÀÒÎÌ�Â�ÄÅßÊÈÕ�Õ�Ì�×ÍÈÕ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â�

¥ËÅÌÅÍÒ ¬ÀÑÀ�ÀÒÎÌÀ��ÊÃ ¥ËÅÌÅÍÒ ¬ÀÑÀ�ÀÒÎÌÀ��ÊÃ

�ÒÐÎ�ÅÍ 2 32 10 26, æ �  ÓÐÓÌ 3 27 10 25, æ �

 ËÞÌ�Í�É 4 48 10 26, æ � ªÓÏÐÓÌ 1 05 10 25, æ �

£�ÄÐÎ�ÅÍ 1 66 10 27, æ � ÀÒÐ�É 3 81 10 26, æ �

£ÅË�É 6 64 10 27, æ � ±ÒÀÍÓÌ 1 97 10 25, æ �

´ÅÐÓÌ 9 28 10 26, æ � ³ÐÀÍ 3 95 10 25, æ �

1�� ¬ÀÑÀ�ÀÒÎÌÀ�ßÊÎÃÎ�Ç�ÍÀÂÅÄÅÍÈÕ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â�ÍÀÉÌÅÍØÀ��À�ßÊÎ�
ÃÎ�x�ÍÀÉÁ�ËÜØÀ"

2�� ¬ÀÑÀ�ÀÒÎÌÀ�ßÊÎÃÎ�Ç�ÅËÅÌÅÍÒ�Â��ªÓÏÐÓÌÓ�×È�ÀÒÐ�Þ��Á�ËÜØÀ"
��� ±ÊËÀÄ�ÒÜ�ÒÀÁËÈÖÞ��ÓÏÎÐßÄÊÓÂÀÂØÈ�ÅËÅÌÅÍÒÈ�Â�ÏÎÐßÄÊÓ�ÇÌÅÍ�

ØÅÍÍß�ÌÀÑÈ��ÕÍ�Õ�ÀÒÎÌ�Â�

�22.36.q�³�ÒÀÁËÈÖ��ÍÀÂÅÄÅÍÎ�ÇÀÏÀÑÈ�ÄÅßÊÈÕ�ÐÅ×ÎÂÈÍ�Ó�Ì�ÍÅÐÀËÜÍÈÕ�
ÐÅÑÓÐÑÀÕ�ÑÂ�ÒÓ�

°Å×ÎÂÈÍÀ §ÀÏÀÑÈ��Ò °Å×ÎÂÈÍÀ §ÀÏÀÑÈ��Ò

 ËÞÌ�Í�É 1 1 109, æ �ÊÅËÜ 6 8 107, æ

¢ÎËÜÔÐÀÌ 1 3 106, æ ®ËÎÂÎ 4 76 106, æ

§ÀË�ÇÎ 8 8 1010, æ °ÒÓÒÜ 1 15 105, æ

§ÎËÎÒÎ 1 1 104, æ ´ÎÑÔÀÒÈ 1 98 1010, æ

¬ÀÐÃÀÍÅÖÜ 6 35 108, æ µÐÎÌ 4 4 109, æ

¬�ÄÜ 2 8 109, æ ¶ÈÍÊ 1 12 108, æ

1��§ÀÏÀÑÈ�ßÊÎ��Ç�ÍÀÂÅÄÅÍÈÕ�ÐÅ×ÎÂÈÍ�ÍÀÉÁ�ËÜØ���À�ßÊÎ��x�ÍÀÉ�
ÌÅÍØ�"

2��§ÀÏÀÑÈ�ßÊÎ��Ç�ÐÅ×ÎÂÈÍ��Í�ÊÅËÞ�×È�ÖÈÍÊÓ��Á�ËÜØ�"
���±ÊËÀÄ�ÒÜ�ÒÀÁËÈÖÞ�Ì�ÍÅÐÀËÜÍÈÕ�ÐÅÑÓÐÑ�Â��ÐÎÇÌ�ÑÒÈÂØÈ�ÐÅ×Î�

ÂÈÍÈ�Â�ÏÎÐßÄÊÓ�ÇÌÅÍØÅÍÍß��ÕÍ�Õ�ÇÀÏÀÑ�Â�
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 23. Властивості степеня 
із цілим показником

23.

³���ÊËÀÑ��ÂÈ�ÂÈÂ×ÀËÈ�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��ÑÒÅÏÅÍß�Ç�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÌ�ÏÎÊÀÇ�
ÍÈÊÎÌ��¢ÎÍÈ�ÇÀËÈØÀÞÒÜÑß�ÑÏÐÀÂÅÄËÈÂÈÌÈ�É�ÄËß�ÑÒÅÏÅÍß�Ç�ÁÓÄÜ�
ßÊÈÌ�Ö�ËÈÌ�ÏÎÊÀÇÍÈÊÎÌ�

¤ля ÁÓдь�якого a�z�0 та ÁÓдь�якиÕ цілиÕ P і n виконÓÞтьÑя 
рівноÑті�
� a a am n m næ = + ; � �1�

� ( ) .a am n mn= � �2�
¤ля ÁÓдь�якиÕ a�z�0 і E�z�0 та ÁÓдь�якого цілого n виконÓєтьÑя 

рівніÑть
� �aE�n�=�anEn.� ���

°�ÂÍ�ÑÒÜ��1��ÂÈÐÀÆÀ��ÎÑÍÎÂÍÓ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ�ÑÒÅÏÅÍß��¤ÎÂÅÄÅÌÎ����
¤Ëß�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�P���Q�ÖÞ�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�ÓÆÅ�ÁÓËÎ�ÄÎÂÅÄÅÍÎ�Â�ÊÓÐÑ��

ÀËÃÅÁÐÈ���ÊËÀÑÓ�
°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÒÅÏÅÐ�ÂÈÏÀÄÎÊ��ÊÎËÈ�P���Q�x�Ö�Ë��Â�Äs�ÌÍ��×ÈÑËÀ�
¿ÊÙÎ�P� ��Q�x�Ö�Ë��Â�Äs�ÌÍ��×ÈÑËÀ��ÒÎ�wP� ��wQ�x�ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��

×ÈÑËÀ��²ÎÄ��DwPvDwQ�=�DwP�+��wQ��=�D�wP�w�Q�

¬À�ÌÎ��a a am n
m n m n m n m n

m n

a a a a a a
æ æ

æ
= = = = =− − − − − − − +

+1 1 1 1 1
( ) .

¹ÎÁ�ÇÀÂÅÐØÈÒÈ�ÄÎÂÅÄÅÍÍß�ÎÑÍÎÂÍÎ��ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��ÑÒÅÏÅÍß��ÒÐÅÁÀ�
ÒÀÊÎÆ�ÐÎÇÃËßÍÓÒÈ�ÒÀÊ��ÂÈÏÀÄÊÈ��ÎÄÈÍ��Ç�ÏÎÊÀÇÍÈÊ�Â�ÑÒÅÏÅÍß�P�ÀÁÎ�
Q�Â�Äs�ÌÍÈÉ��À�ÄÐÓÃÈÉ�x�ÄÎÄÀÒÍÈÉ��ÎÄÈÍ�ÀÁÎ�ÎÁÈÄÂÀ�ÏÎÊÀÇÍÈÊÈ�ÄÎ�
Ð�ÂÍÞÞÒÜ�ÍÓËÞ��°ÎÇÃËßÍÜÒÅ�Ö��ÂÈÏÀÄÊÈ�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ�

°�ÂÍÎÑÒ���2��������ÄÎÂÎÄßÒÜ�ÀÍÀËÎÃ�×ÍÎ�
§�ÎÑÍÎÂÍÎ��ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��ÑÒÅÏÅÍß�ÂÈÏËÈÂÀ��ÒÀÊÈÉ�ÂÀÆËÈÂÈÉ�ÍÀÑË��

ÄÎÊ��для ÁÓдь�якого a�z�0 та ÁÓдь�якиÕ цілиÕ P і n виконÓєтьÑя 
рівніÑть
 aP � an = aP�w n.� ���

±ÏÐÀÂÄ���a a a a a am n
m

n
m n m n m na

a
: .( )= = = =− + − −æ

�Ç�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒÅÉ��2��������ÌÎÆÍÀ�ÎÒÐÈÌÀÒÈ�ÙÅ�ÎÄÍÓ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ�
ÑÒÅÏÅÍß��Ç�Ö�ËÈÌ�ÏÎÊÀÇÍÈÊÎÌ� для ÁÓдь�якиÕ�a�z�0 і E�z�0 та ÁÓдь�
якого цілого n виконÓєтьÑя рівніÑть

� a

b

a

b

n n

n





 = . � ���

±ÏÐÀÂÄ���
a

b

a

b

n
n n n n n

n

na b a b a b




 = = = =− − −( ) ( ) .æ æ æ1 1
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¢ËÀÑÒÈÂÎÑÒ���1�w����ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒßÌÈ�ÑÒÅÏÅÍß��Ç�Ö�ËÈÌ�
ÏÎÊÀÇÍÈÊÎÌ�

П Р И К Л А Д   1  �¯ÎÄÀÉÒÅ�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÑÒÅÏÅÍß�Ç�ÎÑÍÎÂÎÞ�D�ÂÈÐÀÇ�
�Dw���w2�v�Dw����D��

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ�� §ÀÑÒÎÑÓÂÀÂØÈ� ÏÎÑË�ÄÎÂÍÎ� ÏÐÀÂÈËÀ� Ï�ÄÍÅÑÅÍÍß�
ÑÒÅÏÅÍß�ÄÎ�ÑÒÅÏÅÍß��ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ��2����ÌÍÎÆÅÍÍß���Ä�ËÅÍÍß�ÑÒÅÏÅÍ�Â�
Ç�ÎÄÍÀÊÎÂÈÌÈ�ÎÑÍÎÂÀÌÈ��ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ���1����������ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�

( ) : : : .( ) ( )a a a a a a a a a a a− − − − − − − + − − −= = = =4 2 7 6 4 2 7 6 8 7 6 8 7 6 5æ æ ææ 

П Р И К Л А Д   2  �§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ��

1��16 89 2− 1æ ;�2��
6

18

3

3

−

− ;���� 1
11

25

5

6

8 3 5



















− −

æ .

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ�� 1��¯ÎÄÀÂØÈ� ×ÈÑËÀ� 1�� �� �� Ó� ÂÈÃËßÄ�� ÑÒÅÏÅÍ�Â�
Ç�ÎÑÍÎÂÎÞ�2��ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�

16 8 2 2 2 2 2 19 2 4 9 3 12 36 36 0− 1 − −= = = =æ æ æ( ) ( ) .

2��¢ÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ÏÐÀÂÈËÎ�Ï�ÄÍÅÑÅÍÍß�ÄÐÎÁÓ�ÄÎ�ÑÒÅÏÅÍß��ÂËÀÑ�

ÒÈÂ�ÑÒÜ�������ÌÀ�ÌÎ��
6

18

6

18

1

3

3

3

3 3

33 27
−

−

− −

= 



 = 



 = = .

��� 1
11

25

5

6

36

25

5

6

6
8 3 5 8 15

















 = 









 =

− − − −

æ æ
55

5

6

2 8 15
















 =

− −

æ

= 









 = 









 =

− − −
6

5

5

6

5

6

5

6

5

6

16 15 16 15

æ æ .�

П Р И К Л А Д   3  �±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ��1��0 6 2 6 4 31

3
, ;m n m n− −æ �

�������������������2���Dw2�+�����Dw2�w����w��Dw2�+�����Dw2�w����
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ�

1��0 6
1

3
0 6 0 22 6 4 3 2 4 6 3 2 31

3
, , ( ) ( ) , .m n m n m m n n m n− − − − − −= 



 =æ æ æ æ æ æ

2���Dw2�+�����Dw2�w����w��Dw2�+�����Dw2�w����=�
�����������������������=�Dw��w��Dw2�+��Dw2�w����w�Dw��+����=��Dw2��

П Р И К Л А Д   4  � ¢ÈÊÎÍÀÉÒÅ�ÌÍÎÆÅÍÍß� ( , ) ( )3 4 10 7 1014 8æ æ æ − � �� ÇÀ�

ÏÈØ�ÒÜ�ÐÅÇÓËÜÒÀÒ�Ó�ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÌÓ�ÂÈÃËßÄ��
¯ÍÆÁ sÞÆ¿ÌÌÞ�� ( , ) ( ) ( , ) ( ) , ,3 4 10 7 10 3 4 7 10 10 23 8 10 2 38 10 114 8 14 8 6æ æ æ æ æ æ æ æ æ− −= = = 00 2 38 106 7= , .æ

( , ) ( ) ( , ) ( ) , ,3 4 10 7 10 3 4 7 10 10 23 8 10 2 38 10 114 8 14 8 6æ æ æ æ æ æ æ æ æ− −= = = 00 2 38 106 7= , .æ 

Сформулюйте властивості степеня із цілим показником.
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ВПРАВИ

23.1.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1��9 95 7æ − ; � ���2 2 29 12 22− − −æ : ;� �����������3 3

3
2

3
−

−




æ ;

2��10 108 12− æ ; � ���( ) ( ) ;17 174 12 6 8− − −æ � �����������
14

7

5

5

−

− .

����w1�����w21�� ���
6 6

6 6

5 3 4

7 2 3

− −

− −

æ

æ

( )

( )
;

23.2.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1��5 5 57 6 3− −: ;æ � ���0 8 14

4
1

4
, ;−

−




æ

2��
4 4

4

7 5 3

3 7

− −

−

æ ( )

( )
;� ���

11

22

2

2

−

− .

23.3.q�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�
1��3 43 4a a− −æ ;� ���abc ab c− −1 1æ ; � � ���0 2 1 53 5 2 5, , ;c d c d− − −æ

2��
10

15

4

5

b

b

−

− ;� ���
kp

k p

−6

4 4 ;� 10��4 38 2 4 2x x yæ ( ) ;− − −

����2Fw����� ����Fw�G2�w��� 11��
13

12

27

26

10

8 2

m

n

n

m

−

− æ ;

���m n mn− −2 2æ ;� ���
1

3

6

7
3 6 7 4a b a b− − æ ;� 12��

18

7

156 2 2

6

p k k

p

− −

: .

23.4.q�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1��2 35 2 2 5a b a b− − −æ ;� ���
3 6

0 9

2

3 3

,

,
;

a b

a b− � ���
25

5

3

4

4

7

x

y

y

x

−

− −æ ;

2��
1

2
3

2

mn−
−





 ;� ���0 8 56 8 10 8, ;a b a b− −æ � ���28 23 2 1 2c d cd− − −æ ( ) .

23.5.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1��8 23 7− æ ;� ���2�w�����0�2w��w2�

2��2�w2����w��� ���
( )

( )
;

−
−

−

−

36 6

216 6

3 8

5 18

æ

æ

���100 1000 0 012 5 6− −: , ;æ � ���
6

81 16

10

2 3

−

− −æ
;

��� 2
1

4

2

3

4 3 3



















− −

æ ;�� ���
14 2

28 7

5 7

2 8

æ

æ

−

− .
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23.6.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1��9 274 2− æ ;� ����w2���0�����

2���2w������w���� ���
22 2

44 11

6 8

3 9

æ

æ

−

− ;

��� 2
7

9

3

5

7 3 5



















− −

æ ;� ���
10 15

30

2 4

6

− −

−

æ
.

23.7.q�¢ÈÊÎÍÀÉÒÅ�Ä���ÒÀ�ÇÂÅÄ�ÒÜ�ÎÒÐÈÌÀÍÈÉ�ÂÈÐÀÇ�ÄÎ�ÂÈÃËßÄÓ��ßÊÈÉ�
ÍÅ�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÑÒÅÏÅÍß�Ç�Â�Äs�ÌÍÈÌ�ÏÎÊÀÇÍÈÊÎÌ�

1��− −− − − −2 4 24 3 3 5 3, ( ) ;a b a cæ � ��� −



 −− −

−
−1

6
3 6

3

2 9 26a b a bæ ( ) ;

2�� ( ) ( , ) ;− − − − − −10 0 12 8 2 4 2x yz yzæ � ���
7

5

3

1

2

6 449
p

k
m n

−

−

−
−



 æ ;

���1 1
7

9

1

3
6 1 4

3

m n m n− − −
−





æ ;� ���

4

3

5

2

3

6 4 216
x

y
x y

−

−

−
−





æ ( ) .�

23.8.q�¢ÈÊÎÍÀÉÒÅ�Ä���ÒÀ�ÇÂÅÄ�ÒÜ�ÎÒÐÈÌÀÍÈÉ�ÂÈÐÀÇ�ÄÎ�ÂÈÃËßÄÓ��ßÊÈÉ�
ÍÅ�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÑÒÅÏÅÍß�Ç�Â�Äs�ÌÍÈÌ�ÏÎÊÀÇÍÈÊÎÌ�

1��3 6 38 4 3 7 2, ( ) ;a b a b− − − −−æ � ���
5

6

4

1

3

10 2125
m

n
m n

−

−

−
−



 æ ;

2��1 1
9

16

1

4
6 2 1 3

3

x y x y− − −
−





æ ;� ���

7 6

5

2

4 4a

b
a b

− −
−



 æ ( ) .

23.9.q� ¢ÈÍÅÑ�ÒÜ� ÇÀ� ÄÓÆÊÈ� ÑÒÅÏ�ÍÜ� Ç� ÎÑÍÎÂÎÞ�D� ÒÀ� ÍÀÉÌÅÍØÈÌ� �Ç�
ÄÀÍÈÕ�ÏÎÊÀÇÍÈÊ�Â�
1��D��w�2D��� 2��Dw��w�2Dw��� ���D��w�2Dw��

23.10.q�¢ÈÍÅÑ�ÒÜ�ÇÀ�ÄÓÆÊÈ�ÑÒÅÏ�ÍÜ�Ç�ÎÑÍÎÂÎÞ�E���ÍÀÉÌÅÍØÈÌ��Ç�ÄÀ�
ÍÈÕ�ÏÎÊÀÇÍÈÊ�Â�
1��E��+��E2�� 2��Ew��+��Ew2�� ���Ew��+��E2�

23.11.q�¯ÎÄÀÉÒÅ�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÄÎÁÓÒÊÓ�ÂÈÐÀÇ�
1��Dw2�w���� ���Dw��+�Ew��
2��Dw�Ew��w�1�� ���Pw��w��Pw2Sw1�+��Sw2�
���2�xw�yw12�w�]w2�� ���Dw��w���Dw2�

23.12.q�¯ÎÄÀÉÒÅ�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÄÎÁÓÒÊÓ�ÂÈÐÀÇ�
1��xw��w�2��� ���Dw10�+��Dw�Ew��+�1�Ew1��
2��Pw��w��Qw��� ���Dw��w�Dw2�

¿� 23.13.q� ¢ÈÊÎÍÀÉÒÅ� ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß� ÒÀ� ÇÀÏÈØ�ÒÜ� ÐÅÇÓËÜÒÀÒ� Ó� ÑÒÀÍ�
ÄÀÐÒÍÎÌÓ�ÂÈÃËßÄ��
1��( , ) ( );1 8 10 6 104 3æ æ æ � 2��( ) ( , );3 10 5 2 106 9æ æ æ −
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���
5 4 10

9 10

5

8

,
;

æ

æ
� ���

1 7 10

3 4 10

6

4

,

,
.

æ

æ

−

−

¿� 23.14.q� ¢ÈÊÎÍÀÉÒÅ� ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß� ÒÀ� ÇÀÏÈØ�ÒÜ� ÐÅÇÓËÜÒÀÒ� Ó� ÑÒÀÍ�
ÄÀÐÒÍÎÌÓ�ÂÈÃËßÄ��

1��( , ) ( );1 6 10 4 105 7æ æ æ− � ���
7 10

1 4 10

4

6

æ

æ

−

−,
;

2��( ) ( , );5 10 1 8 103 1æ æ æ− − � ���
6 4 10

8 10

3

2

,
.

æ

æ −

23.15.q�±ÅÐÅÄÍß�Â�ÄÑÒÀÍÜ�Â�Ä�§ÅÌË��ÄÎ�±ÎÍÖß�ÄÎÐ�ÂÍÞ��1 5 108, æ �ÊÌ��

À�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÑÂ�ÒËÀ�x�3 108æ �Ì�Ñ��§À�ÑÊ�ËÜÊÈ�ÕÂÈËÈÍ�ÑÂ�ÒËÎ�Â�Ä�

±ÎÍÖß�ÄÎÑßÃÍÅ�§ÅÌË�"�¢�ÄÏÎÂ�ÄÜ�ÎÊÐÓÃË�ÒÜ�ÄÎ�ÎÄÈÍÈÖÜ�

23.16.q�£ÓÑÒÈÍÀ�Ì�Ä��ÄÎÐ�ÂÍÞ��8 9 103, æ �ÊÃ�Ì���§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÌÀÑÓ�Ì�ÄÍÎ��

ÏËÈÒÈ��ÄÎÂÆÈÍÀ�ßÊÎ��2 5 10 1, æ − �Ì��ØÈÐÈÍÀ�x�12�ÑÌ��À�ÂÈÑÎÒÀ�x�

0�02�Ì�

23.17.q�¬ÀÑÀ�§ÅÌË��ÄÎÐ�ÂÍÞ��6 1024æ �ÊÃ��À�ÌÀÑÀ�¬�ÑßÖß�x�7 4 1022, æ �ÊÃ��
³�ÑÊ�ËÜÊÈ�ÐÀÇ�Â�ÌÀÑÀ�¬�ÑßÖß�ÌÅÍØÀ�Â�Ä�ÌÀÑÈ�§ÅÌË�"�¢�ÄÏÎÂ�ÄÜ�
ÎÊÐÓÃË�ÒÜ�ÄÎ�ÎÄÈÍÈÖÜ�

23.18.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ�ÒÎÒÎÆÍ�ÑÒÜ

Dw��w�Ew��=��Dw1�w�Ew1���Dw1�+�Ew1���Dw2�+�Ew2���Dw��+�Ew���

23.19.x�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1���Dw��+�����Dw��w����w��Dw��+�2�2��� ���
2

3 3

2 2

2 1 1

1

1 1

x y

x x y

x

x y

− −

− − −

−

− −

+
− −

− ;

2��
m n

m n

− −

− −

−
+

2 2

1 1
; � ���

a b

a

a b a

a

− −

−

− − −

−

+ +5 5

6

3 5 8

4: .

23.20.x�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1���xw2�w�1�2�w��xw2�w�����xw2�+����� ���
5

4 4

2 2

3 1 2

1

2 2

m n

m m n

m

m n

− −

− − −

−

− −

+
+ +

− ;

2��
a a b b

a b

− − − −

− −

− +
−

2 1 1 2

1 1

10 25

5
; � ���

b c

c

bc

b c b c

− −

− − − − −

+
+

1 1

2 2 1 1 2

3

3
æ .

23.21.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���

1��y�=��x�+���0�� ���y
x

x
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+
−

1

1

0

;� ���y x
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−
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1

;

2��y
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−

−
1

2

1

;� ���y
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x
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+
−

−
2
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1

;� ���y
x

x
= −

−
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.

2 0

1
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23.22.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���

1��y�=��x�+�2�0�� 2��y
x

x
= 





−
−

−
3

92

1

;� ���y x
x

x
= − 





−
−

( ) .1
1

1

23.23.x�ÀÇÂ�ÒÜ�ÏÎÐßÄÎÊ�×ÈÑËÀ�x��ßÊÙÎ�
1��100 1000Px < ;� ���0 01 0 1, , ;Px <
2��10 000 100 000Px < ; � ���0 0001 0 001, , .Px <

23.24.x�ÀÇÂ�ÒÜ�ÏÎÐßÄÎÊ�×ÈÑËÀ�x��ßÊÙÎ�
1��10 100Px < ;� 2��0 001 0 01, , .Px <

23.25.x�¯ÎÐßÄÎÊ�×ÈÑËÀ�D�ÄÎÐ�ÂÍÞ��w���¢ÈÇÍÀ×ÒÅ�ÏÎÐßÄÎÊ�×ÈÑËÀ�
1��10D����2��0�1D��������100D��������0�001D��������10�000D�������1�000�000D�

23.26.x�¯ÎÐßÄÎÊ�×ÈÑËÀ�E�ÄÎÐ�ÂÍÞ�����¢ÈÇÍÀ×ÒÅ�ÏÎÐßÄÎÊ�×ÈÑËÀ�
1��10E�� 2��0�01E�� ���0�0001E�� ���1000E�

23.27.x�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ���ÇÀÏÈØ�ÒÜ�ÐÅÇÓËÜÒÀÒ�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÐÀÖ�ÎÍÀËÜ�
ÍÎÃÎ�ÂÈÐÀÇÓ��ßÊÈÉ�ÍÅ�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÑÒÅÏÅÍß�Ç�Â�Äs�ÌÍÈÌ�ÏÎÊÀÇÍÈÊÎÌ�

1��
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a b

a b

a

b
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−
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− −

−

−
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−−
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1 1

1 1
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1
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−
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−
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90

6

3

3

3

3 6 3

c

c

c

c c c

−

−

−

− − −−
+
− +

− æ ;

���
m

m

m

m m

m

m

m

m

−

−

−
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−
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4
æ ;

���
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.

a b a b

a b a b

+ − + − +
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− −

− −−





1 1

2

1 1

1

1 1

2 2æ

23.28.x�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ���ÇÀÏÈØ�ÒÜ�ÐÅÇÓËÜÒÀÒ�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÐÀÖ�ÎÍÀËÜ�
ÍÎÃÎ�ÂÈÐÀÇÓ��ßÊÈÉ�ÍÅ�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÑÒÅÏÅÍß�Ç�Â�Äs�ÌÍÈÌ�ÏÎÊÀÇÍÈÊÎÌ�

1��
a

a a

a

a a

−

− −

−

− −

+
− +

−
− −

−
2

4 2

4
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−

−

−

−
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���
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.

x x x x x x

x x

− + − − + + −
−

− − −

−

1 1 2 1 1 1

8 1

2 2 1 2

4 1

23.29.x�̄ ÎÐßÄÎÊ�×ÈÑËÀ�D�ÄÎÐ�ÂÍÞ��w���À�ÏÎÐßÄÎÊ�×ÈÑËÀ�E�ÄÎÐ�ÂÍÞ�����
¿ÊÈÌ�ÌÎÆÅ�ÁÓÒÈ�ÏÎÐßÄÎÊ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1��DE�� 2��D�+�E�� ���D�+�10E�� ���10D�+�0�1E"
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23.30.x�̄ ÎÐßÄÎÊ�×ÈÑËÀ�P�ÄÎÐ�ÂÍÞ��2��À�ÏÎÐßÄÎÊ�×ÈÑËÀ�Q�ÄÎÐ�ÂÍÞ�����
¿ÊÈÌ�ÌÎÆÅ�ÁÓÒÈ�ÏÎÐßÄÎÊ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1��PQ�� 2��0�01PQ�� ���100P�+�Q�� ���0�01P�+�Q"

23.31.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ�ÒÎÒÎÆÍ�ÑÒÜ�

1��
( )

:
xy

xy x y

x y

x y xy

x y

xy x y

−

− −

−

− −

−

− −

+
−

−
+ +

+
+ −

=
1 2

1 1

3 3

2 2 1

3 3

1 1

1 1

1

1

1
æ 11;

2��
a b c

a b c

bc

b c a

a b c− −

− −

−
+ +
− + + −

+ ++ 









 =

1 1

1 1 2 2 2

1

1
2( )

( )

( )
æ

22

2bc
.

 24. Функція y k
x=  та її графік24.

³�ÊÓÐÑ��ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ���ÊËÀÑÓ�ÂÈ�ÎÇÍÀÉÎÌÈËÈÑß�Ç�ÔÓÍÊÖ�ÎÍÀËÜÍÎÞ�
ÇÀËÅÆÍ�ÑÒÞ�ÎÄÍ����ÂÅËÈ×ÈÍÈ�Â�Ä�ÄÐÓÃÎ���ÇÀ�ßÊÎ��ÇÁ�ËÜØÅÍÍß��ÇÌÅÍ�
ØÅÍÍß��ÎÄÍ����ÂÅËÈ×ÈÍÈ�Â�Ê�ËÜÊÀ�ÐÀÇ�Â�ÏÐÈÂÎÄÈÒÜ�ÄÎ�ÇÁ�ËÜØÅÍÍß�
�ÇÌÅÍØÅÍÍß��ÄÐÓÃÎ��ÂÅËÈ×ÈÍÈ�Â�ÒÀÊÓ�ÑÀÌÓ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÐÀÇ�Â�

³�ÊÓÐÑ��ÀËÃÅÁÐÈ���ÊËÀÑÓ�ÂÈ�Ä�ÇÍÀËÈÑß��ÙÎ�Öß�ÔÓÍÊÖ�ÎÍÀËÜÍÀ�ÇÀ�
ËÅÆÍ�ÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×À��ÔÓÍÊÖ�Þ�y�=�Nx��ÄÅ�N�z�0��ßÊÓ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÏÐßÌÎÞ�
ÏÐÎÏÎÐÖ�ÉÍ�ÑÒÞ�

²ÀÊÎÆ�Ó�ÊÓÐÑ��ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ���ÊËÀÑÓ�ÂÈ�ÎÇÍÀÉÎÌÈËÈÑß�Ç�ÔÓÍÊÖ�Î�
ÍÀËÜÍÎÞ�ÇÀËÅÆÍ�ÑÒÞ��ÇÀ�ßÊÎ��Ç��ÇÁ�ËÜØÅÍÍßÌ��ÇÌÅÍØÅÍÍßÌ��ÎÄÍ����
ÂÅËÈ×ÈÍÈ�Â�Ê�ËÜÊÀ�ÐÀÇ�Â�ÄÐÓÃÀ�ÂÅËÈ×ÈÍÀ�ÇÌÅÍØÓ�ÒÜÑß��ÇÁ�ËÜØÓ�ÒÜÑß��
Â�ÒÀÊÓ�ÑÀÌÓ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÐÀÇ�Â��²ÀÊÓ�ÇÀËÅÆÍ�ÑÒÜ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÎÁÅÐÍÅÍÎÞ�
ÏÐÎÏÎÐÖ�ÉÍ�ÑÒÞ�

П Р И К Л А Д   1  �ÅÕÀÉ����00�ÃÐÍ��¯ÎÇÍÀ×ÈÌÎ�×ÅÐÅÇ�x�ÃÐÍ�Ö�ÍÓ�1�ÊÃ�
ÒÎÂÀÐÓ��À�×ÅÐÅÇ�y�ÊÃ�x�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÖÜÎÃÎ�ÒÎÂÀÐÓ��ßÊÓ�ÌÎÆÍÀ�ÏÐÈÄÁÀÒÈ�
ÇÀ��00�ÃÐÍ�

§ÀËÅÆÍ�ÑÒÜ�ÇÌ�ÍÍÎ��y�Â�Ä�ÇÌ�ÍÍÎ��x���ÎÁÅÐÍÅÍÎÞ�ÏÐÎÏÎÐÖ�ÉÍ�ÑÒÞ��
ÇÁ�ËÜØÅÍÍß�Ö�ÍÈ�x�Ó�Ê�ËÜÊÀ�ÐÀÇ�Â�ÏÐÈÂÎÄÈÒÜ�ÄÎ�ÇÌÅÍØÅÍÍß�Ê�ËÜÊÎÑÒ��
ÒÎÂÀÐÓ�y�Ó�ÑÒ�ËÜÊÈ�Æ�ÐÀÇ�Â����ÍÀÂÏÀÊÈ��ÇÌÅÍØÅÍÍß�Ö�ÍÈ�ÑÏÐÈ×ÈÍß��
ÇÁ�ËÜØÅÍÍß�Ê�ËÜÊÎÑÒ��ÊÓÏËÅÍÎÃÎ�ÒÎÂÀÐÓ�

¶�É� ÔÓÍÊÖ�ÎÍÀËÜÍ�É� ÇÀËÅÆÍÎÑÒ�� Â�ÄÏÎÂ�ÄÀ�� ÔÓÍÊÖ�ß�� ÇÀÄÀÍÀ�

ÔÎÐÌÓËÎÞ�y
x

= 500
.�

П Р И К Л А Д   2  �°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÏÐßÌÎÊÓÒÍÈÊ��ÏËÎÙÀ�ßÊÎÃÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��
1��ÑÌ2��À�ÑÒÎÐÎÍÈ�x�x�ÑÌ���y�ÑÌ��²ÎÄ�

y
x

= 18
.



16124.  Функція y k
x

= . та її графік

§Á�ËÜØÅÍÍß��ÇÌÅÍØÅÍÍß��ÇÍÀÌÅÍÍÈÊÀ�x�Ó�Ê�ËÜÊÀ�ÐÀÇ�Â�ÑÏÐÈ×È�
Íß��ÇÌÅÍØÅÍÍß��ÇÁ�ËÜØÅÍÍß��ÂÅËÈ×ÈÍÈ�y�Ó�ÑÒ�ËÜÊÈ�Æ�ÐÀÇ�Â��ÒÎÁÒÎ�
ÇÀËÅÆÍ�ÑÒÜ�ÇÌ�ÍÍÎ��y�Â�Ä�ÇÌ�ÍÍÎ��x���ÎÁÅÐÍÅÍÎÞ�ÏÐÎÏÎÐÖ�ÉÍ�ÑÒÞ��

³� ÐÎÇÃËßÍÓÒÈÕ� ÏÐÈÊËÀÄÀÕ� ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎÞ� ÌÎÄÅËËÞ� ÐÅÀËÜÍÈÕ�

ÑÈÒÓÀÖ�É���ÔÓÍÊÖ�ß��ßÊÓ�ÌÎÆÍÀ�ÇÀÄÀÒÈ�ÔÎÐÌÓËÎÞ�ÂÈÄÓ�y
k

x
= .

®ÇÍÀ×ÅÍÍß. �́ ÓÍÊÖ�Þ��ßÊÓ�ÌÎÆÍÀ�ÇÀÄÀÒÈ�ÔÎÐÌÓËÎÞ�ÂÈÄÓ�y
k

x
= , �

ÄÅ�N�z�0��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÎÁÅÐÍÅÍÎÞ�ÏÐÎÏÎÐÖ�ÉÍ�ÑÒÞ.

®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÎÁËÀÑÒÞ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
k

x
���ÌÍÎÆÈÍÀ�^x�_�x�z�0`��

ÒÎ� ÎÁËÀÑÒÞ� ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ��� y
k

x
= � �� ÒÀ� ÑÀÌÀ�ÌÍÎÆÈÍÀ�� ÒÎÁÒÎ�

'��y��=�^x�_�x�z�0`�

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÔÓÍÊÖ�Þ�y
x

= 6
.�³�ÒÀÁËÈÖ��ÍÀÂÅÄÅÍÎ�ÄÅßÊ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�

ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�ÒÀ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ���Ì�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���

x w� w� w� w2 w1�� w1 1 1�� 2 � � �

y w1 w1�� w2 w� w� w� � � � 2 1�� 1

¯ÎÇÍÀ×ÈÌÎ�ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏËÎÙÈÍ��ÒÎ×ÊÈ��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ��x��y��
ßÊÈÕ�ÍÀÂÅÄÅÍÎ�Â�ÒÀÁËÈÖ���ÐÈÑ��2��1��

0 11

11

x

y

0 11

11

x

y
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·ÈÌ�Á�ËÜØÅ�ÒÎ×ÎÊ��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�ßÊÈÕ�ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

y
x

= 6
, � ÍÀÌ� ÓÄÀÑÒÜÑß� ÏÎÇÍÀ×ÈÒÈ�� ÒÈÌ� ÌÅÍØÅ� ÎÒÐÈÌÀÍÀ� Ô�ÃÓÐÀ�

�ÐÈÑ��2��2��Â�ÄÐ�ÇÍßÒÈÌÅÒÜÑß�Â�Ä�ÃÐÀÔ�ÊÀ�ÔÓÍÊÖ���y
x

= 6
.

±ÅÐÅÄ�ÏÎÇÍÀ×ÅÍÈÕ�ÒÎ×ÎÊ�ÍÅ�ÌÎÆÅ�ÁÓÒÈ�ÒÎ×ÊÈ��ÀÁÑÖÈÑÀ�ßÊÎ��ÄÎ�
Ð�ÂÍÞ��ÍÓËÞ��ÎÑÊ�ËÜÊÈ�×ÈÑËÎ�0�ÍÅ�ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÎÁËÀÑÒ��ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�

ÄÀÍÎ��ÔÓÍÊÖ����²ÎÌÓ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ��� y
x

= 6
�ÍÅ�ÌÀ��ÑÏ�ËÜÍÈÕ�ÒÎ×ÎÊ�

Ç�Â�ÑÑÞ�ÎÐÄÈÍÀÒ�
ªÐ�Ì�ÒÎÃÎ��ÖÅÉ�ÃÐÀÔ�Ê�ÍÅ�ÌÀ��ÑÏ�ËÜÍÈÕ�ÒÎ×ÎÊ���Ç�Â�ÑÑÞ�ÀÁÑÖÈÑ��

±ÏÐÀÂÄ���Ð�ÂÍßÍÍß�
6

0
x

= �ÍÅ�ÌÀ��ÐÎÇÂsßÇÊ�Â��®ÒÆÅ��×ÈÑËÎ�0�ÍÅ�ÍÀ�

ËÅÆÈÒÜ�ÎÁËÀÑÒ��ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÄÀÍÎ��ÔÓÍÊÖ���
ªÐ�Ì�ÒÎÃÎ��ÖÅÉ�ÃÐÀÔ�Ê�ÍÅ�ÌÀ��ÑÏ�ËÜÍÈÕ�ÒÎ×ÎÊ���Ç�Â�ÑÑÞ�ÀÁÑÖÈÑ��

ÒÎÁÒÎ�ÒÎ×ÎÊ��ÎÐÄÈÍÀÒÈ�ßÊÈÕ�ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ�ÍÓËÞ�

¿ÊÙÎ� x� !� 0�� ÒÎ�
6

0
x

> , � ÒÎÁÒÎ� y� !� 0�� ßÊÙÎ� x� �� 0�� ÒÎ� y� �� 0��

®ÒÆÅ��ÒÎ×ÊÈ�ÃÐÀÔ�ÊÀ�ÄÀÍÎ��ÔÓÍÊÖ���ÌÎÆÓÒÜ�ÐÎÇÌ�ÙÓÂÀÒÈÑß�Ò�ËÜÊÈ�
Â�,�������ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÈÕ�×ÂÅÐÒßÕ�

§ÀÓÂÀÆÈÌÎ��ÙÎ� Ç�� ÇÁ�ËÜØÅÍÍßÌ�ÌÎÄÓËß� ÀÁÑÖÈÑÈ� Â�ÄÑÒÀÍ�� Â�Ä�

ÒÎ×ÎÊ�ÃÐÀÔ�ÊÀ�ÔÓÍÊÖ���y
x

= 6
�ÄÎ�ÎÑ��ÀÁÑÖÈÑ�ÇÌÅÍØÓÞÒÜÑß�ÒÀ�ÌÎÆÓÒÜ�

ÑÒÀÒÈ�ßÊ�ÇÀÂÃÎÄÍÎ�ÌÀËÈÌÈ��ÀËÅ�Í�ÊÎËÈ�ÍÅ�ÄÎÐ�ÂÍÞÂÀÒÈÌÓÒÜ�ÍÓËÞ��
±ÏÐÀÂÄ���×ÈÌ�Á�ËÜØÈÉ�ÌÎÄÓËÜ�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ��ÒÈÌ�ÌÅÍØÈÉ�ÌÎÄÓËÜ�Â�Ä�
ÏÎÂ�ÄÍÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���

 ÍÀËÎÃ�×ÍÎ�ÌÎÆÍÀ�ÂÑÒÀÍÎÂÈÒÈ��ÙÎ�Ç��ÇÌÅÍØÅÍÍßÌ�ÌÎÄÓËß�ÀÁÑÖÈ�
ÑÈ�Â�ÄÑÒÀÍ��Â�Ä�ÒÎ×ÎÊ�ÃÐÀÔ�ÊÀ�ÄÎ�ÎÑ��ÎÐÄÈÍÀÒ�ÇÌÅÍØÓÞÒÜÑß�ÒÀ�ÌÎÆÓÒÜ�
ÑÒÀÒÈ�ßÊ�ÇÀÂÃÎÄÍÎ�ÌÀËÈÌÈ��ÏÐÎÒÅ�Í�ÊÎËÈ�ÍÅ�ÄÎÐ�ÂÍÞÂÀÒÈÌÓÒÜ�ÍÓËÞ�

¿ÊÁÈ�ÂÄÀËÎÑß�ÏÎÇÍÀ×ÈÒÈ�ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏËÎÙÈÍ��ÂÑ��ÒÎ×ÊÈ��

ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�ßÊÈÕ�ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�y
x

= 6
,�ÒÎ�ÌÈ�ÎÒÐÈÌÀËÈ�Á�

Ô�ÃÓÐÓ��ÇÎÁÐÀÆÅÍÓ�ÍÀ�ÐÈÑÓÍÊÓ�2����

´�ÃÓÐÓ��ßÊÀ���ÃÐÀÔ�ÊÎÌ�ÔÓÍÊÖ���y
k

x
= ,�ÄÅ�N�z�0��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Ã��

ÏÅÐÁÎËÎÞ��£�ÏÅÐÁÎËÀ�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÄÂÎÕ�×ÀÑÒÈÍ�x�Â�ÒÎÊ�Ã�ÏÅÐÁÎËÈ�

§ÀÓÂÀÆÈÌÎ��ÙÎ�ÊÎËÈ���ÏÐÀÂÈËÜÍÎÞ�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ� y
k

x0
0

= , �ÒÎ�ÒÀÊÎÆ�

��ÏÐÀÂÈËÜÍÎÞ��Ð�ÂÍ�ÑÒÜ��− =
−

y
k

x0
0

.��²ÎÄ���ÌÎÆÍÀ��ÇÐÎÁÈÒÈ��ÒÀÊÈÉ�
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x

= . та її графік

ÂÈÑÍÎÂÎÊ��ßÊÙÎ�ÒÎ×ÊÀ�$��x0��y0��ÍÀËÅÆÈÒÜ�Ã�ÏÅÐÁÎË��y
k

x
= ,�ÒÎ�ÒÎ×�

ÊÀ�%��wx0��wy0��ÒÀÊÎÆ�ÍÀËÅÆÈÒÜ�Ö�É�Ã�ÏÅÐÁÎË���

À�ÐÈÑÓÍÊÓ�2����ÇÎÁÐÀÆÅÍÎ�Ã�ÏÅÐÁÎËÓ�y
x

= 6
.
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¿ÊÙÎ�N�!� 0�� ÒÎ� Â�ÒÊÈ� Ã�ÏÅÐÁÎËÈ�ÐÎÇÌ�ÙÅÍ�� Â� �� �� ���� ×ÂÅÐÒßÕ��
À�ßÊÙÎ�N���0�x��ÒÎ�Â�������9�×ÂÅÐÒßÕ�

À�ÐÈÑÓÍÊÓ�2����ÇÎÁÐÀÆÅÍÎ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���y
x

= − 6
.�¢�ÒÊÈ�Ã�ÏÅÐ�

ÁÎËÈ�y
x

= − 6
�ÐÎÇÌ�ÙÅÍ��Â�������9�×ÂÅÐÒßÕ�

§ÀÓÂÀÆÈÌÎ��ÙÎ�ÎÁËÀÑÒÞ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÔÓÍÊÖ���y
k

x
= ,�ÄÅ�N�z�0����ÌÍÎ�

ÆÈÍÀ�^y�_�y�z�0`�

³�ÒÀÁËÈÖ��ÍÀÂÅÄÅÍÎ�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��ÔÓÍÊÖ���y
k

x
= ,�ÂÈÂ×ÅÍ��Â�ÖÜÎÌÓ�

ÏÓÍÊÒ��

®ÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß '��y��=�^x�_�x�z�0`

®ÁËÀÑÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÜ (��y��=�^y�_�y�z�0`

£ÐÀÔ�Ê £�ÏÅÐÁÎËÀ



§ 4.  РАЦІОНАЛЬНІ ВИРАЗИ164

ÓËÜ�ÔÓÍÊÖ����ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÀÐ�
ÃÓÌÅÍÒÓ��ÏÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�
ÔÓÍÊÖ���ÄÎÐ�ÂÍÞ��0�

Å��ÑÍÓ�

¢ËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ�ÃÐÀÔ�ÊÀ ¿ÊÙÎ�ÒÎ×ÊÀ�$��x0��y0��ÍÀËÅ�

ÆÈÒÜ�Ã�ÏÅÐÁÎË��y k
x

= ,�ÒÎ�

ÒÎ×ÊÀ�%��wx0��wy0��ÒÀÊÎÆ�
ÍÀËÅÆÈÒÜ�Ö�É�Ã�ÏÅÐÁÎË��

¯ÎÊÀÆÅÌÎ��ßÊ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���y
k

x
= �ÌÎÆÍÀ�ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÂÀÒÈ�Ï�Ä�

×ÀÑ�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�Ð�ÂÍßÍÜ�

П Р И К Л А Д   3  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
4

3
x

x= + .

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� °ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÔÓÍÊÖ���y
x

= 4
���y�=�x�+����̄ ÎÁÓÄÓ�ÌÎ�

Â�ÎÄÍ�É�ÑÈÑÒÅÌ��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ�ÃÐÀÔ�ÊÈ�ÖÈÕ�ÔÓÍÊÖ�É��ÐÈÑ��2������¢ÎÍÈ�
ÏÅÐÅÒÈÍÀÞÒÜÑß�Ó�ÄÂÎÕ�ÒÎ×ÊÀÕ��ÀÁÑÖÈ�
ÑÈ�ßÊÈÕ�ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ�1���w���³�ÊÎÆÍ�É�
�Ç�ÒÎ×ÎÊ�ÏÅÐÅÒÈÍÓ�ÃÐÀÔ�Ê�Â�ÇÍÀ×ÅÍÍß�

ÔÓÍÊÖ��� y
x

= 4
� ÄÎÐ�ÂÍÞ�� ÇÍÀ×ÅÍÍÞ�

ÔÓÍÊÖ���y�=�x�+����®ÒÆÅ��ÏÐÈ�ÇÍÀÉÄÅ�

ÍÈÕ� ÀÁÑÖÈÑÀÕ� ÇÍÀ×ÅÍÍß� ÂÈÐÀÇ�Â�
4

x
�

��x�+���Ð�ÂÍ���ÒÎÁÒÎ�×ÈÑËÀ�1���w����ÊÎ�

ÐÅÍßÌÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�
4

3
x

x= + .�¯ÅÐÅÂ�ÐÊÀ�

ÖÅ� �Ï�ÄÒÂÅÐÄÆÓ��� �±ÏÐÀÂÄ��� �
4

1
1 3= + �

��
4

4
4 3

−
= − + .�

®ÏÈÑÀÍÈÉ�ÌÅÒÎÄ�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�Ð�ÂÍßÍÜ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÃÐÀÔ�×ÍÈÌ��
³� ��ÊËÀÑ�� ÂÈ� ÎÇÍÀÉÎÌÈËÈÑß� Ç� ÃÐÀÔ�×ÍÈÌ�ÌÅÒÎÄÎÌ�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�
ÑÈÑÒÅÌ�Ð�ÂÍßÍÜ���ÇÍÀ�ÒÅ��ÙÎ�ÖÅÉ�ÌÅÒÎÄ�ÍÅ�ÇÀÂÆÄÈ�ÄÀ��ÒÎ×Í��ÐÅÇÓËÜ�
ÒÀÒÈ�� ²ÎÌÓ� ÏÅÐÅÂ�ÐÊÀ� ÇÍÀÉÄÅÍÈÕ� ÊÎÐÅÍ�Â� �� ÎÁÎÂsßÇÊÎÂÈÌ� ÅÒÀÏÎÌ�
ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�Ð�ÂÍßÍÍß�

³�ÏÎÄÀËÜØÎÌÓ��Ï������ÂÈ�ÍÀÂ×ÈÒÅÑß�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÒÈ�ÒÀÊ��Ð�ÂÍßÍÍß��
ÍÅ�ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ÃÐÀÔ�×ÍÈÉ�ÌÅÒÎÄ�
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w�w� y�
=�
x�
��
� Z

Y
= 4
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x

= . та її графік

1. Поясніть, яку залежність між величинами називають оберненою про-
порційністю.

2. Яку функцію називають оберненою пропорційністю?

3. Яка множина є областю визначення функції y
k

x
= ,  де N z 0?

4. Як називають фігуру, що є графіком оберненої пропорційності?
5. Як називають частини, з яких складається гіпербола?

6. Яка множина є областю значень функції y
k

x
= ,  де�N z 0?

7. У яких координатних чвертях розміщений графік функції y
k

x
= ,  якщо 

N > 0? якщо N < 0?
8. Поясніть, у чому полягає графічний метод розв’язування рівнянь.
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24.1.q� ÂÒÎÌÎÁ�ËÜ�ÏÐÎ�ÆÄÆÀ��ÄÅßÊÓ�Â�ÄÑÒÀÍÜ�ÇÀ�10�ÃÎÄ��§À�ßÊÈÉ�×ÀÑ�
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.

24.9.q�§ÀÄÀÍÎ�ÔÓÍÊÖ�Þ�y
x
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.�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�
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ÇÍÀ×ÅÍÜ�

24.12.q�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���y
x

= 10
.�ªÎÐÈÑÒÓÞ×ÈÑÜ�ÃÐÀÔ�ÊÎÌ��

ÇÍÀÉÄ�ÒÜ�
1���ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���� ßÊÙÎ� ÇÍÀ×ÅÍÍß� ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ� ÄÎÐ�ÂÍÞ��� 2��

w10�
2���ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ��ÏÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���ÄÎÐ�ÂÍÞ���

���w2�
����ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ��ÏÐÈ�ßÊÈÕ�ÔÓÍÊÖ�ß�ÍÀÁÓÂÀ��Â�Äs�ÌÍÈÕ�

ÇÍÀ×ÅÍÜ�
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24.13.q�Å�ÂÈÊÎÍÓÞ×È�ÏÎÁÓÄÎÂÈ�ÃÐÀÔ�ÊÀ�ÔÓÍÊÖ���y
x

= 28
,�ÂÈÇÍÀ×ÒÅ��

×È�ÏÐÎÕÎÄÈÒÜ�ÃÐÀÔ�Ê�×ÅÐÅÇ�ÒÎ×ÊÓ�
1��$��w���w������2��%��1���w2��������&��0����1���������'��0�2��1�0��

24.14.q�Å�ÂÈÊÎÍÓÞ×È�ÏÎÁÓÄÎÂÈ�ÃÐÀÔ�ÊÀ�ÔÓÍÊÖ���y
x

= − 48
,�ÂÈÇÍÀ×ÒÅ��

×È�ÏÐÎÕÎÄÈÒÜ�ÃÐÀÔ�Ê�×ÅÐÅÇ�ÒÎ×ÊÓ�
1��$��w���w������2��%��12��w���������&��0����w1���������'��0����w120��

24.15.q�À�ÐÈÑÓÍÊÓ�2����ÇÎÁÐÀÆÅÍÎ�ÃÐÀÔ�Ê�ÇÀËÅÆÍÎÑÒ��×ÀÑÓ�W�ÐÓÕÓ�
Ç�ÏÓÍÊÒÓ�$�ÄÎ�ÏÓÍÊÒÓ�%�Â�Ä�ØÂÈÄÊÎÑÒ��Y�ÐÓÕÓ��ªÎÐÈÑÒÓÞ×ÈÑÜ�
ÃÐÀÔ�ÊÎÌ��ÂÈÇÍÀ×ÒÅ�
1���ÇÀ�ßÊÈÉ�×ÀÑ�ÌÎÆÍÀ�Ä�ÑÒÀÒÈÑß�Ç�ÏÓÍÊÒÓ�$�ÄÎ�ÏÓÍÊÒÓ�%��ßÊÙÎ�

ÐÓÕÀÒÈÑß�Ç��ØÂÈÄÊ�ÑÒÞ���ÊÌ�ÃÎÄ��2��ÊÌ�ÃÎÄ�
2���Ç�ßÊÎÞ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÞ�ÒÐÅÁÀ�ÐÓÕÀÒÈÑß��ÙÎÁ�Ä�ÑÒÀÒÈÑß�Ç�ÏÓÍÊÒÓ�$�

ÄÎ�ÏÓÍÊÒÓ�%�ÇÀ���ÃÎÄ��ÇÀ���ÃÎÄ�
����×ÎÌÓ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��Â�ÄÑÒÀÍÜ�Ì�Æ�ÏÓÍÊÒÀÌÈ�$���%�

0 ��

1212

YY

W� ÃÎÄÃÎÄÃÎÄ

1010

��

��

��

22

��� �������������������� ��� ÊÌÊÌÊÌÊÌ��ÃÎÄÃÎÄ1212121212 1�1�1� 2020202020 2�2�2�2�2� 2�2�2�2�2� �2�2�2�2�2 ���������� �0�0�0�0�0

rÎÖ. 2�.�

24.16.q�¤ÐÎÒßÍÈÉ�ÐÅÎÑÒÀÒ�Ï�ÄÊËÞ×ÅÍÎ�ÄÎ�ÁËÎÊÓ�ÆÈÂËÅÍÍß��ÐÈÑ��2������
®Ï�Ð� ÐÅÎÑÒÀÒÀ�5� ÇÀËÅÆÈÒÜ� Â�Ä� ÏÎËÎÆÅÍÍß� ÏÎÂÇÓÍÊÀ� É� ÌÎÆÅ�
ÇÌ�ÍÞÂÀÒÈÑß�Â�ÌÅÆÀÕ�Â�Ä�0�ÄÎ���®Ì��ªÎÐÈÑÒÓÞ×ÈÑÜ�ÃÐÀÔ�ÊÎÌ�
ÇÀËÅÆÍÎÑÒ��ÑÈËÈ�ÑÒÐÓÌÓ�,�Â�Ä�ÎÏÎÐÓ�5�ÇÀ�ÓÌÎÂÈ��ÙÎ�ÍÀÏÐÓÃÀ�ÍÀ�
Ê�ÍÖßÕ�ÐÅÎÑÒÀÒÀ�ÇÀËÈØÀ�ÒÜÑß�ÍÅÇÌ�ÍÍÎÞ��ÐÈÑ��2������ÂÈÇÍÀ×ÒÅ�
1��×ÎÌÓ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÑÈËÀ�ÑÒÐÓÌÓ��ßÊÙÎ�ÎÏ�Ð�ÄÎÐ�ÂÍÞ��2�®Ì�
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°ÅÎÑÒÀÒ

¯ÎÂÇÓÍÎÊ

¡ËÎÊ�ÆÈÂËÅÍÍß
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1212

,�,�,
 

101010

��

��

��

22

22 �� �� 55�®Ì®Ì

rÎÖ. 2�.� rÎÖ. 2�.�

2��ÏÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��ÎÏÎÐÓ�ÑÈËÀ�ÑÒÐÓÌÓ�ÄÎÐ�ÂÍÞ���� �
���ÑÊ�ËÜÊÈ�ÂÎËÜÒ�ÑÒÀÍÎÂÈÒÜ�ÍÀÏÐÓÃÀ�ÍÀ�Ê�ÍÖßÕ�ÐÅÎÑÒÀÒÀ�

24.17.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�N��ÏÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���

y
k

x
= �ÏÐÎÕÎÄÈÒÜ�×ÅÐÅÇ�ÒÎ×ÊÓ�

1��$��w������� 2��B
1

6
2; ;−



 � ���&��1����w���

24.18.q�£ÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���y
k

x
= �ÏÐÎÕÎÄÈÒÜ�×ÅÐÅÇ�ÒÎ×ÊÓ�$��10��1�����·È�

ÏÐÎÕÎÄÈÒÜ�ÃÐÀÔ�Ê�Ö����ÔÓÍÊÖ���×ÅÐÅÇ�ÒÎ×ÊÓ�
1��%��w1��w1���� 2��&��w2����"

24.19.q�̄ ÎÁÓÄÓÉÒÅ�Â�ÎÄÍ�É�ÑÈÑÒÅÌ��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ�ÃÐÀÔ�ÊÈ�ÔÓÍÊÖ�É�y
x

= 4
�

��y�=�x�ÒÀ�ÂÈÇÍÀ×ÒÅ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�ÒÎ×ÎÊ��ÕÍÜÎÃÎ�ÏÅÐÅÒÈÍÓ�

24.20.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÃÐÀÔ�×ÍÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��
4

4
x

x= − ;� 2��x
x

− =2
3

;� ���x
x

+ = −2
5

.

24.21.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÃÐÀÔ�×ÍÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��
8

6
x

x= − ;� 2��2
2

x
x

= ;� ���
7

x
x= − .
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24.22.q� À� ÐÈÑÓÍÊÓ� 2���� ÇÎÁÐÀÆÅÍÎ� ÃÐÀÔ�Ê� ÔÓÍÊÖ��� y� =� I� �x���
°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÃÐÀÔ�×ÍÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��I��x��=�0�� ���I��x��=�x�� ���f x
x

( ) ;= 1

2��I��x��=�1�� ���I��x��=�wx�� ���I��x��=�2�w�x�

0 1

1

x

y

0 1

1

x

y

0 1

1

x

y

0 1

1

x

y

rÎÖ. 2�.� rÎÖ. 2�.1�

24.23.q� À� ÐÈÑÓÍÊÓ� 2��10� ÇÎÁÐÀÆÅÍÎ� ÃÐÀÔ�Ê� ÔÓÍÊÖ��� y� =� J� �x���
°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÃÐÀÔ�×ÍÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��J��x��=�0�� ���J��x��=�w1�� ���J��x��=�wx�

2��J��x��=�1�� ���J��x��=�x�� ���g x
x

( ) .= 1

24.24.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÃÐÀÔ�×ÍÎ�ÑÈÑÒÅÌÓ�Ð�ÂÍßÍÜ�

1��
xy

y x

=
=





4

4

,

;
� 2��

x y

xy

− =
=





1

2

,

.

24.25.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÃÐÀÔ�×ÍÎ�ÑÈÑÒÅÌÓ�Ð�ÂÍßÍÜ�
xy

y x

=
− =





5

4

,

.

24.26.q�¢ÈÇÍÀ×ÒÅ�ÃÐÀÔ�×ÍÎ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÑÈÑÒÅÌÈ�Ð�ÂÍßÍÜ�

1��
xy

x y

= −
+ =





1

3 0

,

;
� 2��

xy

x y

= −
− =





1

3 0

,

;
� ���

xy

x y

=
− =





6

3 2 6

,

.

24.27.q�¢ÈÇÍÀ×ÒÅ�ÃÐÀÔ�×ÍÎ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÑÈÑÒÅÌÈ�Ð�ÂÍßÍÜ�

1��
xy

x y

= −
+ =





8

2 3 6

,

;
� 2��

xy

x y

= −
− − =





3

2 2 0

,

.

24.28.q� §ÍÀÉÄ�ÒÜ� ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ� ÂÑ�Õ� ÒÎ×ÎÊ� ÃÐÀÔ�ÊÀ� ÔÓÍÊÖ��� y
x

= 64
,�

Ó�ßÊÈÕ�ÀÁÑÖÈÑÀ�É�ÎÐÄÈÍÀÒÀ�Ð�ÂÍ��
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24.29.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�ÂÑ�Õ�ÒÎ×ÎÊ�ÃÐÀÔ�ÊÀ�ÔÓÍÊÖ��� y
x

= − 25
,�

Ó�ßÊÈÕ�ÀÁÑÖÈÑÀ�É�ÎÐÄÈÍÀÒÀ�x�ÏÐÎÒÈËÅÆÍ��×ÈÑËÀ�

24.30.x�¤ÎÑË�Ä�ÒÜ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�
k

x
a= ,�N�z�0��ÇÀËÅÆÍÎ�

Â�Ä�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�

24.31.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���

1��y
x

= 6
;� 2��y

x
= − 6

;� ���y�=�w_�x�_w1�

24.32.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���

1��y
x

x x
x=

− −

+ > −







2
1

3 1

, ,

, ;

ÿêùî

ÿêùî

P
��� 2��y

x x

x

x
x

=

− +

< <










2 10 2

2 4

3 4

12

, ,

, ,

, .

ÿêùî

ÿêùî

ÿêùî

m

l

24.33.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ��� y

x

x

x

x

x

=

− < −

−

>













4

4

2

2 2 2

2

, ,

, ,

, .

ÿêùî

ÿêùî

ÿêùî

P P

24.34.xx�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���

1��y
x

x x
= −

−
9 18

22 ;� 2��y
x

x x
= −

−
5 52

3 .

24.35.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���

1��y
x

x x
= −

−
3

32 ;� 2��y
x

x x
= −

−
10 40

4

2

3 .

24.36.xx�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�Ð�ÂÍßÍÍß�

1���xy�w�1���x�w�2��=�0�� ���
xy

x y

−
−

=1
0;

2���xy�+�1���y�w�1��=�0�� ���
xy

x y

+
−

=1
0.

����xy�w�1���_�x�_�w�_�y�_��=�0�

24.37.xx�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��x��xy�w�1��=�0�������2��x2y2�w�1�=�0�� ���
xy

x

−
−

=1

1
0.
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24.38.xx�ÅÕÀÉ�I��x��=�x��¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���y f
x

= − −





1
.

24.39.xx�ÅÕÀÉ�f x
x

( ) .= − 1
�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���y f

x
= − −





1
.

24.40.xx�´ÓÍÊÖ�ß�I�ÒÀÊÀ��ÙÎ�f x
x

( ) .= 4
�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ

�f x f x f x f x( ) ( ) ( ) ( ).+ − − = − + −1 1 1 1
1

2
æ

24.41.�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÔÓÍÊÖ�Þ�I��ßÊÀ�ÇÀÄÎÂÎËÜÍß��ÓÌÎÂÓ�

3 2
2

f x f x
x

( ) ( ) .+ = −

24.42.�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÔÓÍÊÖ�Þ�I��ßÊÀ�ÇÀÄÎÂÎËÜÍß��ÓÌÎÂÓ

�2
1 3 62

f x f
x

x

x
( ) .+ −



 = −
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 25. Числові нерівності та їхні властивості25.
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ËÓ�D�ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏÐßÌ�É��ÐÎÇÒÀØÎÂÀÍÀ�
ÏÐÀÂÎÐÓ×�Â�Ä�ÒÎ×ÊÈ��ßÊÀ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÀ��×ÈÑËÓ�E�
�ÐÈÑ��2��1��

³� ÌÀÒÅÌÀÒÈÖ�� ÄËß� ÂÈÑËÎÂÓ� �ÍÅ� Á�ËÜØÅ��
ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞÒÜ�ÇÍÀÊ�P� �×ÈÒÀÞÒÜ���ÌÅÍØÅ�ÀÁÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ�����À�ÄËß�
ÂÈÑËÎÂÓ��ÍÅ�ÌÅÍØÅ��x�ÇÍÀÊ�O��×ÈÒÀÞÒÜ���Á�ËÜØÅ�ÀÁÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ����

¿ÊÙÎ�D���E�ÀÁÎ�D�=�E��ÒÎ���ÏÐÀÂÈËÜÍÎÞ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�a bP .

¿ÊÙÎ�D�!�E�ÀÁÎ�D�=�E��ÒÎ���ÏÐÀÂÈËÜÍÎÞ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�a bO .

ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��7 7P ,�7 15P ,�− −3 5O ���ÏÐÀÂÈËÜÍÈÌÈ�

§ÍÀÊÈ� �� �� !� ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ� ÇÍÀÊÀÌÈ� ÑÒÐÎÃÎ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��� À� ÇÍÀÊÈ�
P���O�x�ÇÍÀÊÀÌÈ�ÍÅÑÒÐÎÃÎ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��×ÈÑËÎÂÈÕ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��ßÊ��×ÀÑÒÎ�ÂÈÊÎ�
ÐÈÑÒÎÂÓÞÒÜ�Ï�Ä�×ÀÑ�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�ÇÀÄÀ×���Õ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÎÑÍÎÂÍÈÌÈ�
ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒßÌÈ�×ÈÑËÎÂÈÕ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�

²ÅÎÐÅÌÀ�25.1. Якщо a ! E і E ! F, то a ! F.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÇÀ�ÓÌÎÂÎÞ�D�!�E���E�!�F��ÒÎ�Ð�ÇÍÈÖ��D�w�E�
�� � E� w� F� �� ÄÎÄÀÒÍÈÌÈ� ×ÈÑËÀÌÈ�� ²ÎÄ�� ÄÎÄÀÒÍÎÞ� ÁÓÄÅ� �ÕÍß� ÑÓÌÀ�

�D�w�E��+��E�w�F���¬À�ÌÎ���D�w�E��+��E�w�F��=�D�w�F��
®ÒÆÅ�� Ð�ÇÍÈÖß�D� w� F� �� ÄÎÄÀÒÍÈÌ�×ÈÑËÎÌ��
À�ÒÎÌÓ�D�!�F��

 ÍÀËÎÃ�×ÍÎ�ÄÎÂÎÄßÒÜ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ��якщо 
a � E  і  E � F, то a � F.

²ÅÎÐÅÌÓ� 2��1� ÌÎÆÍÀ� ÏÐÎ�ËÞÑÒÐÓÂÀÒÈ�
ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÍÎ��ßÊÙÎ�ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏÐßÌ�É� ÒÎ×ÊÀ�$� �D�� ËÅÆÈÒÜ�
ÏÐÀÂÎÐÓ×�Â�Ä�ÒÎ×ÊÈ�%��E���À�ÒÎ×ÊÀ�%��E��x�ÏÐÀÂÎÐÓ×�Â�Ä�ÒÎ×ÊÈ�&��F���
ÒÎ�ÒÎ×ÊÀ�$��D��ËÅÆÈÒÜ�ÏÐÀÂÎÐÓ×�Â�Ä�ÒÎ×ÊÈ�&��F���ÐÈÑ��2��2��

²ÅÎÐÅÌÀ � 25.2. Якщо a ! E  і  F x ÁÓдь�яке чиÑло, то 
a�+�F ! E�+�F.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ�� °ÎÇÃËßÍÅÌÎ� Ð�ÇÍÈÖÞ� �D� +� F�� w� �E� +� F���¬À�ÌÎ��
�D�+�F��w��E�+�F��=�D�w�E��®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÇÀ�ÓÌÎÂÎÞ�D�!�E��ÒÎ�Ð�ÇÍÈÖß�D�w�E�
��ÄÎÄÀÒÍÈÌ�×ÈÑËÎÌ��®ÒÆÅ��D�+�F�!�E�+�F��

 ÍÀËÎÃ�×ÍÎ�ÄÎÂÎÄßÒÜ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ��якщо a � E  і  F x ÁÓдь�яке 
чиÑло, то a�+�F � E�+�F.

®ÑÊ�ËÜÊÈ� Ä�Þ� Â�ÄÍ�ÌÀÍÍß� ÌÎÆÍÀ� ÇÀÌ�ÍÈÒÈ� Ä��Þ� ÄÎÄÀÂÀÍÍß�
�D�w�F�=�D�+� �wF���� ÒÎ��ÓÐÀÕÎÂÓÞ×È�ÒÅÎÐÅÌÓ�2��2��ÌÎÆÍÀ�ÇÐÎÁÈÒÈ�
ÒÀÊÈÉ�ÂÈÑÍÎÂÎÊ�

$

D

%

E

&

F

rÎÖ. 25.2

E
D

D
!�E

rÎÖ. 25.1
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Якщо до оÁоÕ чаÑтин Ïравильно� нерівноÑті додати аÁо від 
оÁоÕ чаÑтин Ïравильно� нерівноÑті відняти одне й те Ñаме чиÑло, 
то отримаємо ÏравильнÓ нерівніÑть.

ÀÑË�ÄÎÊ.�Якщо ÁÓдь�який доданок ÏеренеÑти з одніє� чаÑ�
тини Ïравильно� нерівноÑті в дрÓгÓ, замінивØи знак доданка на 
ÏротилеÆний, то отримаємо ÏравильнÓ нерівніÑть.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ ��ÅÕÀÉ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�D�!�E�+�F���ÏÐÀÂÈËÜÍÎÞ��¢�ÄÍ��
ÌÅÌÎ�Â�Ä�ÎÁÎÕ����×ÀÑÒÈÍ�×ÈÑËÎ�F��®ÒÐÈÌÀ�ÌÎ��D�w�F�!�E�+�F�w�F��ÒÎÁÒÎ�
D�w�Ð�!�E��

²ÅÎÐÅÌÀ�25.3. Якщо a ! E  і  F x додатне чиÑло,  то aF ! EF. 
Якщо a ! E  і  F x відsємне чиÑло,  то aF � EF.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ���°ÎÇÃËßÍÅÌÎ��Ð�ÇÍÈÖÞ��DF�w�EF���¬À�ÌÎ���DF�w�EF�=
=�F��D�w�E��

§À�ÓÌÎÂÎÞ��D�!�E��ÎÒÆÅ��Ð�ÇÍÈÖß�D�w�E���ÄÎÄÀÒÍÈÌ�×ÈÑËÎÌ�
¿ÊÙÎ�F�!�0��ÒÎ�ÄÎÁÓÒÎÊ�F��D�w�E��ÄÎÄÀÒÍÈÉ��À�ÎÒÆÅ��Ð�ÇÍÈÖß�DF�w�EF�

��ÄÎÄÀÒÍÎÞ��ÒÎÁÒÎ�DF�!�EF�
¿ÊÙÎ�F���0��ÒÎ�ÄÎÁÓÒÎÊ�F� �D�w�E��Â�Äs�ÌÍÈÉ��À�ÎÒÆÅ��Ð�ÇÍÈÖß�

DF�w�EF���Â�Äs�ÌÍÎÞ��ÒÎÁÒÎ�DF���EF��
 ÍÀËÎÃ�×ÍÎ�ÄÎÂÎÄßÒÜ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ��якщо a � E  і  F x додатне 

чиÑло,  то aF � EF� якщо a � E  і  F x відsємне чиÑло,  то aF ! EF.
®ÑÊ�ËÜÊÈ� � Ä�Þ� � Ä�ËÅÍÍß� � ÌÎÆÍÀ� � ÇÀÌ�ÍÈÒÈ� � Ä��Þ� � ÌÍÎÆÅÍÍß�

a c a
c

: ,=



æ

1
�ÒÎ��ÓÐÀÕÎÂÓÞ×È�ÒÅÎÐÅÌÓ�2�����ÌÎÆÍÀ�ÇÐÎÁÈÒÈ�ÒÀÊÈÉ�

ÂÈÑÍÎÂÎÊ�

Якщо оÁидві чаÑтини Ïравильно� нерівноÑті ÏомноÆити 
аÁо Ïоділити на одне й те Ñаме додатне чиÑло, то отримаємо 
ÏравильнÓ нерівніÑть.

Якщо оÁидві чаÑтини Ïравильно� нерівноÑті ÏомноÆити аÁо 
Ïоділити на одне й те Ñаме відsємне чиÑло та Ïоміняти знак не�
рівноÑті на ÏротилеÆний, то отримаємо ÏравильнÓ нерівніÑть.

ÀÑË�ÄÎÊ.�Якщо aE�!�0 і a�!�E, то 
1 1

a b
< .

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��¯ÎÄ�ËÈÌÎ�ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��D�!�E�ÍÀ�ÄÎ�

ÄÀÒÍÅ� ×ÈÑËÎ� DE�� ®ÒÐÈÌÀ�ÌÎ� ÏÐÀÂÈËÜÍÓ� ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
a

ab

b

ab
> ,� ÒÎÁÒÎ�

1 1

b a
> .�§Â�ÄÑÈ�

1 1

a b
< .�



25.  Числові нерівності та їхні властивості 175

§ÂÅÐÍÅÌÎ�ÓÂÀÃÓ��ÂÈÌÎÃÀ��ÙÎÁ�×ÈÑËÀ�D���E�ÌÀËÈ�ÎÄÍÀÊÎÂÈÉ�ÇÍÀÊ�
�DE�!�0�����ÑÓÒÒ�ÂÎÞ��±ÏÐÀÂÄ���ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ���!�w����ÏÐÀÂÈËÜÍÎÞ��ÏÐÎ�

ÒÅ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
1

5

1

3
< − ���ÍÅÏÐÀÂÈËÜÍÎÞ�

³�ÒÅÎÐÅÌÀÕ��ßÊ��ÐÎÇÃËßÄÀËÈÑß�Â�ÖÜÎÌÓ�ÏÓÍÊÒ����ØËÎÑß�ÏÐÎ�ÑÒÐÎ�
Ã��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��� ÍÀËÎÃ�×Í��ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��ÌÀÞÒÜ���ÍÅÑÒÐÎÃ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ���
ÀÏÐÈÊËÀÄ��ßÊÙÎ�a bO ���F�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ��ÒÎ�a c b c+ +O .

П Р И К Л А Д      �¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�− < −4 2Pa .�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�− < −
+

7 1
7

3 5a
P .

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��¬À�ÌÎ��− < −4 2Pa .�²ÎÄ��ÇÀ�ÒÅÎÐÅÌÎÞ�2����ÌÎÆ�²ÎÄ��ÇÀ�ÒÅÎÐÅÌÎÞ�2����ÌÎÆ�

ÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ��− < −12 3 6P a .�§ÀÑÒÎÑÎÂÓÞ×È�ÒÅÎÐÅÌÓ�2��2��ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�

− + < −7 3 5 1P a .� ªÎÐÈÑÒÓÞ×ÈÑÜ� ÍÀÑË�ÄÊÎÌ� Ç� ÒÅÎÐÅÌÈ� 2����� ÌÎÆÍÀ�

ÇÀÏÈÑÀÒÈ��ÙÎ�− > −
+

1

7
1

1

3 5
O

a
,�ÒÎÁÒÎ�− < −

+
1

1

7

1

3 5a
P .�

§Â�ÄÑÈ�− < −
+

7 1
7

3 5a
P .�

1.  У якому разі число D вважають більшим за число E?

2.  У якому разі число E вважають меншим від числа D?

3.  Як розташована на координатній прямій точка, яка зображує число D, 
відносно точки, яка зображує число E, якщо D > E?

4.  Який символ використовують для вислову «не більше»? для вислову 
«не менше»?

5.  У якому разі є правильною нерівність a bP ??

6.  У якому разі є правильною нерівність a bO ??

7.  Поясніть, які знаки називають знаками строгої нерівності, а які — не-
строгої.

8.  Яке із чисел D і F більше, якщо D > E і E > F?

9.  Сформулюйте теорему про додавання одного й того самого числа до 
обох частин нерівності.

10. Сформулюйте наслідок з теореми про додавання одного й того самого 
числа до обох частин нерівності.

11. Сформулюйте теорему про множення обох частин нерівності на одне 
й те саме число.

12. Сформулюйте наслідок з теореми про множення обох частин нерівно-
сті на одне й те саме число.
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ВПРАВИ

25.1.q�¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�×ÈÑËÀ�D���E��ßÊÙÎ�
1��D�w�E�=�0���� 2��D�w�E�=�w��� ���D�w�E�=�0�

25.2.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�P���Q��·È�ÌÎÆÅ�Ð�ÇÍÈÖß�P�w�Q�ÄÎÐ�ÂÍÞÂÀÒÈ�×ÈÑËÓ��
1�������2��w��2�����0"

25.3.q�¿ÊÅ��Ç�×ÈÑÅË��x�ÀÁÎ�y��Á�ËÜØÅ��ßÊÙÎ�
1��x�w�y�=�w��� 2��y�w�x�=�10"

25.4.q�¿Ê�ÐÎÇÒÀØÎÂÀÍÀ�ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏÐßÌ�É�ÒÎ×ÊÀ�$��D��Â�ÄÍÎÑÍÎ�
ÒÎ×ÊÈ�%��E���ßÊÙÎ�
1��D�w�E�=�2�� 2��D�w�E�=�w��� ���D�w�E�=�0"

25.5.q�·È�ÌÎÆÓÒÜ�ÎÄÍÎ×ÀÑÍÎ�ÂÈÊÎÍÓÂÀÒÈÑß�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��
1��D�!�E�����D���E�� 2��D�O�E�����D�P�E"

25.6.q�·È���ÏÐÀÂÈËÜÍÈÌ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß�

1��ßÊÙÎ�D�!�E��ÒÎ�
a

b
>1;� ���ßÊÙÎ�D���1��ÒÎ�

2
2

a
> ;

2��ßÊÙÎ�D�!�1��ÒÎ�
2

2
a

< ;� ���ßÊÙÎ�
a

b
>1���E�!�0��ÒÎ�D�!�E"

25.7.q�·È���ÏÐÀÂÈËÜÍÈÌ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß�
1��ßÊÙÎ�D�!�1��ÒÎ�_�D�_�!�1�� ���ßÊÙÎ�D���w���ÒÎ�_�D�_�!���
2��ßÊÙÎ�D���2��ÒÎ�_�D�_���2�� ���ßÊÙÎ�w����D������ÒÎ�_�D�_����"

25.8.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D������¿ÊÈÉ�ÇÍÀÊ�ÌÀ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1��2D�w���� 2����w�D�� ���
a

a

−
−

3

4
?

25.9.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D�!�2��¿ÊÈÉ�ÇÍÀÊ�ÌÀ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1���D�w���� 2����w��D�� ����D�w�������������D�w�2���1�w�D�"

25.10.q�¿ÊÈÉ�ÇÍÀÊ�ÌÀ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ��D�+�����D�w�2���ßÊÙÎ�
1��D���w��� 2��D�!�2�� ���w����D���2�� ���D���w�"

25.11.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D���E���E���F��¿ÊÅ�Ç�ÒÂÅÐÄÆÅÍÜ���ÏÐÀÂÈËÜÍÈÌ�
1��D�!�Ð�� 2��D�=�F�� ���Ð�!�D"

25.12.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�E��!�D��F���D���G�!�E��¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�×ÈÑËÀ�
1��D�����G�� 2��E�����F�

25.13.q�°ÎÇÒÀØÓÉÒÅ�Â�ÏÎÐßÄÊÓ�ÇÐÎÑÒÀÍÍß�×ÈÑËÀ�D��E��F� ��0��ßÊÙÎ�
D�!�E��F���E��0���E���0�!�F�

25.14.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D�!����¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�Ç�ÍÓËÅÌ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1��D�w���� ����D�w�����D�w�2��� ����1�w�D2�����w�D��

2��2�w�D�� ���
( ) ( )

;
a a

a

− −
−

4 2

3
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25.15.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�E�!�w2�����E���1��¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�Ç�ÍÓËÅÌ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�
ÂÈÐÀÇÓ�

1��E�+�2�� ���E�w�2�� ����E�+�2���E�w���2�
2��1�w�E�� ����E�w�1���E�w����� ����E�w�����E�+�����E�w�2�2�

25.16.q�¤ÀÍÎ��D�!�E��¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇ�Â�
1��D�+�������E�+���� ���w�0E�����w�0D�

2��E�w�������D�w���� ���
a

20
���

b

20
;

���1��D�����1��E�� ���2D�w�������2E�w���
���wD�����wE�� �����w��D�������w��E�

25.17.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�1 2Pm < .�¿Ê��Ç�ÍÀÂÅÄÅÍÈÕ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ���ÏÐÀÂÈËÜ�

ÍÈÌÈ�

1��− < −1 2Pm ;� ��� − − > −1 2O m ;

2��− < −2 1m P ; � ���− > −2 1mO ?

25.18.q�¤ÀÍÎ��w�D�!�w�E��¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇ�Â�

1��D�����E�� ���− 5

9
b �����− 5

9
a;

2��
2

7
a �����

2

7
b;� ����D�+�2������E�+�2�

���E�w�������D�w���� ���w�D�+�10�����w�E�+�10�

25.19.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D�!�E��°ÎÇÒÀØÓÉÒÅ�Â�ÏÎÐßÄÊÓ�ÑÏÀÄÀÍÍß�×ÈÑËÀ�
D�+����E�w����D�+����E�w�2��E�

25.20.q�¤ÀÍÎ��D���E��¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�
1��D�w�������E�� 2��D�����E�+���� ���D�+�������E�w�2�

25.21.q�¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�×ÈÑËÀ�D���E��ßÊÙÎ�
1��D�!�F�����F�!�E�+���� 2��D�!�F�����F�w�1�!�E�+�G2�
ÄÅ�F���G�x�ÄÅßÊ��×ÈÑËÀ�

25.22.q�¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�×ÈÑËÀ�D���0��ßÊÙÎ�
1���D����D�� ���w�D�!�w�D�

2��
a a

2 3
< ;� ���w0�02D�!�w0�2D�

25.23.q�¤ÀÍÎ��D�!�w2��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�
1���D�+�10�!�w��� 2��w�D�w�����10�

25.24.q�¤ÀÍÎ��b P10.�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�

1��5 9 41b − P ;� 2��1�w�2E�!�w21�
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25.25.x�·È���ÏÐÀÂÈËÜÍÈÌ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß�
1��ßÊÙÎ�D�!�E��ÒÎ�D�!�wE�
2��ßÊÙÎ�D�!�E��ÒÎ�2D�!�E�
���ßÊÙÎ�D�!�E��ÒÎ�2D�+�1�!�2E�

���ßÊÙÎ�E�!�D��ÒÎ�
b

a
>1;

���ßÊÙÎ�
a

b
>1���D�!�0��ÒÎ�D�!�E�

���ßÊÙÎ�D�!�E�+�2����E�w���!����ÒÎ�D�!���
���ßÊÙÎ�D�!�E��ÒÎ�DE�!�E2�
���ÎÑÊ�ËÜÊÈ���!����ÒÎ��D2�!��D2"

25.26.x�·È���ÏÐÀÂÈËÜÍÈÌ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß�

1��ßÊÙÎ�D�!�1��ÒÎ�
1

1
a

< ;�

2��ßÊÙÎ�D�!����ÒÎ�
3

1
a

< ;�

���ßÊÙÎ�D���1��ÒÎ�
1

1
a

> ;�

���ßÊÙÎ�2�P�D������ÒÎ�
1

3

1 1

2
<

a
P ;�

���ßÊÙÎ�w2���D���w1��ÒÎ�− < < −1
1 1

2a
;�

���ßÊÙÎ�w����D������ÒÎ�− < <1

3

1 1

3a
?�

25.27.x�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�1���D���2��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�

1��
1

3

1

2 1
1< <

−a
;� 2��1 4

4

3 2
< <

−a
.

25.28.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÊÎËÈ�

1��2���D������ÒÎ�
1

2
1

a −
> ;� 2��w����D���w1��ÒÎ�

1

1

1

2a +
< − .

25.29.x�§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÏÐÀÂÈËÜÍÓ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ��ßÊÓ�ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ��ßÊÙÎ�
1��ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��D�!�2�ÏÎÌÍÎÆÈÌÎ�ÍÀ�D�
2��ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��E���w1�ÏÎÌÍÎÆÈÌÎ�ÍÀ�E�
���ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��P���w��ÏÎÌÍÎÆÈÌÎ�ÍÀ�wP�

25.30.x�§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÏÐÀÂÈËÜÍÓ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ��ßÊÓ�ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ��ßÊÙÎ�
1��ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��D���wD2�ÏÎÄ�ËÈÌÎ�ÍÀ�D�
2��ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��D�!�D2�ÏÎÄ�ËÈÌÎ�ÍÀ�D�
���ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��D��!�D2�ÏÎÄ�ËÈÌÎ�ÍÀ�wD�



26.  Додавання і множення  числових нерівностей 179

 26. Додавання і множення 
числових нерівностей.  
Оцінювання значення виразу

26.

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÏÐÈÊËÀÄÈ�
1��¿ÊÙÎ�Ç�ÏÅÐØÎÃÎ�ÏÎËß�Ç�ÁÐÀËÈ�ÍÅ�ÌÅÍØÅ�Í�Æ��0�Ò�ÆÈÒÀ��À�Ç�ÄÐÓ�

ÃÎÃÎ�ÏÎËß�x�ÍÅ�ÌÅÍØÅ�Í�Æ����Ò��ÒÎ�Î×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ�Ç�ÄÂÎÕ�ÏÎË�Â�ÐÀÇÎÌ�
Ç�ÁÐÀËÈ�ÍÅ�ÌÅÍØÅ�Í�Æ����Ò�ÆÈÒÀ�

2��¿ÊÙÎ�ÄÎÂÆÈÍÀ�ÏÐßÌÎÊÓÒÍÈÊÀ�ÍÅ�Á�ËÜØÀ�ÇÀ��0�ÑÌ��À�ØÈÐÈ�
ÍÀ�x�ÍÅ�Á�ËÜØÀ�ÇÀ��0�ÑÌ��ÒÎ�Î×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ�ÉÎÃÎ�ÏËÎÙÀ�ÍÅ�Á�ËÜØÀ�
ÇÀ�2�00�ÑÌ2�

¢ÈÑÍÎÂÊÈ��Ç�ÖÈÕ�ÏÐÈÊËÀÄ�Â����ÍÒÓ�ÒÈÂÍÎ�Î×ÅÂÈÄÍÈÌÈ���ÕÍÞ�ÑÏÐÀ�
ÂÅÄËÈÂ�ÑÒÜ�Ï�ÄÒÂÅÐÄÆÓÞÒÜ�ÒÀÊ��ÒÅÎÐÅÌÈ�

²ÅÎÐÅÌÀ�26.1��ÏÐÎ�ÏÎ×ËÅÍÍÅ�ÄÎÄÀÂÀÍÍß�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�. 
Якщо a ! E і F ! G, то a + F ! E + G.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�Ð�ÇÍÈÖÞ��D�+�F��w��E�+�G���¬À�ÌÎ�
�D�+�F��w��E�+�G��=�D�+�F�w�E�w�G�=��D�w�E��+��F�w�G��
®ÑÊ�ËÜÊÈ�D�!�E� ��F�!�G��ÒÎ�Ð�ÇÍÈÖ��D�w�E� ��F�w�G���ÄÎÄÀÒÍÈÌÈ�

×ÈÑËÀÌÈ��®ÒÆÅ��Ð�ÇÍÈÖß��ßÊÓ�ÌÈ�ÐÎÇÃËßÄÀ�ÌÎ����ÄÎÄÀÒÍÎÞ��ÒÎÁÒÎ�
D�+�F�!�E�+�G��

 ÍÀËÎÃ�×ÍÎ� ÄÎÂÎÄßÒÜ� ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ�� якщо a � E і F � G, то 
a + F � E + G.

ÅÐ�ÂÍÎÑÒ��D�!�E���F�!�G��ÀÁÎ�D���E���F���G��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒßÌÈ�
ÎÄÍÀÊÎÂÎÃÎ�ÇÍÀÊÀ��À�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��D�!�E���F���G��ÀÁÎ�D���E���F�!�G��x�
ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒßÌÈ�ÏÐÎÒÈËÅÆÍÈÕ�ÇÍÀÊ�Â�

£ÎÂÎÐßÒÜ��ÙÎ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�D�+�F�!�E�+�G�ÎÒÐÈÌÀÍÎ�Ç�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
D�!�E���F�!�G�ØËßÕÎÌ�ÏÎ×ËÅÍÍÎÃÎ�ÄÎÄÀÂÀÍÍß�

²ÅÎÐÅÌÀ�2��1�ÎÇÍÀ×À���ÙÎ�Ïри ÏочленномÓ додаванні Ïравиль�
ниÕ нерівноÑтей однакового знака резÓльтатом є Ïравильна 
нерівніÑть того Ñамого знака�

§ÀÇÍÀ×ÈÌÎ��ÙÎ�ÒÅÎÐÅÌÀ�2��1�ÑÏÐÀÂÅÄËÈÂÀ�É�Ó�ÂÈÏÀÄÊÓ�ÏÎ×ËÅÍÍÎÃÎ�
ÄÎÄÀÂÀÍÍß�ÒÐÜÎÕ���Á�ËÜØÅ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��ÀÏÐÈÊËÀÄ��ßÊÙÎ�D1�!�E1��
D2�!�E2���D��!�E���ÒÎ�D1�+�D2�+�D��!�E1�+�E2�+�E��

²ÅÎÐÅÌÀ�26.2� �ÏÐÎ�ÏÎ×ËÅÍÍÅ�ÌÍÎÆÅÍÍß�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�. 
Якщо a ! E, F ! G і a, E, F, G x додатні чиÑла, то aF ! EG.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�Ð�ÇÍÈÖÞ�DF�w�EG��¬À�ÌÎ�
DF�w�EG�=�DF�w�EF�+�EF�w�EG�=�F��D�w�E��+�E��F�w�G��
§À�ÓÌÎÂÎÞ�D�w�E�!�0��F�w�G�!�0��F�!�0��E�!�0��®ÒÆÅ��Ð�ÇÍÈÖß��ßÊÓ�

ÌÈ�ÐÎÇÃËßÄÀ�ÌÎ����ÄÎÄÀÒÍÎÞ���Ç�ÖÜÎÃÎ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�DF�!�EG��
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 ÍÀËÎÃ�×ÍÎ�ÄÎÂÎÄßÒÜ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ��якщо a � E, F � G і a, E, F, 
G x додатні чиÑла, то aF���EG�

£ÎÂÎÐßÒÜ��ÙÎ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�DF�!�EG�ÎÒÐÈÌÀÍÎ�Ç�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�D�!�E�
��F�!�G�ØËßÕÎÌ�ÏÎ×ËÅÍÍÎÃÎ�ÌÍÎÆÅÍÍß�

²ÅÎÐÅÌÀ�2��2�ÎÇÍÀ×À���ÙÎ�Ïри ÏочленномÓ мноÆенні Ïравиль�
ниÕ нерівноÑтей однакового знака, Ó якиÕ ліві та Ïраві чаÑти�
ни x додатні чиÑла, резÓльтатом є Ïравильна нерівніÑть того 
Ñамого знака�

§ÂÅÐÍÅÌÎ�ÓÂÀÃÓ��ÂÈÌÎÃÀ��ÙÎÁ�ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��ßÊ��
ÌÍÎÆÀÒÜ�� ÁÓËÈ� ÄÎÄÀÒÍÈÌÈ�� �� ÑÓÒÒ�ÂÎÞ�� ±ÏÐÀÂÄ��� ÐÎÇÃËßÍÅÌÎ� ÄÂ��
ÏÐÀÂÈËÜÍ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��w2�!�w������!�1��¯ÎÌÍÎÆÈÂØÈ�ÏÎ×ËÅÍÍÎ�Ö��
ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ���ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�w��!�w���ßÊÀ�ÍÅ���ÏÐÀÂÈËÜÍÎÞ�

§ÀÓÂÀÆÈÌÎ��ÙÎ�ÒÅÎÐÅÌÀ�2��2�ÇÀËÈØÀ�ÒÜÑß�ÑÏÐÀÂÅÄËÈÂÎÞ���Â�ÐÀÇ��
ÏÎ×ËÅÍÍÎÃÎ� ÌÍÎÆÅÍÍß� ÒÐÜÎÕ� �� Á�ËÜØÅ� ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�� ÀÏÐÈÊËÀÄ��
ßÊÙÎ�D1��D2��D���E1��E2��E��x�ÄÎÄÀÒÍ��×ÈÑËÀ��ÏÐÈ×ÎÌÓ�D1�!�E1��D2�!�E2��
D��!�E���ÒÎ�D1D2D��!�E1E2E��

ÀÑË�ÄÎÊ.�Якщо a ! E і a, E x додатні чиÑла, то an ! En, де 
n x натÓральне чиÑло�

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��§ÀÏÈØÅÌÎ�Q�ÏÐÀÂÈËÜÍÈÕ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�D�!�E�

a b

a b

a b

>
>

>










...
�Q�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ

®ÑÊ�ËÜÊÈ�D���E�x�ÄÎÄÀÒÍ��×ÈÑËÀ��ÒÎ�ÌÎÆÅÌÎ�ÏÅÐÅÌÍÎÆÈÒÈ�ÏÎ�
×ËÅÍÍÎ�Q�ÇÀÏÈÑÀÍÈÕ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��®ÒÐÈÌÀ�ÌÎ�DQ�!�EQ��

§ÀÇÍÀ×ÈÌÎ��ÙÎ�ÂÑ��ÐÎÇÃËßÍÓÒ��ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ���ÑÏÐÀÂÅÄ�
ËÈÂÈÌÈ�É�Ó�ÒÎÌÓ�ÐÀÇ���ÊÎËÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ����ÍÅÑÒÐÎÃÈÌÈ�

якщо a O�E і F O�G, то a + E O�F + G� 
якщо a O�E, F O�G і a, E, F, G x додатні чиÑла, то aF O�EG�
якщо a O�E і a, E x додатні чиÑла, то an O�En, де n x натÓ�

ральне чиÑло�

¢È�ÇÍÀ�ÒÅ��ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÅËÈ×ÈÍ��ßÊ����ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÌ�ÂÈÌ�ÐÞÂÀÍÜ��
ÍÅ���ÒÎ×ÍÈÌÈ��¢ÈÌ�ÐÞÂÀËÜÍ��ÏÐÈËÀÄÈ�ÄÀÞÒÜ�ÇÌÎÃÓ�ËÈØÅ�ÂÑÒÀÍÎÂÈÒÈ��
Ì�Æ�ßÊÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ�Ì�ÑÒÈÒÜÑß�ÒÎ×ÍÅ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÅËÈ×ÈÍÈ��¶��×ÈÑËÀ�
ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÌÅÆÀÌÈ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÅËÈ×ÈÍÈ�

ÅÕÀÉ��ÍÀÏÐÈÊËÀÄ��Ó�ÐÅÇÓËÜÒÀÒ��ÂÈÌ�ÐÞÂÀÍÍß�ØÈÐÈÍÈ�x���ÄÎÂ�
ÆÈÍÈ�y�ÏÐßÌÎÊÓÒÍÈÊÀ�ÁÓËÎ�ÂÑÒÀÍÎÂËÅÍÎ��ÙÎ�2���ÑÌ���x���2���ÑÌ�
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����1�ÑÌ���y�������ÑÌ��²ÎÄ��ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÒÅÎÐÅÌÈ�2��2�ÌÎÆÍÀ�ÎÖ�ÍÈÒÈ�
ÏËÎÙÓ�ÏÐßÌÎÊÓÒÍÈÊÀ��¬À�ÌÎ�

u 2���ÑÌ���x���2���ÑÌ
��1�ÑÌ���y�������ÑÌ

10�2��ÑÌ2���xy���11��1�ÑÌ2

³ÇÀÃÀË���ßÊÙÎ�Â�ÄÎÌÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÌÅÆ�ÂÅËÈ×ÈÍ��ÒÎ��ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ�
×È�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��×ÈÑËÎÂÈÕ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��ÌÎÆÍÀ�ÇÍÀÉÒÈ�ÌÅÆ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�
ÂÈÐÀÇÓ��ßÊÈÉ�Ì�ÑÒÈÒÜ�Ö��ÂÅËÈ×ÈÍÈ��ÒÎÁÒÎ�ÎÖ�ÍÈÒÈ�ÉÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�

П Р И К Л А Д      �¤ÀÍÎ������D���������10���E���12��®Ö�Í�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�
ÂÈÐÀÇÓ�

1��D�+�E��������2��D�w�E�����������DE�����������
a

b
;����������3

1

2
a b− .

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ
1��§ÀÑÒÎÑÓÂÀÂØÈ�ÒÅÎÐÅÌÓ�ÏÐÎ�ÏÎ×ËÅÍÍÅ�ÄÎÄÀÂÀÍÍß�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��

ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�

+ ����D����
10���E���12

1����D�+�E���20�
2��¯ÎÌÍÎÆÈÂØÈ�ÊÎÆÍÓ�×ÀÑÒÈÍÓ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��10���E���12�ÍÀ�w1��

ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ��w10�!�wE�!�w12�ÀÁÎ�w12���wE���w10��³ÐÀÕÎÂÓÞ×È��ÙÎ�
D�w�E�=�D�+��wE���ÄÀË��ÌÀ�ÌÎ�

+ ����D����
w12���wE���w10

w����D�w�E���w2�
���®ÑÊ�ËÜÊÈ�D�!�������E�!�10��ÒÎ�D���E�ÍÀÁÓÂÀÞÒÜ�ÄÎÄÀÒÍÈÕ�ÇÍÀ�

×ÅÍÜ��§ÀÑÒÎÑÓÂÀÂØÈ�ÒÅÎÐÅÌÓ�ÏÐÎ�ÏÎ×ËÅÍÍÅ�ÌÍÎÆÅÍÍß�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��
ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�

u ����D����
10���E���12

�0���DE������

���®ÑÊ�ËÜÊÈ�10���E���12��ÒÎ�
1

10

1 1

12
> >

b
�ÀÁÎ�

1

12

1 1

10
< <

b
.�³ÐÀÕÎÂÓ�

Þ×È��ÙÎ�
a

b b
a= æ

1
,�ÌÀ�ÌÎ�

u
����D����
1

12

1 1

10
< <

b

1

2

4

5
< <a

b
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���¯ÎÌÍÎÆÈÌÎ�ÊÎÆÍÓ�×ÀÑÒÈÍÓ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ������D�����ÍÀ����À�ÊÎÆ�

ÍÓ�×ÀÑÒÈÍÓ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��10���E���12�ÍÀ�− 1

2
.�®ÒÐÈÌÀ�ÌÎ�ÄÂ��ÏÐÀÂÈËÜÍ��

ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��

1�����D���2����− > − > −5 6
1

2
b .

¤ÎÄÀÌÎ�ÎÒÐÈÌÀÍ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��

+
1�����D���2�

− < − < −6 5
1

2
b

12 3 19
1

2
< − <a b .

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ� �1��1����D�+�E���20��2��w����D�w�E���w2������0���DE�������

���
1

2

4

5
< <a

b
;����12 3 19

1

2
< − <a b .�

1. Сформулюйте теорему про почленне додавання нерівностей.
2. Поясніть, які нерівності називають нерівностями однакового знака, а які 

нерівності — нерівностями протилежних знаків.
3. Сформулюйте теорему про почленне множення нерівностей.
4. Сформулюйте наслідок з теореми про почленне множення нерівностей.

ВПРАВИ

26.1.q�¤ÀÍÎ��w����D������®Ö�Í�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1��2D�� ���D�+�2�� ����D�+�1�� ���w�D�

2��
a

3
;� ���D�w�1�� ���wD�� ���w�D�+���

26.2.q�¤ÀÍÎ��2���E������®Ö�Í�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1��
1

2
b;� 2��E�w���� ���2E�+���� �����w�E�

26.3.q�¤ÀÍÎ��2���x������®Ö�Í�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1

x
.

26.4.q�®Ö�Í�ÒÜ�ÑÅÐÅÄÍ��ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÍÅ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�D���E��ßÊÙÎ�2�����D���2����
�����1���E�����2�

26.5.q�®Ö�Í�ÒÜ�ÏÅÐÈÌÅÒÐ�Ð�ÂÍÎÁÅÄÐÅÍÎÃÎ�ÒÐÈÊÓÒÍÈÊÀ�Ç�ÎÑÍÎÂÎÞ�D�ÑÌ�
��Á�×ÍÎÞ�ÑÒÎÐÎÍÎÞ�E�ÑÌ��ßÊÙÎ�10���D���1������12���E���1��
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26.6.q�®Ö�Í�ÒÜ�ÏÅÐÈÌÅÒÐ�ÏÀÐÀËÅËÎÃÐÀÌÀ�Ç��ÑÒÎÐÎÍÀÌÈ�D�ÑÌ���E�ÑÌ��
ßÊÙÎ�15 19P Pa ���6 11P Pb .

26.7.q�·È���ÏÐÀÂÈËÜÍÈÌ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß�
1��ßÊÙÎ�D�!�2�����E�!����ÒÎ�D�+�E�!���
2��ßÊÙÎ�D�!�2�����E�!����ÒÎ�D�+�E�!���
���ßÊÙÎ�D�!�2�����E�!����ÒÎ�D�+�E�!���2�
���ßÊÙÎ�D�!�2�����E�!����ÒÎ�D�w�E�!�w��
���ßÊÙÎ�D�!�2�����E�!����ÒÎ�E�w�D�!���
���ßÊÙÎ�D�!�2�����E�!����ÒÎ�DE�!�1��
���ßÊÙÎ�D�!�2�����E�!����ÒÎ��D�+�2E�!�20�
���ßÊÙÎ�D�!�2�����E���w���ÒÎ�D�w�E�!���
���ßÊÙÎ�D���2�����E������ÒÎ�DE���1��
10��ßÊÙÎ�D�!�2��ÒÎ�D2�!���
11��ßÊÙÎ�D���2��ÒÎ�D2����"

26.8.q�¤ÀÍÎ��D�!�2�������E�!�1����¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�

1��a b+ 3

4
���������� ����D�w�0�����E�+�1����������

2���D�+�E�2�����1��
26.9.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D�!�������E�!�w2��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ��D�+��E�!���
26.10.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D�!�������E���2��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ��D�w��E�!�1��
26.11.q�¤ÀÍÎ������D�������������E������®Ö�Í�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1���D�+��E�� ���2���D�w��E�� ��������
a

b
;� ���

2

3

b

a
.

26.12.q��¤ÀÍÎ��
1

3

1

2
< <x �����

1

7

1

4
< <y .�®Ö�Í�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1���x�+�1�y�� 2��2�y�w�12x�� ���
y

x
.

26.13.x� ¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ� ÏÅÐÈÌÅÒÐ� ×ÎÒÈÐÈÊÓÒÍÈÊÀ� Á�ËÜØÈÉ� ÇÀ� ÑÓÌÓ�
ÉÎÃÎ�Ä�ÀÃÎÍÀËÅÉ�

26.14.x� ¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ� ÊÎÆÍÀ� Ä�ÀÃÎÍÀËÜ� ÎÏÓÊËÎÃÎ� ×ÎÒÈÐÈÊÓÒÍÈÊÀ�
ÌÅÍØÀ�Â�Ä�ÉÎÃÎ�Ï�ÂÏÅÐÈÌÅÒÐÀ�

26.15.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÑÓÌÀ�ÄÂÎÕ�ÏÐÎÒÈËÅÆÍÈÕ�ÑÒÎÐ�Í�ÎÏÓÊËÎÃÎ�×ÎÒÈ�
ÐÈÊÓÒÍÈÊÀ�ÌÅÍØÀ�Â�Ä�ÑÓÌÈ�ÉÎÃÎ�Ä�ÀÃÎÍÀËÅÉ�

26.16.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß�
1��ßÊÙÎ�D���E���0��ÒÎ�D2�!�E2�
2��ßÊÙÎ�D�!�0��E�!�0�����D2�!�E2��ÒÎ�D�!�E�

26.17.x�®Ö�Í�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�D��ßÊÙÎ�
1��D�w�_�E�_�=�1�� 2��D�+�E2�=�2�� ���_�D�_�+�_�E�_�=�1�
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26.18.x�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�E�!�0�����D�!�E��·È�ÎÁÎÂsßÇÊÎÂÎ���ÏÐÀÂÈËÜÍÎÞ�
ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
1��D2�+�D�!�E2�+�E�� ���2�w�D2���2�w�E2�

2��D2�w�D�!�E2�w�E�� ���a b
a b

+ > +1 1
?

 27. Нерівності з однією змінною27.

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÒÀÊÓ�ÇÀÄÀ×Ó��®ÄÍÀ�Ç��ÑÒÎÐ�Í�ÏÀÐÀËÅËÎÃÐÀÌÀ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��
��ÑÌ��¿ÊÎÞ�ÌÀ��ÁÓÒÈ�ÄÎÂÆÈÍÀ�ÄÐÓÃÎ��ÑÒÎÐÎÍÈ��ÙÎÁ�ÏÅÐÈÌÅÒÐ�ÏÀÐÀ�
ËÅËÎÃÐÀÌÀ�ÁÓÂ�Á�ËÜØÈÌ�ÇÀ����ÑÌ"

ÅÕÀÉ�ØÓÊÀÍÀ�ÑÒÎÐÎÍÀ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��x�ÑÌ��²ÎÄ��ÏÅÐÈÌÅÒÐ�ÏÀÐÀËÅËÎ�
ÃÐÀÌÀ�ÄÎÐ�ÂÍÞ���1��+�2x��ÑÌ��ÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�1��+�2x�!������ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎÞ�
ÌÎÄÅËËÞ�ÇÀÄÀ×��ÏÐÎ�ÏÅÐÈÌÅÒÐ�ÏÀÐÀËÅËÎÃÐÀÌÀ�

¿ÊÙÎ�Â�ÖÞ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�ÇÀÌ�ÑÒÜ�ÇÌ�ÍÍÎ��x�Ï�ÄÑÒÀÂÈÒÈ��ÍÀÏÐÈÊËÀÄ��
×ÈÑËÎ�1���ÒÎ�ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�ÏÐÀÂÈËÜÍÓ�×ÈÑËÎÂÓ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�1��+��2�!�����
£ÎÂÎÐßÒÜ��ÙÎ�×ÈÑËÎ�1����ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��1��+�2x�!����

®ÇÍÀ×ÅÍÍß.  °ÎÇÂsßÇÊÎÌ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ� �Ç �ÎÄÍ��Þ�ÇÌ�ÍÍÎÞ�
ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÇÌ�ÍÍÎ���ßÊÅ�ÏÅÐÅÒÂÎÐÞ�����Â�ÏÐÀÂÈËÜÍÓ�×ÈÑ�
ËÎÂÓ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ.

²ÀÊ�� ÊÎÆÍÅ� �Ç� ×ÈÑÅË� 1��1�� 20�� 101� �� ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ� ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��
1��+�2x�!�����À�×ÈÑËÎ�10�ÍÅ������ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�

§ÀÓÂÀÆÅÍÍß� � ®ÇÍÀ×ÅÍÍß� ÐÎÇÂsßÇÊÓ� ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ�� ÀÍÀËÎÃ�×ÍÅ�
ÎÇÍÀ×ÅÍÍÞ�ÊÎÐÅÍß�Ð�ÂÍßÍÍß��¯ÐÎÒÅ�ÍÅ�ÏÐÈÉÍßÒÎ�ÃÎÂÎÐÈÒÈ��ÊÎÐ�ÍÜ�
ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ���

°озвsязати нерівніÑть означає знайти вÑі �� розвsязки аÁо 
довеÑти, що розвsязків немає.

³Ñ��ÐÎÇÂsßÇÊÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��ÓÒÂÎÐÞÞÒÜ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÐ�ÂÍÎ�
ÑÒ���¿ÊÙÎ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅ�ÌÀ���ÒÎ�ÃÎÂÎÐßÒÜ��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÎÞ�
���ÐÎÇÂsßÇÊ�Â���ÏÎÐÎÆÍß�ÌÍÎÆÈÍÀ��®ÒÆÅ��розвsязати нерівніÑть 
означає знайти мноÆинÓ �� розвsязків�

ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÄÎ�ÇÀÄÀ×���ÐÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�x2�!�0��Â�ÄÏÎÂ�ÄÜ�
ÁÓÄÅ�ÒÀÊÎÞ���ÌÍÎÆÈÍÀ�ÂÑ�Õ�×ÈÑÅË��ÊÐ�Ì�×ÈÑËÀ�0��

®×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�_�x�_���0�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅ�ÌÀ���ÒÎÁÒÎ�ÌÍÎ�
ÆÈÍÎÞ����ÐÎÇÂsßÇÊ�Â���ÏÎÐÎÆÍß�ÌÍÎÆÈÍÀ�

®ÇÍÀ×ÅÍÍß. ÅÐ�ÂÍÎÑÒ�� ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ� Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÈÌÈ�� ßÊÙÎ�
ÌÍÎÆÈÍÈ��Õ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�Ð�ÂÍ�.

ÀÂÅÄÅÌÎ�Ê�ËÜÊÀ�ÏÐÈÊËÀÄ�Â�
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ÅÐ�ÂÍÎÑÒ��x2 0P ��� x P0���Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÈÌÈ��±ÏÐÀÂÄ���ÊÎÆÍÀ�Ç�ÍÈÕ�

ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�ÐÎÇÂsßÇÎÊ�x�=�0�
ÅÐ�ÂÍÎÑÒ��x2�!�w1���_�x�_�!�w2���Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÈÌÈ��ÎÑÊ�ËÜÊÈ�ÌÍÎ�

ÆÈÍÎÞ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÊÎÆÍÎ��Ç�ÍÈÕ���ÌÍÎÆÈÍÀ�ÂÑ�Õ�×ÈÑÅË�
®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÊÎÆÍÀ�Ç�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�_�x�_���w1���0x���w��ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅ�

ÌÀ���ÒÎ�ÂÎÍÈ�ÒÀÊÎÆ���Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÈÌÈ�

1. Що називають розв’язком нерівності з однією змінною?

2. Що означає розв’язати нерівність?

3. Що утворюють усі розв’язки нерівності?

4. Коли множиною розв’язків нерівності є порожня множина?

5. Які нерівності називають рівносильними?

ВПРАВИ

27.1.q�¿Ê���Ç�×ÈÑÅË�w���w0����0��
1

3
;�2���ÐÎÇÂsßÇÊÀÌÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��

1��x P5;� 2���x�!�x�w�1�� ���x2 9 0− P ;� ���
1

1
x

> ?

27.2.q�¿ÊÅ�Ç�ÍÀÂÅÄÅÍÈÕ�×ÈÑÅË���ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ���x�w�2�2��x�w����!�0�
1����� 2��2�� ������ ���w1"

27.3.q�¬ÍÎÆÈÍÎÞ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ßÊÎ��Ç�ÄÀÍÈÕ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ���ÏÎÐÎÆÍß�
ÌÍÎÆÈÍÀ�
1���x�w���2�!�0�� ����x�w���2���0�
2��( ) ;x − 3 02 O � ���( ) ?x − 3 02 P

27.4.q�¿ÊÀ�Ç�ÍÀÂÅÄÅÍÈÕ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�ÍÅ�ÌÀ��ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�
1��0x�!�w��� 2��0x������ ���0x���w��� ���0x�!��"

27.5.q�¬ÍÎÆÈÍÎÞ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ßÊÎ��Ç�ÍÀÂÅÄÅÍÈÕ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ���ÌÍÎ�
ÆÈÍÀ�ÂÑ�Õ�×ÈÑÅË�
1��0x�!�1�� 2��0x�!�0�� ���0x�!�w1�� ���x�+�1�!�0"

27.6.q�¬ÍÎÆÈÍÎÞ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ßÊÈÕ��Ç�ÍÀÂÅÄÅÍÈÕ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ���ÌÍÎ�
ÆÈÍÀ�ÂÑ�Õ�×ÈÑÅË�
1��x2�!�0�� 2��x�!�wx�� ���−x2 0P ;� ��� x O0?

27.7.q�±ÅÐÅÄ�ÍÀÂÅÄÅÍÈÕ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�ÓÊÀÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ��ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�
ßÊÎ����ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ����ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ��ÙÎ�ÍÅ�ÌÀ��ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�

1��
x

x

2

2

1
0

+
O ;� 2��

x

x

2

2

1

1
1

+
+

< ;� ���
x

x

2

2

1

1
1

−
−

O ;� ���
x

x

2

2 1
0

+
O .
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27.8.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�

1��
2

2 2 0
x

+ > ;� � ���_�x�_�!�w1�� 1���_�x�_�!�x�

2���x�+�2�2�!�0�� � ���_�x2�w��x�w�2�_���w1�� 1���_�x�_�O�wx�

���( ) ;x + 2 02 P � � ���
1

3
2

x +
> − ; � 1���

x

x
O1;

���
x

x

+
+

>2

2

2

3
;� 10�� x2 4 0− P ;� 1���

x

x
>1;

���
x

x

+
−





 >2

2

2

0;� 11�� x xO − 2; � 1��� x x x+ −O 2;

���
x

x

+
−







2

2

2

0O ;� 12�� x x> − 2; � 1��� x x x− −O 2.

27.9.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��

1��_�x�_�!�0�� ���
1

2
x

> − ; � � ���
x

x
P1;

2�� x P0; � ���_�x�_�!�w_�x�w���_�� 10��_�x�_�+�x�!�wx2�

���_�x�_���0�� ���
1

x
x> − ;� 11�� x x x+ −P 2;

���_�x�_�!�w2�� ���
x

x
< 1;� 12�� x x x− −P 2.

27.10.x�·È���Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÈÌÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��

1��
1

1
x

< �����x�!�1�� ����x�w���2���0�����_�x�w���_���0�

2��x x2 O �����xO1;� ��� x P0�����x4 0P ;

����x�w�1�2�!�0�����_�x�w�1�_�!�0�� ���( )x − 2 02 P �����( ) ?x −1 02 P

 28. Розв’язування лінійних нерівностей 
з однією змінною. Числові проміжки

28.

¢ËÀÑÒÈÂÎÑÒ��×ÈÑËÎÂÈÕ�Ð�ÂÍÎÑÒÅÉ�ÄÎÏÎÌÀÃÀËÈ�ÍÀÌ�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÒÈ�
Ð�ÂÍßÍÍß��²ÀÊ�ÑÀÌÎ�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��×ÈÑËÎÂÈÕ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�ÄÎÏÎÌÎÆÓÒÜ�
ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÒÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��

°ÎÇÂsßÇÓÞ×È�Ð�ÂÍßÍÍß��ÌÈ�ÇÀÌ�ÍßËÈ�ÉÎÃÎ��ÍØÈÌ��ÏÐÎÑÒ�ØÈÌ�Ð�Â�
ÍßÍÍßÌ��Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÈÌ�ÄÀÍÎÌÓ��§À�ÀÍÀËÎÃ�×ÍÎÞ�ÑÕÅÌÎÞ�ÐÎÇÂsßÇÓÞÒÜ�
��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��

¯�Ä�×ÀÑ�ÇÀÌ�ÍÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÍÀ�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÅ�ÉÎÌÓ�ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞÒÜ�
ÒÅÎÐÅÌÈ� ÏÐÎ� ÏÅÐÅÍÅÑÅÍÍß� ÄÎÄÀÍÊ�Â� Ç� ÎÄÍ���� ×ÀÑÒÈÍÈ� Â� ÄÐÓÃÓ� ÒÀ�
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ÙÎÄÎ�ÌÍÎÆÅÍÍß�ÎÁÎÕ�×ÀÑÒÈÍ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÍÀ�ÎÄÍÅ�É�ÒÅ�ÑÀÌÅ�Â�ÄÌ�ÍÍÅ�
Â�Ä�ÍÓËß�×ÈÑËÎ�

 ÍÀËÎÃ�×Í��ÒÅÎÐÅÌÈ�ÇÀÑÒÎÑÎÂÓÞÒÜ���ÏÐÈ�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
x� ¿ÊÙÎ�ßÊÈÉ�ÍÅÁÓÄÜ�ÄÎÄÀÍÎÊ�ÏÅÐÅÍÅÑÒÈ�Ç�ÎÄÍ����×ÀÑÒÈÍÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎ�
ÑÒ��Â��ÍØÓ��ÇÀÌ�ÍÈÂØÈ�ÏÐÈ�ÖÜÎÌÓ�ÉÎÃÎ�ÇÍÀÊ�ÍÀ�ÏÐÎÒÈËÅÆÍÈÉ��
ÒÎ�ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ��Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÓ�ÄÀÍ�É�

x� ¿ÊÙÎ� ÎÁÈÄÂ�� ×ÀÑÒÈÍÈ� ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ�� ÏÎÌÍÎÆÈÒÈ� �ÏÎÄ�ËÈÒÈ�� ÍÀ�
ÎÄÍÅ�É�ÒÅ�ÑÀÌÅ�ÄÎÄÀÒÍÅ�×ÈÑËÎ��ÒÎ�ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ��Ð�ÂÍÎ�
ÑÈËÜÍÓ�ÄÀÍ�É�

x� ¿ÊÙÎ�ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��ÏÎÌÍÎÆÈÒÈ��ÏÎÄ�ËÈÒÈ��ÍÀ�ÎÄÍÅ�
É�ÒÅ�ÑÀÌÅ�Â�Äs�ÌÍÅ�×ÈÑËÎ��ÇÌ�ÍÈÂØÈ�ÏÐÈ�ÖÜÎÌÓ�ÇÍÀÊ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��
ÍÀ�ÏÐÎÒÈËÅÆÍÈÉ��ÒÎ�ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ��Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÓ�ÄÀÍ�É�

¶��ÒÅÎÐÅÌÈ�ÄÎÂÎÄßÒÜ�ÒÀÊ�ÑÀÌÎ��ßÊ���ÒÅÎÐÅÌÈ��ÙÎ�ÐÎÇÃËßÄÀËÈÑß�
Â�Ï��20��¯ÅÐÅÊÎÍÀÉÒÅÑÜ�Ó�ÖÜÎÌÓ�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ�

§À�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÖÈÕ�ÒÅÎÐÅÌ�ÐÎÇÂsßÆÅÌÎ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ��ÎÒÐÈÌÀÍÓ�Â�ÇÀ�
ÄÀ×��ÏÐÎ�ÏÅÐÈÌÅÒÐ�ÏÀÐÀËÅËÎÃÐÀÌÀ��ÄÈÂ��Ï��2���

¬À�ÌÎ��1��+�2x�!����
¯ÅÐÅÍÎÑÈÌÎ�ÄÎÄÀÍÎÊ�1��Ó�ÏÐÀÂÓ�×ÀÑÒÈÍÓ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��

2x�!����w1��
§Â�ÄÑÈ�2x�!��0�
¯ÎÄ�ËÈÂØÈ�ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��ÍÀ�2��ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�

x�!�1��
§ÀÓÂÀÆÈÌÎ��ÙÎ� ÎÒÐÈÌÀÍÀ� ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ� Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÀ� ÇÀÄÀÍ�É� ÍÅ�

Ð�ÂÍÎÑÒ���¬ÍÎÆÈÍÀ����ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÓÑ�Õ�×ÈÑÅË��Á�ËÜØÈÕ�
ÇÀ�1���¶Þ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�×ÈÑËÎÂÈÌ�ÏÐÎÌ�ÆÊÎÌ���ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�
�1���+����×ÈÒÀÞÒÜ���ÏÐÎÌ�ÆÎÊ�Â�Ä�1��ÄÎ�ÏËÞÑ�ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÎÑÒ����

¢�ÄÏÎÂ�ÄÜ�ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ�ÎÄÍÈÌ��Ç�ÑÏÎÑÎÁ�Â���1���+���ÀÁÎ�x�!�1��
²Î×ÊÈ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÎ��ÏÐßÌÎ���ßÊ��ÇÎÁÐÀÆÓÞÒÜ�ÐÎÇÂsßÇÊÈ�ÍÅÐ�Â�

ÍÎÑÒ��x�!�1���ÐÎÇÌ�ÙÅÍ��ÏÐÀÂÎÐÓ×�Â�Ä�ÒÎ×ÊÈ��ßÊÀ�ÇÎÁÐÀÆÓ��×ÈÑËÎ�
1�����ÓÒÂÎÐÞÞÒÜ�ÏÐÎÌ�ÍÜ��Ó�ßÊÎÃÎ��ÂÈÊÎËÎÒÎ��ÏÎ×ÀÒÎÊ��ÐÈÑ��2��1���
²ÎÌÓ�×ÈÑËÎÂÈÉ�ÏÐÎÌ�ÆÎÊ��1���+���ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Â�ÄÊÐÈÒÈÌ�×ÈÑËÎÂÈÌ�
ÏÐÎÌÅÍÅÌ�

§ÀÓÂÀÆÈÌÎ��ÙÎ�ÄËß�ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß�ÍÀ�ÐÈÑÓÍÊÓ�×ÈÑËÎÂÎÃÎ�ÏÐÎÌ�ÆÊÓ�
ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞÒÜ�ÄÂÀ�ÑÏÎÑÎÁÈ��ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ØÒÐÈÕÎÂÊÈ��ÐÈÑ��2��1��
¿��ÀÁÎ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÄÓÆÊÈ��ÐÈÑ��2��1��À���¬È�ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÂÀÒÈÌÅÌÎ�
ÄÐÓÃÈÉ�ÑÏÎÑ�Á�

1� 1�1� 1�

¿ À

rÎÖ. 2�.1
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П Р И К Л А Д   1  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�3 7
2

+ +x
xP .

¯ÍÆÁ sÞÆ¿ÌÌÞ�� ¯ÅÐÅÍÅÑÅÌÎ� ÄÎÄÀÍÎÊ� x� Ç� ÏÐÀÂÎ�� ×ÀÑÒÈÍÈ� ÍÅ�
Ð�ÂÍÎÑÒ��Â�Ë�ÂÓ��À�ÄÎÄÀÍÎÊ���x�Ç�Ë�ÂÎ��×ÀÑÒÈÍÈ�Â�ÏÐÀÂÓ�ÒÀ�ÇÂÅÄÅÌÎ�
ÏÎÄ�ÁÍ��×ËÅÍÈ�

− + −x
x

2
7 3P ;

− x

2
4P .

¯ÎÌÍÎÆÈÂØÈ�ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��ÍÀ�w2��ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�
xO − 8.

¬ÍÎÆÈÍÎÞ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�Ö����ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ����×ÈÑËÎÂÈÉ�ÏÐÎÌ�ÆÎÊ��ßÊÈÉ�
ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�ÒÀÊ��>w���+����×ÈÒÀÞÒÜ���ÏÐÎÌ�ÆÎÊ�Â�Ä�w��ÄÎ�ÏËÞÑ�ÍÅ�
ÑÊ�Í×ÅÍÍÎÑÒ���ÂÊËÞ×ÀÞ×È�w����

²Î×ÊÈ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÎ��ÏÐßÌÎ���ßÊ��ÇÎÁÐÀÆÓÞÒÜ�ÐÎÇÂsßÇÊÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��
x�O�w���ÓÒÂÎÐÞÞÒÜ�ÏÐÎÌ�ÍÜ��ÐÈÑ��2��2���²ÎÌÓ�×ÈÑËÎÂÈÉ�ÏÐÎÌ�ÆÎÊ�
>w���+���ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�×ÈÑËÎÂÈÌ�ÏÐÎÌÅÍÅÌ�

¢�ÄÏÎÂ�ÄÜ� ÌÎÆÍÀ� ÇÀÏÈÑÀÒÈ� ÎÄÍÈÌ� �Ç� ÑÏÎÑÎÁ�Â�� >w��� +��� ÀÁÎ�
xO − 8.�

w� w1

rÎÖ. 2�.2 rÎÖ. 2�.3

П Р И К Л А Д   2  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�2��2�w��x��!����x�+����w���
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��§ÀÏÈØÅÌÎ�ËÀÍÖÞÆÎÊ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÈÕ�

ÄÀÍ�É�
��w��x�!��x�+�1��w���
��w��x�!��x�+�1��
w�x�w��x�!�w��+�1��

w�x�!���
x���w1�

¬ÍÎÆÈÍÎÞ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÎÑÒÀÍÍÜÎ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ����×ÈÑËÎÂÈÉ�ÏÐÎÌ��
ÆÎÊ��ßÊÈÉ�ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�ÒÀÊ���w���w1���×ÈÒÀÞÒÜ���ÏÐÎÌ�ÆÎÊ�Â�Ä�Ì�ÍÓÑ�
ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÎÑÒ��ÄÎ�w1���

²Î×ÊÈ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÎ��ÏÐßÌÎ���ßÊ��ÇÎÁÐÀÆÓÞÒÜ�ÐÎÇÂsßÇÊÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��
x���w1��ÐÎÇÒÀØÎÂÀÍ��Ë�ÂÎÐÓ×�Â�Ä�ÒÎ×ÊÈ�w1��ÐÈÑ��2�������ÓÒÂÎÐÞÞÒÜ�
ÏÐÎÌ�ÍÜ��Ó�ßÊÎÃÎ��ÂÈÊÎËÎÒÎ��ÏÎ×ÀÒÎÊ��²ÎÌÓ�×ÈÑËÎÂÈÉ�ÏÐÎÌ�ÆÎÊ�
�w���w1��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Â�ÄÊÐÈÒÈÌ�×ÈÑËÎÂÈÌ�ÏÐÎÌÅÍÅÌ�

¢�ÄÏÎÂ�ÄÜ� ÌÎÆÍÀ� ÇÀÏÈÑÀÒÈ� ÎÄÍÈÌ� �Ç� ÑÏÎÑÎÁ�Â� � �w��� w1�� ÀÁÎ�
x���w1��
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П Р И К Л А Д   3  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
x x− +1

2 3

1

6
P .

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��§ÀÏÈØÅÌÎ�ËÀÍÖÞÆÎÊ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÈÕ�
ÄÀÍ�É�

6 6 6
1

2 3

1

6
æ æ m æ

x x− + ;

3 3 2 1x x− + P ;

5 4x P ;

x P
4

5
.

¬ÍÎÆÈÍÎÞ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÎÑÒÀÍÍÜÎ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ����×ÈÑËÎÂÈÉ�ÏÐÎÌ��ÆÎÊ��

ßÊÈÉ�ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�ÒÀÊ� −





�;
4

5
��×ÈÒÀÞÒÜ���ÏÐÎÌ�ÆÎÊ�Â�Ä�Ì�ÍÓÑ�ÍÅ�

ÑÊ�Í×ÅÍÍÎÑÒ��ÄÎ�
4

5
,�ÂÊËÞ×ÀÞ×È�

4

5
���

²Î×ÊÈ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÎ��ÏÐßÌÎ���ßÊ��ÇÎÁÐÀÆÓÞÒÜ�ÐÎÇÂsßÇÊÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎ�

ÑÒ��x P
4

5
,�ÓÒÂÎÐÞÞÒÜ�ÏÐÎÌ�ÍÜ��ÐÈÑ��2������²ÎÌÓ�×ÈÑËÎÂÈÉ�ÏÐÎÌ��ÆÎÊ��

−





�;
4

5
ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�×ÈÑËÎÂÈÌ�ÏÐÎÌÅÍÅÌ�

¢�ÄÏÎÂ�ÄÜ�ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ�ÎÄÍÈÌ��Ç�ÑÏÎÑÎ�

Á�Â�� −





�;
4

5
ÀÁÎ�x P

4

5
.�

П Р И К Л А Д   4  � °ÎÇÂsßÆ�ÒÜ� ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
3 2 1 7 2 3 1( ) ( ).x x− + +O

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��¬À�ÌÎ��6 3 7 6 2x x− + +O ;

6 6 2 4x x− −O ;

0 2xO − .

®ÑÒÀÍÍß�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��x�ÏÅÐÅÒÂÎÐÞ�ÒÜÑß�
Â�ÏÐÀÂÈËÜÍÓ�×ÈÑËÎÂÓ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�0 2xO − .�®ÒÆÅ��ØÓÊÀÍÀ�ÌÍÎÆÈÍÀ�

ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÇÁ�ÃÀ�ÒÜÑß�Ç�ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÂÑ�Õ�×ÈÑÅË�

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ� �x�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ��

¶Þ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÜ�ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ��ÍÀÊØÅ���w���+����×ÈÒÀÞÒÜ���ÏÐÎ�
Ì�ÆÎÊ� Â�Ä� Ì�ÍÓÑ� ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÎÑÒ�� ÄÎ� ÏËÞÑ� ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÎÑÒ�����¶ÅÉ�
×ÈÑËÎÂÈÉ�ÏÐÎÌ�ÆÎÊ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�×ÈÑËÎÂÎÞ�ÏÐßÌÎÞ��

�
�

rÎÖ. 2�.�
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П Р И К Л А Д   5  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ����x�w�2��w�1���2��2x�w����
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��¬À�ÌÎ���x�w���w�1����x�w�1��

�x�w��x�����w�1��

0x���w��
®ÒÐÈÌÀÍÀ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��x�ÏÅÐÅÒÂÎÐÞ�ÒÜÑß�

Â�ÍÅÏÐÀÂÈËÜÍÓ�×ÈÑËÎÂÓ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�0���w���

¢�ÄÏÎÂ�ÄÜ�ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ�ÎÄÍÈÌ��Ç�ÑÏÎÑÎÁ�Â� �ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÌÀ��
ÀÁÎ����

®ÇÍÀ×ÅÍÍß. �ÅÐ�ÂÍÎÑÒ��ÂÈÄÓ�ax�!�E��ax���E��ax bO , �ax bP , �ÄÅ�
x�x�ÇÌ�ÍÍÀ��a���E�x�ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Ë�Í�ÉÍÈÌÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎ�
ÑÒßÌÈ�Ç�ÎÄÍ��Þ�ÇÌ�ÍÍÎÞ.

®ÇÍÀ×ÅÍÍß. � ¿ÊÙÎ� ÌÍÎÆÈÍÀ� ÐÎÇÂsßÇÊ�Â� ÏÅÐØÎ�� ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��
�� Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÌÍÎÆÈÍÈ� ÐÎÇÂsßÇÊ�Â� ÄÐÓÃÎ�� ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��� ÒÎ� ÄÐÓÃÓ�
ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÍÀÑË�ÄÊÎÌ�ÏÅÐØÎ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ�.

ÀÏÐÈÊËÀÄ�� ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ� x� !� 2� �� ÍÀÑË�ÄÊÎÌ� ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ�� x� !� ��
�ÐÈÑ��2�����

�2 D �D�w�1
2

rÎÖ. 2�.5 rÎÖ. 2�.�

®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÏÎÐÎÆÍß�ÌÍÎÆÈÍÀ���Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÁÓÄÜ�ßÊÎ��ÌÍÎÆÈÍÈ��
ÒÎ�ÁÓÄÜ�ßÊÀ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�Ç�ÎÄÍ��Þ�ÇÌ�ÍÍÎÞ���ÍÀÑË�ÄÊÎÌ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ���
ßÊÀ�ÍÅ�ÌÀ��ÐÎÇÂsßÇÊ�Â��ÍÀÏÐÈÊËÀÄ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��_�x�_���0�

П Р И К Л А Д   6  �¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
2x�+�D�!�0�

��ÍÀÑË�ÄÊÎÌ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��x�+�1�w��D�!�0"
¯ÍÆÁ sÞÆ¿ÌÌÞ�� §ÀÌ�ÍÈÌÎ� ÄÀÍ�� ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ�� ÍÀ� �Ì� Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍ���

¬À�ÌÎ��x
a> −
2
���x�!��D�w�1��¬ÍÎÆÈÍÀ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��x

a> −
2
�

ÌÀ��Ì�ÑÒÈÒÈ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��x�!��D�w�1��ÐÈÑ��2������

À�ÖÅ�ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß��ßÊÙÎ�− −a
a

2
3 1P ,�ÒÎÁÒÎ�aO

2

7
.

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��aO
2

7
.�
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ÀÏÐÈÊ�ÍÖ��ÍÀÂÅÄÅÌÎ�ÒÀÁËÈÖÞ�ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ���ÇÎÁÐÀÆÅÍÜ�ÂÈÂ×ÅÍÈÕ�
×ÈÑËÎÂÈÕ�ÏÐÎÌ�ÆÊ�Â�

ÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ ¯ÐÎÌ�ÆÎÊ ÀÇÂÀ §ÎÁÐÀÆÅÍÍß

x�!�D �D��+�� ¢�ÄÊÐÈÒÈÉ�
×ÈÑËÎÂÈÉ�
ÏÐÎÌ�ÍÜ

D

x���D �w���D� ¢�ÄÊÐÈÒÈÉ�
×ÈÑËÎÂÈÉ�
ÏÐÎÌ�ÍÜ

D

x aO >D��+�� ·ÈÑËÎÂÈÉ�
ÏÐÎÌ�ÍÜ a

x aP �w���D@ ·ÈÑËÎÂÈÉ�
ÏÐÎÌ�ÍÜ D

1.  Сформулюйте теореми, за якими можна отримати нерівність, рівно-
сильну даній.

2.  Які нерівності називають лінійними нерівностями з однією змінною?

3.  Як записують, читають, називають і зображують проміжок, який є мно-
жиною розв’язків нерівності виду: x > D? x < D? x aO ?? x aP ??

4.  Розв’язком нерівності є будь-яке число. Як у такому випадку записують, 
читають і називають проміжок, який є множиною розв’язків нерівності?

ВПРАВИ

28.1.q�³ÊÀÆ�ÒÜ�ÍÀÉÌÅÍØÅ�Ö�ËÅ�×ÈÑËÎ��ßÊÅ�ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÏÐÎÌ�ÆÊÓ�
1������+���� 2��>���+���� ����w�����+���� ���>w0����+���

28.2.q�³ÊÀÆ�ÒÜ�ÍÀÉÁ�ËÜØÅ�Ö�ËÅ�×ÈÑËÎ��ßÊÅ�ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÏÐÎÌ�ÆÊÓ�
1���w���w���� 2���w���w��2@�� ����w���1@�� ����w���w1����

¿�28.3.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
1��−2 10xO ;� ����x�w�2�!�1��� ����x���2x�w�1��

2��
1

3
9x < ; � �����w�x������ ������w�2x����x�

���w10x���0�� ���5 8 6+ xO ;� ���
x + <2

5
2.
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28.4.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�

1��− −4 16x P ;� ���− >3
6

7
x ;� �����w��x�!�1��

2��
2

3
6x P ;� ����x�+���!�w��� ���

x − > −3

4
1.

���−12 0xO ;� ���9 2− x xO ;

28.5.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
1��0x�!�10�� ���0x�!�w��� ���0 1xO ;� ���0 0x P ;

2��0x���1��� ���0x���w��� ���0 2x P ;� ���0x�!�0�

28.6.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÍÀÉÌÅÍØÈÉ�Ö�ËÈÉ�ÐÎÇÂsßÇÎÊ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��
1��5 40xO ;� 2���x�!��0�� ���w2x���w���� ���w�x���1��

28.7.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÍÀÉÁ�ËÜØÈÉ�Ö�ËÈÉ�ÐÎÇÂsßÇÎÊ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��
1��8 16x P− ;� 2���x���w1��� ����x���10�� ���w�x�!�w2��

28.8.q�̄ ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�D�ÂÈÐÀÇ��D�+�1�ÍÀÁÓÂÀ��Â�Äs�ÌÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ"
28.9.q�̄ ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�E�ÂÈÐÀÇ���w�2E�ÍÀÁÓÂÀ��ÄÎÄÀÒÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ"
28.10.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�

1���x�+�2����x�w���� ���3 11 3 6− − +y yO ;

2��6 8 10 8y y+ −P ; � ���3 1 1 5 5m m− +P , .

28.11.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
1����+�11x�!���+�12x�� ����x�w�10����x�+�2�
2��35 28 32 2x x− +P ;� ���6 3 2x x− O .

28.12.q�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�F�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÄÂÎ×ËÅÍÀ��F�w�2�ÍÅ�Á�ËÜØ��
ÇÀ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÄÂÎ×ËÅÍÀ��F�+��"

28.13.q�̄ ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�N�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÄÂÎ×ËÅÍÀ�11N�w���ÍÅ�ÌÅÍØ��
Â�Ä�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÄÂÎ×ËÅÍÀ�1�N�w�1�"

28.14.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�

1��
4

3 2
11

x x+ < ;� ���
5

7
4

x
x− > − ;

2��
2

3

3

4

1

6

x x− O ;� ���
x

x
8

1

4
− P .

28.15.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�

1��
y y

6

5

4
1− < ;� 2��

x x

10 5
2− > − .

28.16.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��
1��3 5 2 4 7 2− + −( ) ;x xO
2��x x x− − + +2 1 10 3 4( ) ( );O
���2��2x�w������w����2�w��x�������1�w�x��
���( ) ( ) ( ) ;4 3 3 2 5 12 2 2x x x− + + +O
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���
2 1

4

3 5

5

x x− −
O ;

��� ( ) ( ) ( ) ;x x x− + + −5 1 3 2 2P

���
x x x+ −− > +1

2

3

3 6
2 ;

���( ) ( ) ;6 1 4 9 3 12x x x− − − P

���
x x x− + −− >3

9

4

4

8

6
.

28.17.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��
1��( ) ( ) ( ) ( );2 3 4 6− + + −y y y yP
2���y�+�����y�w����w��y�w�1�2�!�w1��

���
2

3

1

6

2

2
0

x x x− − <− +
;

���
y y

y
− +− − <1

2

2 1

8
2.

28.18.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÍÀÉÁ�ËÜØÈÉ�Ö�ËÈÉ�ÐÎÇÂsßÇÎÊ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��
1�����x�+�2��w����x�w������10�
2���x�w�����x�+����w��x�!��x�w�1�2�w�1��

28.19.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÍÀÉÌÅÍØÈÉ�Ö�ËÈÉ�ÐÎÇÂsßÇÎÊ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��

1��
4 13

10

5 2

4

6 7

20
2

x x x+ + −− > − ;

2��( ) ( ) ( ) ( ) .x x x x− + − − +1 1 4 2 0O
28.20.q�±Ê�ËÜÊÈ�Ö�ËÈÕ�Â�Äs�ÌÍÈÕ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÌÀ��ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ

�x
x x x− − <+ + −7

4

11 30

12

5

3
?

28.21.q�±Ê�ËÜÊÈ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÌÀ��ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ

�
2 3

4

1

5

5 6

8

− +−x x
O ?

28.22.q�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�x���ÏÐÀÂÈËÜÍÎÞ�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�
1��_�x�w���_�=�x�w����� 2��_�2x�+�1��_�=�w2x�w�1�"

28.23.q�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�y���ÏÐÀÂÈËÜÍÎÞ�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�

1��
y

y

+
+

=7

7
1; � 2��

6

6
1

−
−

=y

y
?

28.24.q� ²ÓÐÈÑÒ� ÏÐÎÏËÈÂ� ×ÎÂÍÎÌ� ÄÅßÊÓ� Â�ÄÑÒÀÍÜ� ÇÀ� ÒÅ×��Þ� Ð�×ÊÈ��
À�ÏÎÒ�Ì�ÏÎÂÅÐÍÓÂÑß�ÍÀÇÀÄ��ÂÈÒÐÀÒÈÂØÈ�ÍÀ�ÂÑÞ�ÏÎÄÎÐÎÆ�ÍÅ�Á�ËÜ�
ØÅ�ÏsßÒÈ�ÃÎÄÈÍ��¢ËÀÑÍÀ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�×ÎÂÍÀ�ÄÎÐ�ÂÍÞ����ÊÌ�ÃÎÄ��
À�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÒÅ×���x�1�ÊÌ�ÃÎÄ��¿ÊÓ�ÍÀÉÁ�ËÜØÓ�Â�ÄÑÒÀÍÜ�Ì�Ã�ÏÐÎ�
ÏËÈÑÒÈ�ÒÓÐÈÑÒ�ÇÀ�ÒÅ×��Þ�Ð�×ÊÈ"
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28.25.q�¡ÅÐÓÒÜ�×ÎÒÈÐÈ�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÈÕ�Ö�ËÈÕ�×ÈÑËÀ�ÒÀ�ÐÎÇÃËßÄÀÞÒÜ�Ð�Ç�
ÍÈÖÞ�ÄÎÁÓÒÊ�Â�ÊÐÀÉÍ�Õ���ÑÅÐÅÄÍ�Õ�×ÈÑÅË��·È��ÑÍÓÞÒÜ�ÒÀÊ��×ÎÒÈÐÈ�
ÏÎÑË�ÄÎÂÍÈÕ�Ö�ËÈÕ�×ÈÑËÀ��ÄËß�ßÊÈÕ�Öß�Ð�ÇÍÈÖß�Á�ËÜØÀ�ÇÀ�ÍÓËÜ"

28.26.q�³�ÊÎÐÎÁÖ��Ì�ÑÒßÒÜÑß� ÑÈÍ�� ÒÀ�ÆÎÂÒ��ÊÓË���ª�ËÜÊ�ÑÒÜ� ÑÈÍ�Õ�
ÊÓËÜ�Â�ÄÍÎÑÈÒÜÑß�ÄÎ�Ê�ËÜÊÎÑÒ��ÆÎÂÒÈÕ�ßÊ��������¿ÊÀ�ÍÀÉÁ�ËÜØÀ�
Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÑÈÍ�Õ�ÊÓËÜ�ÌÎÆÅ�ÁÓÒÈ�Â�ÊÎÐÎÁÖ���ßÊÙÎ�ÂÑÜÎÃÎ�ÊÓËÜ�ÍÅ�
Á�ËÜØÅ�Í�Æ���"

28.27.q�±ÒÎÐÎÍÈ�ÒÐÈÊÓÒÍÈÊÀ�ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ���ÑÌ��1��ÑÌ���D�ÑÌ��ÄÅ�D�x�
ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ��¿ÊÎÃÎ�ÍÀÉÁ�ËÜØÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÌÎÆÅ�ÍÀÁÓÂÀÒÈ�D"

28.28.q�¿Ê��Ç�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ���ÍÀÑË�ÄÊÀÌÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��1�w��x�!�0�

1��x > 1

3
;� ���x P

1

3
;� ���x < 2

5
;

2��x < 1

3
;� ���x < 1

4
;� ���x���1"

28.29.x�¿ÊÀ�Ç�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�Ó�ÏÀÐ����ÍÀÑË�ÄÊÎÌ��ÍØÎ��
1��2x�+�1�!�0�����1�w�2x���0�� ���x +1 0P �����x�+�1���x2�+�1��!�0�
2��3 5 0x − P �����6 5 0− xO ;� ���x2�+�2x�+�1�!�0�����x�+�1�!�0�

��� x O0�����x2�!�0�� ���
1

0
x

> �����xO0?

���_�x�+���_���0�����1�x�w�1��!�0�
28.30.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���

1��y�=�_�x�w�2�_�� 2��y�=�_�x�+���_�w�1�� ���y�=�_�x�w�1�_�+�x�
28.31.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���

1��y�=�_�x�+���_�� 2��y�=�_�x�w���_�+�2�� ���y�=�_�2x�w���_�w�x�
28.32.x�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�Ð�ÂÍßÍÍß�

1���x�+�D�=�2�ÌÀ��ÄÎÄÀÒÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�
2���D�+����x�=���ÌÀ��Â�Äs�ÌÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�
����D�w�1��x�=�D2�w�1�ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�ÄÎÄÀÒÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ"

28.33.x�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�P�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��2�+��x�=�P�w���ÌÀ��ÍÅÂ�Äs�ÌÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�
2��Px�=�P2�w��P�ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�Â�Äs�ÌÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ"

28.34.x� ·È� �ÑÍÓ�� ÒÀÊÅ� ÇÍÀ×ÅÍÍß� ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ� D�� ÏÐÈ� ßÊÎÌÓ� ÍÅ� ÌÀ��
ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ��Ó�ÐÀÇ��ÑÒÂÅÐÄÍÎ��Â�ÄÏÎÂ�Ä��ÂÊÀÆ�ÒÜ�ÖÅ�ÇÍÀ�
×ÅÍÍß��
1��Dx�!��x�+���� 2��( ) ?a a x a2 + P

28.35.x�·È��ÑÍÓ��ÒÀÊÅ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D��ÏÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�
×ÈÑËÎ���ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ���Ó�ÐÀÇ��ÑÒÂÅÐÄÍÎ��Â�ÄÏÎÂ�Ä��ÂÊÀÆ�ÒÜ�
ÖÅ�ÇÍÀ×ÅÍÍß��
1��Dx�!�w1�w��x�� 2��( ) ?a x a2 16 4− +P
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28.36.xx�¤Ëß�ÊÎÆÍÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÐÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
1��Dx�!�0�� ���ax aO ;� ���( ) ;a x a+ −3 92P
2��Dx���1�� ����D�w�2��x�!�D2�w���� ���2��x�w�D����Dx�w���

28.37.xx�¤Ëß�ÊÎÆÍÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÐÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
1��a x2 0P ;� 2���D�+����x�!�1�� ���D�+�x���2�w�Dx�

28.38.xx�̄ ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÏÅÐØÀ�Ç�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�ÏÀÐÈ�
��ÍÀÑË�ÄÊÎÌ�ÄÐÓÃÎ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��
1��2x�w�D�!�0�����x�+�2D�w���!�0�� ���Dx���1�����x�!�1�
2���x�+�D�P�0�����2x�w�D�+�����0�� ���x�!�0�����Dx�!�1"

���x�+�D�w���!�0�����
x

a
2

1 0+ − O ;

28.39.xx�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ����Ð�ÂÍÎÑÈËÜ�
ÍÈÌÈ�
1��2x�w�D�!�0�����x�+�2D�w���!�0�� ���3 0x a− O �����ax − 3 0O ;

2��3 0x a+ P �����2x�w�D�+�����0�� ���axO1�����2Dx�!���

���3 0x a− O �����x a− −1 0O ;� ���a x2 1O �����2 3axO ?

 29. Системи та сукупності лінійних 
нерівностей з однією змінною

29.

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ� ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ�� 2 1 0x − O � �� 5 0− xO .�¯ÎÑÒÀÂÈÌÎ� ÇÀÄÀ×Ó��

ÇÍÀÉÒÈ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÑÏ�ËÜÍÈÕ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÖÈÕ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
¿ÊÙÎ�ÏÎÒÐ�ÁÍÎ�ÇÍÀÉÒÈ�ÑÏ�ËÜÍÈÉ�ÐÎÇÂsßÇÎÊ�ÄÂÎÕ�ÀÁÎ�Ê�ËÜÊÎÕ�ÍÅ�

Ð�ÂÍÎÑÒÅÉ��ÒÎ�ÃÎÂÎÐßÒÜ��ÙÎ�ÒÐÅÁÀ�ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ�ÑÈÑÒÅÌÓ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
¿Ê���ÑÈÑÒÅÌÓ�Ð�ÂÍßÍÜ��ÑÈÑÒÅÌÓ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�ÇÀÏÈÑÓÞÒÜ�ÇÀ�ÄÎÏÎ�

ÌÎÃÎÞ�Ô�ÃÓÐÍÎ��ÄÓÆÊÈ�
¤Ëß�ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß�ÑÏ�ËÜÍÈÕ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÇÀÄÀÍÈÕ�ÂÈÙÅ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�

ÒÐÅÁÀ�ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ�ÑÈÑÒÅÌÓ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ

�
2 1 0

5 0

x

x

−
−





O
O

,

.
� ��

®ÇÍÀ×ÅÍÍß. °ÎÇÂsßÇÊÎÌ�ÑÈÑÒÅÌÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�Ç�ÎÄÍ��Þ�
ÇÌ�ÍÍÎÞ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÇÌ�ÍÍÎ���ßÊÅ�ÏÅÐÅÒÂÎÐÞ��ÊÎÆÍÓ�ÍÅ�
Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�ÑÈÑÒÅÌÈ�Â�ÏÐÀÂÈËÜÍÓ�×ÈÑËÎÂÓ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ.

ÀÏÐÈÊËÀÄ��×ÈÑËÀ�2������������ÐÎÇÂsßÇÊÀÌÈ�ÑÈÑÒÅÌÈ�����À�×ÈÑËÎ���
ÍÅ������ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�

°озвsязати ÑиÑтемÓ нерівноÑтей x це означає знайти мно�
ÆинÓ �� розвsязків�
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ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÄÎ�ÇÀÄÀ×�

�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÑÈÑÒÅÌÓ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
0 1

0

x

x

O

O

−





,
�

Â�ÄÏÎÂ�ÄÜ�ÁÓÄÅ�ÒÀÊÎÞ���ÌÍÎÆÈÍÀ�ÂÑ�Õ�×ÈÑÅË��

®×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÑÈÑÒÅÌÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
x

x

m
l

5

5

,



�

ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÎÄÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ���

±ÈÑÒÅÌÀ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
x

x

>
<





5

5

,
�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅ�ÌÀ���ÒÎÁÒÎ�ÌÍÎÆÈÍÎÞ�

���ÐÎÇÂsßÇÊ�Â���ÏÎÐÎÆÍß�ÌÍÎÆÈÍÀ�
°ÎÇÂsßÆÅÌÎ�ÑÈÑÒÅÌÓ�����¯ÅÐÅÒÂÎÐÞÞ×È�ÊÎÆÍÓ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�ÑÈÑ�

ÒÅÌÈ�Â�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÓ��É��ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ��
2 1

5

x

x

O
O

,

;− −




�
x

x

l

m

1

2

5

,

.







¬ÍÎÆÈÍÀ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÎÑÒÀÍÍÜÎ��ÑÈÑÒÅÌÈ�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÓÑ�Õ�×ÈÑÅË��

ßÊ��ÍÅ�ÌÅÍØ��Â�Ä�
1

2
���ÍÅ�Á�ËÜØ��ÇÀ����ÒÎÁÒÎ�Ç�ÓÑ�Õ�×ÈÑÅË��ßÊ��ÇÀÄÎ�

ÂÎËÜÍßÞÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
1

2
5P Px .�¶ß�ÌÍÎÆÈÍÀ���×ÈÑËÎÂÈÌ�ÏÐÎÌ�ÆÊÎÌ��

ßÊÈÉ�ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�ÒÀÊ��
1

2
5;






��×ÈÒÀÞÒÜ���ÏÐÎÌ�ÆÎÊ�Â�Ä�

1

2
�ÄÎ����ÂÊËÞ�

×ÀÞ×È�
1

2
�������

²Î×ÊÈ��ßÊ��ÇÎÁÐÀÆÓÞÒÜ�ÐÎÇÂsßÇÊÈ�ÑÈÑÒÅÌÈ�����ÐÎÇÒÀØÎÂÀÍ��Ì�Æ�

ÒÎ×ÊÀÌÈ�A
1

2





 ���%������ÂÊËÞ×ÀÞ×È�ÒÎ×ÊÈ�$�

��%� �ÐÈÑ�� 2��1���¢ÎÍÈ�ÓÒÂÎÐÞÞÒÜ� Â�ÄÐ�ÇÎÊ��

²ÎÌÓ�×ÈÑËÎÂÈÉ�ÏÐÎÌ�ÆÎÊ�
1

2
5;






�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�

×ÈÑËÎÂÈÌ�Â�ÄÐ�ÇÊÎÌ�
¢�ÄÏÎÂ�ÄÜ� Ó� ÇÀÄÀ×�� ÏÐÎ� ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß�

ÑÏ�ËÜÍÈÕ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�2 1 0x − O ���5 0− xO �ÌÎÆÅ�ÁÓÒÈ�ÇÀ�ÌÎÆÅ�ÁÓÒÈ�ÇÀ�

ÏÈÑÀÍÀ�ÎÄÍÈÌ��Ç�ÑÏÎÑÎÁ�Â��
1

2
5;






�ÀÁÎ�

1

2
5P Px .

1
2

�

$ %

rÎÖ. 2�.1
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§ÀÓÂÀÆÈÌÎ��ÙÎ�ÂÑ��ÑÏ�ËÜÍ��ÒÎ×ÊÈ�ÏÐÎÌ�ÆÊ�Â�
1

2
; +



� ����w����@�

ÓÒÂÎÐÞÞÒÜ�ÏÐÎÌ�ÆÎÊ�
1

2
5;






� �ÐÈÑ�� 2��2��� ²ÀÊÈÌ�×ÈÍÎÌ�� ×ÈÑËÎÂÈÉ�

Â�ÄÐ�ÇÎÊ�
1

2
5;






���ÏÅÐÅÐ�ÇÎÌ�×ÈÑËÎÂÈÕ�ÏÐÎÌÅÍ�Â�

1

2
; +



� � �� �w����@��

§ÀÏÈÑÓÞÒÜ��
1

2

1

2
5 5; ( ; ] ; .+



 − = 





� �∩

¯ÐÎÌ�ÆÊÈ�
1

2
; +



� ����w����@���ÐÎÇÂsßÇÊÀÌÈ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎ�ÍÅÐ�ÂÍÎ�

ÑÒÅÉ� xO
1

2
� �� x P5.�²ÎÄ�� ÌÎÆÍÀ� ÑÊÀÇÀÒÈ��ÙÎ�ËÌÍÅÇÌ¿� ÏÍÆÁsÞÆÉ�Á�

ÐÇÐÑÄËÇ�
x

x

l

m

1

2

5

,





���ÎÄÏÄÏ�ÆÍË�ËÌÍÅÇÌ�ÏÍÆÁsÞÆÉ�Á�ÉÍÅÌÍ��Æ�ÌÄÏ�ÁÌÍ�

ÐÑÄÈ��ÞÉ��ÐÉÊ¿Ã¿ÝÑÛ�ÐÇÐÑÄËÒ�

®ÒÆÅ��щоÁ розвsязати ÑиÑтемÓ нерівноÑтей, треÁа знайти 
Ïереріз мноÆин розвsязків нерівноÑтей, які ÑкладаÞть ÑиÑтемÓ�

П Р И К Л А Д   1  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÑÈÑÒÅÌÓ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
3 1 7

3 4 9

x

x

− > −
− > −





,

.

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��¬À�ÌÎ��
3 6

4 12

x

x

> −
− > −





,

;
�

x

x

> −
<





2

3

,

.

§À�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÎ��ÏÐßÌÎ��ÇÍÀÉÄÅÌÎ�ÏÅÐÅÐ�Ç�ÌÍÎÆÈÍ�
ÐÎÇÂsßÇÊ�Â� ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ� ÄÀÍÎ�� ÑÈÑÒÅÌÈ�� ÒÎÁÒÎ� ÏÅÐÅÐ�Ç� ÏÐÎÌ�ÆÊ�Â�
�w���������w2��+����ÐÈÑ��2������¸ÓÊÀÍÈÉ�ÏÅÐÅÐ�Ç�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÓÑ�Õ�
×ÈÑÅË��ßÊ��ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�w2���x������¶ß�ÌÍÎÆÈÍÀ���×ÈÑ�
ËÎÂÈÌ�ÏÐÎÌ�ÆÊÎÌ��ßÊÈÉ�ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ��w2�������×ÈÒÀÞÒÜ���ÏÐÎÌ��ÆÎÊ�
Â�Ä�w2�ÄÎ�����²ÀÊÈÉ�ÏÐÎÌ�ÆÎÊ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Â�ÄÊÐÈÒÈÌ�×ÈÑËÎÂÈÌ�Â�Ä�
Ð�ÇÊÎÌ�

¢�ÄÏÎÂ�ÄÜ� ÌÎÆÍÀ� ÇÀÏÈÑÀÒÈ� ÎÄÍÈÌ� �Ç� ÑÏÎÑÎÁ�Â�� �w2�� ��� ÀÁÎ�
w2���x������

1
2

� �w2 1w2

rÎÖ. 2�.2 rÎÖ. 2�.3 rÎÖ. 2�.�
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П Р И К Л А Д   2  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÑÈÑÒÅÌÓ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
4 3 1

3 5

x

x

− <
−





,

.P

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��¬À�ÌÎ��
4 4

2

x

x

<
−





,

;P
�

x

x

<
−





1

2

,

.O

§À�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÎ��ÏÐßÌÎ��ÇÍÀÉÄÅÌÎ�ÏÅÐÅÐ�Ç�ÏÐÎÌ�ÆÊ�Â�
�w���1����>w2��+����ßÊ����ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�ÄÀÍÎ��
ÑÈÑÒÅÌÈ� �ÐÈÑ��2������¸ÓÊÀÍÈÉ�ÏÅÐÅÐ�Ç� ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÓÑ�Õ�×ÈÑÅË��
ßÊ��ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�w2�P�x���1��¶ß�ÌÍÎÆÈÍÀ���×ÈÑËÎÂÈÌ�
ÏÐÎÌ�ÆÊÎÌ��ßÊÈÉ�ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�>w2��1����×ÈÒÀÞÒÜ���ÏÐÎÌ�ÆÎÊ�Â�Ä�w2�
ÄÎ�1��ÂÊËÞ×ÀÞ×È�w2���²ÀÊÈÉ�ÏÐÎÌ�ÆÎÊ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�×ÈÑËÎÂÈÌ�Â�Ä�
Ð�ÇÊÎÌ��Â�ÄÊÐÈÒÈÌ�ÑÏÐÀÂÀ�

¢�ÄÏÎÂ�ÄÜ� ÌÎÆÍÀ� ÇÀÏÈÑÀÒÈ� ÎÄÍÈÌ� �Ç� ÑÏÎÑÎÁ�Â�� >w2�� 1�� ÀÁÎ�
w2�P�x���1��

П Р И К Л А Д   3  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÑÈÑÒÅÌÓ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
x

x

≤
> −





1

2

,

.

¬ÍÎÆÈÍÎÞ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÄÀÍÎ��ÑÈÑÒÅÌÈ���ÏÅÐÅÐ�Ç�ÏÐÎÌ�ÆÊ�Â��w���1@�
���w2��+����¶ÅÉ�ÏÅÐÅÐ�Ç���×ÈÑËÎÂÈÌ�ÏÐÎÌ�ÆÊÎÌ��ßÊÈÉ�ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�
�w2��1@���×ÈÒÀÞÒÜ���ÏÐÎÌ�ÆÎÊ�Â�Ä�w2�ÄÎ�1��ÂÊËÞ×ÀÞ×È�1���²ÀÊÈÉ�
ÏÐÎÌ�ÆÎÊ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�×ÈÑËÎÂÈÌ�Â�ÄÐ�ÇÊÎÌ��Â�ÄÊÐÈÒÈÌ�ÇË�ÂÀ��

П Р И К Л А Д   4  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�w�����x�+�����11�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��°ÎÇÂsßÇÊÀÌÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��ÁÓÄÓÒÜ�Ò��ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÇÌ�Í�

ÍÎ���ßÊ��ÎÄÍÎ×ÀÑÍÎ�ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�ÊÎÆÍÓ�Ç�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��x�+���!�w���
����x�+�����11��ÒÎÁÒÎ�ÄÀÍÀ�ÏÎÄÂ�ÉÍÀ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÀ�ÑÈÑÒÅÌ��

3 5 7

3 5 11

x

x

+ > −
+ <





,

.

§Â�ÄÑÈ�
x

x

> −
<





4

2

,

.

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ���w���2���

П Р И К Л А Д   5  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�x2��x�+�1��!�0�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��¤ÎÁÓÒÎÊ�ÄÂÎÕ�ÌÍÎÆÍÈÊ�Â�ÍÀÁÓÂÀ��ÄÎÄÀÒÍÈÕ�ÇÍÀ�

×ÅÍÜ��ßÊÙÎ�Ö��ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÌÀÞÒÜ�ÎÄÍÀÊÎÂÈÉ�ÇÍÀÊ��®ÑÊ�ËÜÊÈ�x�=�0�ÍÅ�
��ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�ÄÀÍÎ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ���ÒÎ�x2�!�0��ÒÎÌÓ�ÑË�Ä�ÂÈÌÀÃÀÒÈ��ÙÎÁ�
ÌÍÎÆÍÈÊ�x�+�1�ÁÓÂ�ÄÎÄÀÒÍÈÌ��§Â�ÄÑÈ�x�!�w1��̄ ÐÎÒÅ�ÏÐÎÌ�ÆÊÓ��w1��+���
ÍÀËÅÆÈÒÜ�×ÈÑËÎ�0��ßÊÅ�ÍÅ���ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�ÄÀÍÎ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ���®ÒÆÅ��ÄÀÍÀ�

ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÀ�ÑÈÑÒÅÌ��
x

x

+ >
≠





1 0

0

,

.
�°ÎÇÂsßÇÊÎÌ�Ö����ÑÈÑÒÅÌÈ�



29.  Системи та сукупності лінійних нерівностей з однією змінною 199

�� ÎÁs�ÄÍÀÍÍß� ÄÂÎÕ� ÏÐÎÌ�ÆÊ�Â�� �w1�� 0���
���0��+����ÐÈÑ��2������¢�ÄÏÎÂ�ÄÜ�ÌÎÆÍÀ�ÇÀ�
ÏÈÑÀÒÈ�ÎÄÍÈÌ��Ç�ÑÏÎÑÎÁ�Â��¯ÅÐØÈÉ�ÑÏÎÑ�Á��
( ; ) ( ; );− +1 0 0∪ � �ÄÐÓÃÈÉ�ÑÏÎÑ�Á��w1���x���0�
ÀÁÎ�x�!�0��

П Р И К Л А Д   6  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
x x( ) .−1 0O

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ�� ®ÑÊ�ËÜÊÈ� x O0��ÒÎ�ÌÎÆÅ�ÇÄÀÂÀÒÈÑß��ÙÎ�ÄÀÍÀ�

ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÀ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��x −1 0O . �̄ ÐÎÒÅ�ÏÐÎÌ�ÆÊÓ�>1��+���
ÍÅ�ÍÀËÅÆÈÒÜ�×ÈÑËÎ�0��ßÊÅ���ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�ÇÀÄÀÍÎ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ���®ÒÆÅ��
ØÓÊÀÍÀ�ÌÍÎÆÈÍÀ� ÐÎÇÂsßÇÊ�Â� ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß� Ç� ÎÁs�ÄÍÀÍÍß�ÌÍÎÆÈÍÈ�
ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�_�x�_�=�0���ÌÍÎÆÈÍÈ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��x −1 0O .

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ�� { } [ ; ).0 1∪ +� 
¿ÊÙÎ�ÒÐÅÁÀ�ÇÍÀÉÒÈ�ÎÁs�ÄÍÀÍÍß�ÌÍÎÆÈÍ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�

�Ð�ÂÍßÍÜ���ÒÎ�ÃÎÂÎÐßÒÜ��ÙÎ�ÒÐÅÁÀ�ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ�ÑÓÊÓÏÍ�ÑÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
�Ð�ÂÍßÍÜ���±ÓÊÓÏÍ�ÑÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��Ð�ÂÍßÍÜ��ÇÀÏÈÑÓÞÒÜ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�
ÊÂÀÄÐÀÒÍÎ��ÄÓÆÊÈ�

²ÀÊ��ÙÎÁ�ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ� x x( ) ,−1 0O �ÒÐÅÁÀ�ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ�

ÑÓÊÓÏÍ�ÑÒÜ
x

x

=
−






0

1 0

,

.O

П Р И К Л А Д   7  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�( ) ( ) .x x+ −2 1 02 P
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��§ÀÄÀÍÀ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÀ�ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ�

x

x

+
− =






2 0

1 0

P ,

.

§Â�ÄÑÈ�
x

x

P−
=






2

1

,

.

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ�� ( ; ] { }.− −� 2 1∪ 

П Р И К Л А Д   8  �¤Ëß�ÊÎÆÍÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÐÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅ�
Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�( ) ( ) .x a x− −2 2 0O

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ�� §ÀÄÀÍÀ� � ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ� � Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÀ� � ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ��
x

x a

−
− =






2 0

0

O ,

.
�§Â�ÄÑÈ�

x

x a

O2,

.=





¿ÊÙÎ�D���2��ÐÈÑ��2������ÒÎ�ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÇÀÄÀÍÎ��ÍÅÐ�Â�
ÍÎÑÒ����ÌÍÎÆÈÍÀ� { } [ ; ).a ∪ 2 +�

0w1

rÎÖ. 2�.5
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¿ÊÙÎ�aO2��ÐÈÑ��2������ÒÎ�ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÄÀÍÎ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��

��ÏÐÎÌ�ÆÎÊ�>2��+����

D 2 D2

rÎÖ. 2�.� rÎÖ. 2�.�

ÀÏÐÈÊ�ÍÖ��ÍÀÂÅÄÅÌÎ�ÒÀÁËÈÖÞ�ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ���ÇÎÁÐÀÆÅÍÜ�×ÈÑËÎÂÈÕ�
ÏÐÎÌ�ÆÊ�Â��ÂÈÂ×ÅÍÈÕ�Ó�ÖÜÎÌÓ�ÏÓÍÊÒ��

ÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ ¯ÐÎÌ�ÆÎÊ ÀÇÂÀ §ÎÁÐÀÆÅÍÍß

a x bP P >D��E@ ·ÈÑËÎÂÈÉ�
Â�ÄÐ�ÇÎÊ

D E

D���x���E �D��E� ¢�ÄÊÐÈÒÈÉ�
×ÈÑËÎÂÈÉ�
Â�ÄÐ�ÇÎÊ D E

a x b< P �D��E@ ·ÈÑËÎÂÈÉ�
Â�ÄÐ�ÇÎÊ��
Â�ÄÊÐÈÒÈÉ�
ÇË�ÂÀ

D E

a x bP < >D��E� ·ÈÑËÎÂÈÉ�
Â�ÄÐ�ÇÎÊ��
Â�ÄÊÐÈÒÈÉ�
ÑÏÐÀÂÀ

D E

1.  У яких випадках говорять, що треба розв’язати систему нерівностей?
2.  За допомогою якого символу записують систему нерівностей?
3.  Що називають розв’язком системи нерівностей з однією змінною?
4.  Що означає розв’язати систему нерівностей?
5.  Поясніть, що називають перерізом двох проміжків.
6.  Опишіть алгоритм розв’язування системи нерівностей.
7.  Як записують, читають, називають і зображують проміжок, який є 

 множиною розв’язків нерівності виду: a x bP P ?? D < x <�E? a x b< P ??

a x bP < ??

8.  У яких випадках говорять, що треба розв’язати сукупність нерівностей 
(рівнянь)?



29.  Системи та сукупності лінійних нерівностей з однією змінною 201

ВПРАВИ

29.1.q�¿Ê���Ç�×ÈÑÅË�w���w���0��2������ÐÎÇÂsßÇÊÀÌÈ�ÑÈÑÒÅÌÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
x

x

− <
−





2 0

2 10

,

?P

29.2.q�°ÎÇÂsßÇÊÎÌ�ßÊÈÕ��Ç�ÑÈÑÒÅÌ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ���×ÈÑËÎ�w��
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;
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+ > −
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1 1

2 0

,

?

¿�29.3.q�§ÎÁÐÀÇ�ÒÜ�ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏÐßÌ�É���ÇÀÏÈØ�ÒÜ�ÏÐÎÌ�ÆÎÊ��
ßÊÈÉ�ÇÀÄÀÍÎ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÞ�
1��0���x������ ���0 2 102, ;Px <

2��
1

6

1

7
2< x P ;� ���− −2 4 1, .P Px

29.4.q�§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÓÑ��Ö�Ë��×ÈÑËÀ��ßÊ��ÍÀËÅÆÀÒÜ�ÏÐÎÌ�ÆÊÓ�
1��>����@�� 2���2�����@�� ���>w��2��1@�� ����w2��2��

29.5.q�³ÊÀÆ�ÒÜ�ÍÀÉÌÅÍØÅ�É�ÍÀÉÁ�ËÜØÅ�Ö�Ë��×ÈÑËÀ��ßÊ��ÍÀËÅÆÀÒÜ�
ÏÐÎÌ�ÆÊÓ�
1��>w12��w�@�� 2������11@�� ����w10����1��@�� ���>w�����w2��@�

29.6.q�§ÎÁÐÀÇ�ÒÜ�ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏÐßÌ�É�ÒÀ�ÇÀÏÈØ�ÒÜ�ÏÅÐÅÐ�Ç�ÏÐÎ�
Ì�ÆÊ�Â�
1��>w1���@�����>����@�� ����w���2���������2����+���
2��>����@������������� ���>���+�������>11����+���
����w�������������2����+���� ����w���w��2@������w���w1����

29.7.q�³ÊÀÆ�ÒÜ�ÍÀ�ÐÈÑÓÍÊÓ�2����ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß�ÌÍÎÆÈÍÈ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�

ÑÈÑÒÅÌÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
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x

> −
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À Â

rÎÖ. 2�.�
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29.8.q�³ÊÀÆ�ÒÜ�ÍÀ�ÐÈÑÓÍÊÓ�2����ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß�ÌÍÎÆÈÍÈ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�
ÏÎÄÂ�ÉÍÎ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��−4 2P Px .

2w�
2w�

¿ Á

2w� 2w�

À Â

rÎÖ. 2�.�

29.9.q�¿ÊÈÉ��Ç�ÍÀÂÅÄÅÍÈÕ�ÏÐÎÌ�ÆÊ�Â���ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÑÈÑÒÅ�
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29.13.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÑÈÑÒÅÌÓ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�

1��
x

x

− <
−





4 0

2 6

,

;O
� ���

6 3 0
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x

x

+
− <





O ,

;
� ���

3 6 1
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x x

x x

− −
+ < +
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;

2��
x

x

− >
− < −





2 3

3 12

,

;
� ���

10 1 3

7 3 2 3

x

x x

−
− −





O
O

,

;
� ���
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+ −
+ < −





O ,
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���
x

x

+ >
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6 2

2
4

,

;
� ���

x x
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− < +
− +





2 1 3
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,

;P
� ���

4 19 5 1

10 3 21

x x

x x

+ −
< +





P ,
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29.14.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÑÈÑÒÅÌÓ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�

1��
− −

+ >




4 12

2 6

x

x

P ,

;
� ���

3 3 5
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x x

x x

− <
− <





,

;
� ��������

x

x

+

<






+

3 8

6
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3
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;

2��
8 5

7 2

−
−





x

x

l
m

,

;
� ���

2 3 4 12

7 3 2 10

− < −
+ +





x x

x x

,

;O
� ��������

5 2 2 1

2 3 33 3

x x

x x

− +
+ −





l
m

,

.

29.15.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��
1��w����x�w�������� ���0 8 6 2 1 4, , ;P − <x

2��− +2 4 3 0 6 3, , ;P Px � ���4 2 5
5

< −x
P ;

29.16.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
1��2 10 14< +x P ; � ���w1���P�1�w��x�P����

2��10����x�w�2���1��� ���1 1 5
1

4
P

x + < , .

29.17.q�±Ê�ËÜÊÈ�Ö�ËÈÕ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÌÀ��ÑÈÑÒÅÌÀ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
− −

> −




2 15

3 10

x

x

O ,

?

29.18.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÑÓÌÓ�Ö�ËÈÕ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÑÈÑÒÅÌÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ

�
x

x

+
+





8 4

5 1 9

l
m

,

.

29.19.q�±Ê�ËÜÊÈ�Ö�ËÈÕ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÌÀ��ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�− − <3 7 5 16P x ?

29.20.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÍÀÉÌÅÍØÈÉ�Ö�ËÈÉ�ÐÎÇÂsßÇÎÊ�ÑÈÑÒÅÌÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ

�
x

x

+

>







8 17

4 5
2

O ,

, .

29.21.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÍÀÉÁ�ËÜØÈÉ�Ö�ËÈÉ�ÐÎÇÂsßÇÎÊ�ÑÈÑÒÅÌÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ

�
2 1 4

3 6 12

x

x

+ < −
− −





,
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29.22.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÑÈÑÒÅÌÓ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
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���
x x
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29.23.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÑÈÑÒÅÌÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
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29.24.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�Ö�Ë��ÐÎÇÂsßÇÊÈ�ÑÈÑÒÅÌÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
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29.25.q�±Ê�ËÜÊÈ�Ö�ËÈÕ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÌÀ��ÑÈÑÒÅÌÀ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
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29.26.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
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¿�29.30.q�®ÄÍÀ�ÑÒÎÐÎÍÀ�ÒÐÈÊÓÒÍÈÊÀ�ÄÎÐ�ÂÍÞ����ÑÌ��À�ÑÓÌÀ�ÄÂÎÕ�
�ÍØÈÕ�x��� ÑÌ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÍÅÂ�ÄÎÌ�� ÑÒÎÐÎÍÈ� ÒÐÈÊÓÒÍÈÊÀ�� ßÊÙÎ�
ÄÎÂÆÈÍÀ�ÊÎÆÍÎ��Ç�ÍÈÕ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��Ö�ËÎÌÓ�×ÈÑËÓ�ÑÀÍÒÈÌÅÒÐ�Â�
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29.36.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
1��x2��x�+�2��!�0�� ���x x2 2 0( ) ;− O � ���x x2 2 0( ) ;+ P
2��x x2 2 0( ) ;+ O � ���x2��x�w�2����0�� ���x x2 2 0( ) .− P

29.37.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�

1��_�x�w�1�_��x�+����!�0�� ��� x x− −1 3 0( ) ;O � ��� x x− +1 3 0( ) ;P
2�� x x− +1 3 0( ) ;O � ���_�x��w�1�_��x�w������0�� ��� x x− −1 3 0( ) .P
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29.41.x� ¯ÐÈ� ßÊÈÕ� ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ� ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ� D� ÌÍÎÆÈÍÎÞ� ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�

ÑÈÑÒÅÌÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
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> −
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Ð�ÂÍÎÑÒÅÉ�
x

x a

<
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29.43.x�¤Ëß�ÊÎÆÍÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÐÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÑÈÑÒÅÌÓ�ÍÅ�

Ð�ÂÍÎÑÒÅÉ�
x

x a

< −
>





3,

.

29.44.xx�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÑÈÑ�

ÒÅÌÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
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<
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29.45.xx�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�E�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÑÈÑ�
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<
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�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÒÐÈ�Ö�ËÈÕ�ÐÎÇÂsßÇÊÈ"

29.46.xx� ¯ÐÈ� ßÊÈÕ� ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ� ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ� D� ÍÀÉÌÅÍØÈÌ� Ö�ËÈÌ�

ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�ÑÈÑÒÅÌÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
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x a

O6,

>




���×ÈÑËÎ��"

29.47.xx� ¯ÐÈ� ßÊÈÕ� ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ� ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ� E� ÍÀÉÁ�ËÜØÈÌ� Ö�ËÈÌ�

ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�ÑÈÑÒÅÌÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�
x b

x

P ,

< −
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���×ÈÑËÎ�w�"

29.48.xx� ¯ÐÈ� ßÊÈÕ� ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ� ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ� D� ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ� ÑÈÑÒÅÌÈ�
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29.49.xx� ¯ÐÈ� ßÊÈÕ� ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ� ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ� D� ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ� ÑÈÑÒÅÌÈ�
a x a

x

−



7
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P P
P

,
���Â�ÄÐ�ÇÎÊ��ÄÎÂÆÈÍÀ�ßÊÎÃÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ���"

29.50.xx�¤Ëß�ÊÎÆÍÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÐÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�

1���x�w�D�2��x�w�1��!�0�� ����x�w�D���x�w�1�2���0�

2��( ) ( ) ;x a x− −2 1 0O � ���( ) ( ) .x a x− −1 02 P
29.51.xx�¤Ëß�ÊÎÆÍÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÐÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�

1��_�x�+�D�_��x�+�1��!�0�� ����x�+�D��_�x�+�1�_���0�
2�� x a x+ +( ) ;1 0O � ���( ) .x a x+ +1 0P
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 30. Рівняння та нерівності, 
які містять знак модуля

30.

ÀÃÀÄÀ�ÌÎ�ÎÑÍÎÂÍ��Â�ÄÎÌÎÑÒ��ÏÐÎ�ÌÎÄÓËÜ�×ÈÑËÀ�

®ÇÍÀ×ÅÍÍß.�¬ÎÄÓËÅÌ�×ÈÑËÀ�a�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Â�ÄÑÒÀÍÜ�Â�Ä�ÒÎ×ÊÈ��
ßÊÀ�ÇÎÁÐÀÆÓ��×ÈÑËÎ�a�ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏÐßÌ�É��ÄÎ�ÏÎ×ÀÒÊÓ�Â�ÄË�ÊÓ.

¬ÎÄÓËÜ�×ÈÑËÀ�D�ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�ÒÀÊ��_�D�_�

§�ÎÇÍÀ×ÅÍÍß�ÌÎÄÓËß�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ� a
a a

a a
=

− <




, ,

, .

ÿêùî

ÿêùî

O0

0

®ÒÆÅ��ÙÎÁ�ÇÍÀÉÒÈ�ÌÎÄÓËÜ�×ÈÑËÀ��ÀÁÎ��ßÊ�ÙÅ�ÃÎÂÎÐßÒÜ���ÐÎÇÊÐÈÒÈ�
ÌÎÄÓËÜ����ÒÐÅÁÀ�ÇÍÀÒÈ�ÇÍÀÊ�×ÈÑËÀ�

ÀÏÐÈÊËÀÄ��_�S�w���_�=�S�w����ÎÑÊ�ËÜÊÈ�S�!���
_�S�w���_�=���w�S��ÎÑÊ�ËÜÊÈ�S�����
_�x2�+�1�_�=�x2�+�1��ÎÑÊ�ËÜÊÈ�x2�+�1�!�0�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��x�

П Р И К Л А Д   1  �°ÎÇÊÐÈÉÒÅ�ÌÎÄÓËÜ�_�2x�w�1_�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��§�ÎÇÍÀ×ÅÍÍß�ÌÎÄÓËß�×ÈÑËÀ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ

2 1
2 1

1 2
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x x

x x

− =
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¢ËÀÑÒÈÂÎÑÒ��ÌÎÄÓËß��ßÊ��ÂÈÏËÈÂÀÞÒÜ�Ç�ÎÇÍÀ×ÅÍÍß

1�� a O0;

2��_�D�_�=�_�wD�_�
���ßÊÙÎ�_�D�_�=�_�E�_��ÒÎ�D�=�E�ÀÁÎ�D�=�wE�
���ßÊÙÎ�_�D�_�=�E��ÒÎ�bO0���D�=�E�ÀÁÎ�D�=�wE�

���Â�ÄÑÒÀÍÜ�Ì�Æ�ÒÎ×ÊÀÌÈ�$��D����%��E��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÎ��ÏÐßÌÎ��ÄÎ�
Ð�ÂÍÞ��_�D�w�E�_��ÐÈÑ���0�1��

%$

D D
D���E D�!�E

% $_�D�w�E�__�D�w�E�_

E E

%$

D D
D���E D�!�E

% $_�D�w�E�__�D�w�E�_

E E

rÎÖ. 3�.1

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÎÑÍÎÂÍ��ÏÐÈÉÎÌÈ�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�Ð�ÂÍßÍÜ��ßÊ��Ì�ÑÒßÒÜ�
ÇÍÀÊ�ÌÎÄÓËß�
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П Р И К Л А Д   2  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�_�x�w�1�_�=�2�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ�� �Ç� ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ�� �� ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�ÄÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�

Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÅ�ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ��Ð�ÂÍßÍÜ
x

x

− =
− = −






1 2

1 2

,

.

§Â�ÄÑÈ�
x

x

=
= −






3

1

,

.

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��w1�����

¶Å�Ð�ÂÍßÍÍß�ÌÎÆÍÀ�ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ��ÍÀÊØÅ��ßÊÙÎ�ÓÌÎÂÓ�ÇÀÄÀ×���ÏÅ�
ÐÅÊËÀÑÒÈ�ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÍÎÞ�ÌÎÂÎÞ���ÇÍÀÉÄ�ÒÜ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�ÂÑ�Õ�ÒÎ×ÎÊ�
ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÎ��ÏÐßÌÎ���ßÊ��Â�ÄÄÀËÅÍ��Â�Ä�ÒÎ×ÊÈ�$��1��ÍÀ�2�ÎÄÈÍÈ×�
ÍÈÕ�Â�ÄÐ�ÇÊÈ��®×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ��ÑÍÓÞÒÜ�ÄÂ��ÒÀÊ��ÒÎ×ÊÈ��%��w1����&�����
�ÐÈÑ���0�2��

П Р И К Л А Д   3  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�_�2x�w�1�_�=��x�+�1�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��¿ÊÙÎ�ÇÀÌ�ÍÈÒÈ�ÄÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÑÓÊÓÏÍ�ÑÒÞ�Ð�Â�
ÍßÍÜ

2 1 3 1

2 1 3 1

x x

x x

− = +
− = − −






,

,

ÒÎ�ÌÈ� ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�ÄÂÀ� ÇÍÀ×ÅÍÍß� ÇÌ�ÍÍÎ��x�� w2� �� 0��®×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ�
×ÈÑËÎ�w2�ÍÅ���ÊÎÐÅÍÅÌ�ÇÀÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�

¯ÅÂÍÀ�Ð�×��ÂÈÍÈÊÀ��ÇÀÏÈÒÀÍÍß���·ÎÌÓ�ÇÀÌ�ÍÀ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÑÓÊÓÏ�
Í�ÑÒÞ�ÏÐÈÇÂÅËÀ� ÄÎ�ÏÎßÂÈ� ÑÒÎÐÎÍÍÜÎÃÎ�ÊÎÐÅÍß�� ÒÎÁÒÎ� ×ÎÌÓ� ÒÀÊÈÉ�
ÏÅÐÅÕ�Ä�Â�Ä�Ð�ÂÍßÍÍß�ÄÎ�ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ��ÍÅ���Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÈÌ"�

°�×�Ó�Ò�Ì��ÙÎ�Ë�ÂÀ�×ÀÑÒÈÍÀ�ÇÀÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÍÀÁÓÂÀ��Ò�ËÜÊÈ�

ÍÅÂ�Äs�ÌÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ��²ÎÌÓ�3 1 0x + O ,�ÒÎÁÒÎ�xO − 1

3
.�®ÒÆÅ��ØÓÊÀÍ��

ÊÎÐÅÍ��ÌÀÞÒÜ�ÍÀËÅÆÀÒÈ�ÏÐÎÌ�ÆÊÓ� − +





1

3
; .� �³�ÇÀÏÈÑÀÍ�É�ÑÓÊÓÏÍÎÑ�

Ò��ÒÀÊÎ��ÂÈÌÎÃÈ�ÍÅÌÀ��
ÀÑÏÐÀÂÄ��ÇÀÄÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÅ�ÑÈÑÒÅÌ�

3 1 0

2 1 3 1

2 1 3 1

x

x x

x x

+
− = +
− = − −














O ,

,

,

ßÊÀ�ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�ÐÎÇÂsßÇÎÊ�x�=�0��

% $

1

2

w1

&

�

2

rÎÖ. 3�.2
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³ÇÀÃÀË���Ï�ÁÌÞÌÌÞ�ÁÇÃÒ�_�I��x��_�=�J��x��Ï�ÁÌÍÐÇÊÛÌÄ�ÐÇÐÑÄË�

g x

f x g x

f x g x

( ) ,

( ) ( ),

( ) ( ).

O0

=
= −














°�ÂÍßÍÍß�ÇÀÇÍÀ×ÅÍÎÃÎ�ÂÈÄÓ�ÌÎÆÍÀ�ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ�É��ÍØÈÌ�ÑÏÎÑÎÁÎÌ��
ÐÎÇÃËßÍÓÒÈ�ÄÂÀ�ÂÈÏÀÄÊÈ� f x( )O0� �� I� �x����0��ÒÎÁÒÎ�ÐÎÇÊÐÈÒÈ�ÌÎ�

�ÄÓËÜ�_�I��x��_�
²ÀÊÈÌ�×ÈÍÎÌ��Ð�ÂÍßÍÍß�ÂÈÄÓ�_�I��x��_�=�J��x��Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÅ�ÑÓÊÓÏ�

ÍÎÑÒ��ÄÂÎÕ�ÑÈÑÒÅÌ�
f x

f x g x

f x

f x g x

( ) ,

( ) ( ),

( ) ,

( ) ( ).

O0

0

=




<
− =















ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÐÎÇÂsßÇÀÍÍß�Ð�ÂÍßÍÍß�_�2x�w�1�_�=��x�+�1�ÌÎÆÍÀ�ÇÀ�
ÏÈÑÀÒÈ�ÒÀÊ�

2 1 0

2 1 3 1

2 1 0

2 1 3 1

x

x x

x

x x

−
− = +





− <
− + = +















O ,

,

,

;

x

x

x

x

O
1

2

1

2

2

0

,

,

,

.

= −







<

=



















§Â�ÄÑÈ�x�=�0�

П Р И К Л А Д   4  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�_�x�+�1�_�+�_�x�w�2�_�=���
¯ÍÆÁ sÞ Æ¿ÌÌÞ�� °ÎÇ�Ás�ÌÎ� ÎÁËÀÑÒÜ� ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß� Ð�ÂÍßÍÍß� ÍÀ�

ÏÐÎÌ�ÆÊÈ��w���w1���ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇ�Â�x�+�1���x�w�2�ÍÀ�ÖÜÎÌÓ�ÏÐÎ�
Ì�ÆÊÓ�Â�Äs�ÌÍ����>w1��2@��ÂÈÐÀÇ�x�+�1�ÍÀÁÓÂÀ��ÍÀ�ÖÜÎÌÓ�ÏÐÎÌ�ÆÊÓ�
ÍÅÂ�Äs�ÌÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ��À�ÂÈÐÀÇ�x�w�2�x�ÍÅÄÎÄÀÒÍÈÕ�����2��+����ÇÍÀ�
×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇ�Â�x�+�1���x�w�2�ÍÀ�ÖÜÎÌÓ�ÏÐÎÌ�ÆÊÓ�ÄÎÄÀÒÍ����§ÀÇÍÀ×ÈÌÎ��
ÙÎ� ÒÎ×ÊÈ�� Ó�ßÊÈÕ� ÂÈÐÀÇÈ�ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ�ÍÓËÞ��ÌÎÆÍÀ� Â�ÄÍÅÑÒÈ�ÄÎ�
ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ�Ç�ÏÐÎÌ�ÆÊ�Â��ÀËÅ�Ò�ËÜÊÈ�ÄÎ�ÎÄÍÎÃÎ�Ç�ÍÈÕ��®ÒÆÅ��ÇÀÄÀÍÅ�
Ð�ÂÍßÍÍß�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÅ�ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ��ÒÐÜÎÕ�ÑÈÑÒÅÌ�
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1��
x

x x

< −
− + − − =





1

1 2 3

,

( ) ( ) .
�§Â�ÄÑÈ�

x

x

< −
= −





1

1

,

.
�¶ß�ÑÈÑÒÅÌÀ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅ�ÌÀ��

2��
−

+ − − =




1 2

1 2 3

P Px

x x

,

( ) ( ) .
�§Â�ÄÑÈ�

−
=





1 2

0 0

P Px

x

,

.
�°ÎÇÂsßÇÊÎÌ�Ö����ÑÈÑÒÅÌÈ�

��ÏÐÎÌ�ÆÎÊ�>w1��2@�

���
x

x x

>
+ + − =





2

1 2 3

,

( ) ( ) ;
�

x

x

>
=





2

2

,

.
�¶ß�ÑÈÑÒÅÌÀ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅ�ÌÀ��

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��>w1��2@��
°ÎÇÂsßÇÀÍÍß�ÇÀÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÌÎÆÍÀ�ÎÔÎÐÌÈÒÈ�Â��ÍØÈÉ�ÑÏÎÑ�Á��

ÎÄÐÀÇÓ�ÇÀÏÈÑÀÂØÈ�ÑÓÊÓÏÍ�ÑÒÜ�
x

x x

x

x x

x

x x

< −
− − − + =





−
+ − + =





>
+ + − =









1

1 2 3

1 2

1 2 3

2

1 2 3

,

,

,

,

,

.

P P










²ÀÊÎÆ�ÖÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÌÎÆÍÀ�ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÍÎ��
�ÍÒÅÐÏÐÅÒÀÖ����ØÓÊÀÍ��ÊÎÐÅÍ��x�ÖÅ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�ÒÎ×ÎÊ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÎ��
ÏÐßÌÎ��� ÑÓÌÀ� Â�ÄÑÒÀÍÅÉ� Â�Ä� ßÊÈÕ� ÄÎ� ÒÎ×ÎÊ�
$��w1����%��2��ÄÎÐ�ÂÍÞ�����§ÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�ÊÎ�
ÎÐÄÈÍÀÒÈ�ÂÑ�Õ�ÒÎ×ÎÊ�Â�ÄÐ�ÇÊÀ�$%��ÐÈÑ���0����
ÓÒÂÎÐÞÞÒÜ�ØÓÊÀÍÓ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÊÎÐÅÍ�Â�

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÎÑÍÎÂÍ��ÌÅÒÎÄÈ�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�
ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��ßÊ��Ì�ÑÒßÒÜ�ÇÍÀÊ�ÌÎÄÓËß�

²ÅÎÐÅÌÀ�30.1.�ерівніÑть видÓ _ x�_���a рівноÑильна ÑиÑтемі
x a

x a

<
> −





,

.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��¿ÊÙÎ�a P0,�ÒÎ�ßÊ�ÇÀÄÀÍÀ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ��ÒÀÊ���ÇÀÏÈÑÀ�ÒÎ�ßÊ�ÇÀÄÀÍÀ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ��ÒÀÊ���ÇÀÏÈÑÀ�

ÍÀ�ÑÈÑÒÅÌÀ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅ�ÌÀÞÒÜ��®ÒÆÅ��ÂÎÍÈ���Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÈÌÈ�
¿ÊÙÎ�D�!�0��ÒÎ��ÐÎÇÊÐÈÂØÈ�ÌÎÄÓËÜ��ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ��ÙÎ�ÇÀÄÀÍÀ�

ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÀ�ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ��ÄÂÎÕ�ÑÈÑÒÅÌ�

x

x a

x

x a

O0

0

,

,

,

.

<




<
− <















2w1

$ %

rÎÖ. 3�.3
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§Â�ÄÑÈ�
0

0

Px a

a x

<
− < <






,

;
��wD���x���D�

®×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ�ÎÒÐÈÌÀÍÀ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÀ�ÑÈÑÒÅÌ�

x a

x a

<
> −





,

.�

§ÀÓÂÀÆÈÌÎ��ÙÎ�ÄËß�ÂÈÏÀÄÊÓ��ÊÎËÈ�D�!�0��ÄÎÂÅÄÅÍÍß�ÒÅÎÐÅÌÈ�
ÌÎÆÍÀ�ÏÐÎÂÅÑÒÈ��ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÍÓ��ÍÒÅÐÏÐÅÒÀÖ�Þ����ÍÅ�

Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�_�x�_���D����ÑÈÑÒÅÌÓ�
x a

x a

<
> −





,
�ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�ÒÈÕ�

��Ò�ËÜÊÈ�ÒÈÕ�ÒÎ×ÎÊ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÎ��ÏÐßÌÎ���ßÊ��Â�ÄÄÀËÅÍ��Â�Ä�ÏÎ×ÀÒÊÓ�
Â�ÄË�ÊÓ�ÍÀ�Â�ÄÑÒÀÍÜ��ÌÅÍØÓ�Â�Ä�D��

П Р И К Л А Д   5  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�_��x�w�1�_���2�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��§ÀÄÀÍÀ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÀ�ÑÈÑÒÅÌ�

3 1 2

3 1 2

x

x

− <
− > −





,

.

§Â�ÄÑÈ�
3 3

3 1

x

x

<
> −





,

;
�

x

x

<

> −







1

1

3

,

.

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ�� −





1

3
1; .�

³ÇÀÃÀËÜÍÅÍÍßÌ�ÒÅÎÐÅÌÈ��0�1���ÒÀÊÀ�ÒÅÎÐÅÌÀ�

²ÅÎÐÅÌÀ� 30.2.�ерівніÑть видÓ _ I��x�� _���J��x� рівноÑильна 
ÑиÑтемі

f x g x

f x g x

( ) ( ),

( ) ( ).

<
> −





¤ÎÂÅÄÅÍÍß�Ö����ÒÅÎÐÅÌÈ�ÀÍÀËÎÃ�×ÍÅ�ÄÎÂÅÄÅÍÍÞ�ÒÅÎÐÅÌÈ��0�1�

²ÅÎÐÅÌÀ� 30.3.�ерівніÑть видÓ _ x�_�!�a рівноÑильна ÑÓкÓÏ�
ноÑті нерівноÑтей

x a

x a

>
< −






,

.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��¿ÊÙÎ�D�=�0��ÒÎ�ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ßÊ�ÇÀÄÀÍÎ��
ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ���ÒÀÊ���ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ����ÌÍÎÆÈÍÀ�( ; ) ( ; ).− +� �0 0∪ �¿ÊÙÎ�D���0��

ÒÎ� ÌÍÎÆÈÍÎÞ� ÐÎÇÂsßÇÊ�Â� ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ�� É� ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ�� �� ÌÍÎÆÈÍÀ�
�w���+����²ÎÌÓ��ßÊÙÎ�a P0,�ÒÎ�ÇÀÄÀÍÀ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ���ÇÀÏÈÑÀÍÀ�ÑÓÊÓÏ�

Í�ÑÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ���Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÈÌÈ�
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¿ÊÙÎ�D�!�0��ÒÎ��ÐÎÇÊÐÈÂØÈ�ÌÎÄÓËÜ��ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ��ÙÎ�ÇÀÄÀÍÀ�
ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÀ�ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ��ÄÂÎÕ�ÑÈÑÒÅÌ�

x

x a

x

x a

O0

0

,

,

,

.

>




<
− >















§Â�ÄÑÈ�
x a

x a

>
< −






,

.�

§ÀÓÂÀÆÈÌÎ��ÙÎ�ÄËß�ÂÈÏÀÄÊÓ��ÊÎËÈ�D�!�0��ÄÎÂÅÄÅÍÍß�ÒÅÎÐÅÌÈ�
ÌÎÆÍÀ�ÏÐÎÂÅÑÒÈ��ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÍÓ��ÍÒÅÐÏÐÅÒÀÖ�Þ����ÍÅ�

Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�_�x�_�!�D����ÑÓÊÓÏÍ�ÑÒÜ�
x a

x a

>
< −






,
�ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�

ÒÈÕ���Ò�ËÜÊÈ�ÒÈÕ�ÒÎ×ÎÊ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÎ��ÏÐßÌÎ���ßÊ��Â�ÄÄÀËÅÍ��Â�Ä�ÏÎ�
×ÀÒÊÓ�Â�ÄË�ÊÓ�ÍÀ�Â�ÄÑÒÀÍÜ��Á�ËÜØÓ�ÇÀ�D��

П Р И К Л А Д   6  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�_��x�w���_�!���
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ�� §ÀÄÀÍÀ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ� Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÀ� ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ�� ÍÅ�

Ð�ÂÍÎÑÒÅÉ
4 3 5

4 3 5

x

x

− >
− < −






,

.

§Â�ÄÑÈ�
4 8

4 2

x

x

>
< −






,

;
�

x

x

>

< −








2

1

2

,

.

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ�� − −



 +� �; ( ; ).

1

2
2∪ �

³ÇÀÃÀËÜÍÅÍÍßÌ�ÒÅÎÐÅÌÈ��0�����ÒÀÊÀ�ÒÅÎÐÅÌÀ�

²ÅÎÐÅÌÀ� 30.4.�ерівніÑть видÓ _ I �x�� _�!�J �x� рівноÑильна 
ÑÓкÓÏноÑті нерівноÑтей

f x g x

f x g x

( ) ( ),

( ) ( ).

>
< −






¤ÎÂÅÄÅÍÍß�Ö����ÒÅÎÐÅÌÈ�ÀÍÀËÎÃ�×ÍÅ�ÄÎÂÅÄÅÍÍÞ�ÒÅÎÐÅÌÈ��0���

П Р И К Л А Д   7  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�_�x�w�1�_�+�_�x�w�2�_�!�x�+���
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��§ÀÄÀÍÀ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÀ�ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ��ÒÐÜÎÕ�

ÑÈÑÒÅÌ�

1��
x

x x x

<
− − + > +





1

1 2 3

,

;
���

x

x

<
<





1

0

,

;
�x���0�
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2��
1 2

1 2 3

P Px

x x x

,

;− − + > +




�
1 2

2

P Px

x

,

.< −




�¶ß�ÑÈÑÒÅÌÀ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅ�ÌÀ��

���
x

x x x

>
− + − > +





2

1 2 3

,

;
�

x

x

>
>





2

6

,

;
�x�!���

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ� ( ; ) ( ; ).− +� �0 6∪ 

1.  Сформулюйте означення модуля числа.
2.  Що потрібно знати, щоб розкрити модуль числа?
3.  Сформулюйте властивості, які випливають з означення модуля.
4.  Сформулюйте теореми про розв’язування нерівностей, які містять знак 

модуля.

ВПРАВИ

30.1.q�°ÎÇÊÐÈÉÒÅ�ÌÎÄÓËÜ�

1��
π
3

1− ;� ��� 2
3

− π
;� ��� x

x− −
2

4
1 ;

2��_�S�w���1��_�� ���_�x2�+�1�_�� ���_�x2�+�2x�+�2�_�
30.2.q�°ÎÇÊÐÈÉÒÅ�ÌÎÄÓËÜ�

1��
π
4

0 7− , ;� ���_�S�w���1��_�� ��� x x2 1

4
+ + ;

2��
π
4

0 8− , ;� ���_�x��+�2�_�� ���_�x2�+��x�+���_�

�30.3.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�
1�� ab a b= æ ;� ���_�D�w�E�_�=�_�E�w�D�_�

2��
a

b

a

b
= ,�E�z�0�� ���− a a aP P .

����_�D�_�2�=�_�D2�_�=�D2�
30.4.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D�+�E���0��D�!�0��E���0��¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�Ç�ÍÓËÅÌ�ÇÍÀ�

×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�_�D�_�w�_�E�_�
30.5.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�D�+�E�!�0��D���0��E�!�0��¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�Ç�ÍÓËÅÌ�ÇÍÀ�

×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ��_�D�_�w�_�E�_�
30.6.q�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1�����_�x�_�w�_�y�_�����_�x�_�+�_�y�_��� � �����������
m n

m n

m n

m n

−
+

+
−

− .

2���2�_�D�_�w���_�E�_�2�+��2�_�D�_�+���_�E�_�2�
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30.7.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��_�x�+���_�=�2�� 2��_�1�w�2x�_�=���� ���_��x�+���_�=�1�

30.8.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��_�x�w�1�_�=���� 2��_�1�w��x�_�=���� ���_�w�x�w�1�_�=���

�30.9.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�

1��ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ� f x g x( ) ( )P �Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÀ�ÑÈÑÒÅÌ��
f x g x

f x g x

( ) ( ),

( ) ( );

m
l −





�

2��ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ� f x g x( ) ( )O �Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÀ�ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ��
f x g x

f x g x

( ) ( ),

( ) ( ).

l
m−




 �

30.10.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
1��_�x�+���_������ ��� 3 2 1x + P ;

2��_�2x�w�1�_�!���� ��� 5 1 4x − O .

30.11.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
1�� x − 3 6P ;� ���_�1�w��x�_���2�

2�� 3 2 3x − O ;� ���_��x�+�2�_�!���

�30.12.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�

1�� a b a b+ +P ;

2�� a b a b− −O ;

���_�D�+�E�_�=�_�D�_�+�_�E�_�ÒÎÄ��É�Ò�ËÜÊÈ�ÒÎÄ���ÊÎËÈ�abO0;

���_�D�_�+�_�E�_�=�D�+�E�ÒÎÄ��É�Ò�ËÜÊÈ�ÒÎÄ���ÊÎËÈ�aO0���bO0;

���_�D�w�E�_�=�_�D�_�+�_�E�_�ÒÎÄ��É�Ò�ËÜÊÈ�ÒÎÄ���ÊÎËÈ�ab P0.

30.13.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�

1�� x x+ − 3 3O ;� 2�� x x− + −1 3 2O .

30.14.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÍÀÉÌÅÍØÅ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1��_�x�_�+�_�x�+���_�� 2��_�x�+�2�_�+�_�x�w���_�

30.15.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÑÈÑÒÅÌÓ�Ð�ÂÍßÍÜ�
x y

x y

+ − =

− + − =







4

3 1 3

π,

.
�

30.16.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��_�_�x�_�w�2�_�=�2�� 2��_�_�x�_�+�2�_�=�1�

30.17.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��_�_�x�_�w���_�=�1�� 2��_�_�x�_�+�1�_�=�1�

30.18.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��_�2x�w�1�_�=�_��x�+�2_�� 2��_���w��x�_�=�_�2x�+�1�_�
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30.19.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��_�x�+�2�_�=��x�w�1�� ���_�x�w�1�_�=��x�+���
2��_��x�+�2�_�=�2x�w�1�

30.20.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��_�x�+�2�_�=�2����w�x��� ���_��x�+�1�_�=��x�w�1�
2��_��x�w�1�_�=�x�+�1�

30.21.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�

1��_�x�+���_���2x�+���� ���_��x�+���_�!��x�w�1�
2�� 1 2 1− +x xP ;� ��� 2 7 2x x− −O .

30.22.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�

1��_�x�+�2�_���2x�w�1�� ��� 3 2 2 1x x− +O ;

2��5 3 1x x+ +O ;� ���_��x�w���_�!��x�+�1�

30.23.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��_�x�w�2�_�+�_�x�w���_�=���
2��_�x�w�2�_�w���_���w�x�_�+�x�=�0�
���_���w�x�_�+�_�2x�w�2�_�=���w�2x�
���_�x�_�w�2��_�x�+�1�_�=���
���_�x�_�+�_��x�+�2�_�+�_�2x�w�1�_�=���
���_�x�_�+�_�x�w���_�=���
���_�x�+�2�_�w�_�x�w���_�=���
���_��x�w�2�_�w�_��x�w���_�+�2x�=�1�

���
x

x

−
− −

=2

1 1
1;

10��
x x

x x

− + −
− + −

=3 1

2 4
1.

30.24.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��_�x�+�1�_�+�_�x�w���_�=�20�� ���_�x�_�w�_�x�w�2�_�=�2�
2��_�x�+���_�w�_���w�2x�_�=�2�w��x�� ���_��x�w�12�_�w�_��x�w�11�_�=�1�

���_�x�w���_�+�2�_�x�+�1�_�=���� ���
x

x

−
− −

=6

3 3
1;

���_�x�w�1�_�+�_�x�w�2�_�=�_�x�w���_�+���� ���
x x

x x

+ + −
− − +

=1 1

2 2
1.

���_�x�+���_�+�_�x�w���_�=�1��
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30.25.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�

1��_�x�+�1�_�+�_�x�+�2�_�!�2x�+���� ��� x x+ + −1 1 2P ;

2��2 3 1 3 1x x x− + + +P ; � ��� x x x x− − + +2 2 3 5 2O .

30.26.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�

1��2��_�x�+�1�_�w�_�x�w�1�_�!���� ��� x x− + +1 3 4P ;

2��_�x�w�1�_�w�2��_�x�+���_�!�x�+���� ��� x x x− + + +2 1 3 2 4O .

30.27.xx�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���

1��y�=�_�x�+���_�+�_�x�w�1�_�� 2��y�=�2��_�x�w�2�_�w�_�x�w�1�_�

30.28.xx�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���y�=�_�x�+�2�_�+�2�_�x�w�1�_�w�x�

30.29.xx�¢ÈÇÍÀ×ÒÅ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�ÇÀËÅÆÍÎ�Â�Ä�ÇÍÀ×ÅÍÍß�
ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�
1��_��x�w���_�=�D�+�x�� 2��2x�w�_�x�_�+�_�x�w�1�_�=�D�

30.30.xx�¢ÈÇÍÀ×ÒÅ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�ÇÀËÅÆÍÎ�Â�Ä�ÇÍÀ×ÅÍÍß�
ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�
1��_�x�w�1�_�+�_�x�+�1�_�=�D�� 2��_�x�w�2�_�w�_�x�+�2�_�=�D�

30.31.xx��̄ ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß
_�x�w�1�_�+�_�x�w�D�_�=�1�w�D

Ì�ÑÒÈÒÜ�ÒÐÈ�Ö�ËÈÕ�×ÈÑËÀ"

30.32.xx�̄ ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß
_�x�w���_�+�_�x�w�D�_�=�D�w��

Ì�ÑÒÈÒÜ�ÎÄÍÅ�ÏÀÐÍÅ�×ÈÑËÎ"



§ 6 КВАДРАТНІ КОРЕНІ.  
ДІЙСНІ ЧИСЛА

 31. Функція \ = x2 та її графік31.

¯ÎÇÍÀ×ÈÌÎ�×ÅÐÅÇ�y�ÏËÎÙÓ�ÊÂÀÄÐÀÒÀ�Ç��ÑÒÎÐÎÍÎÞ�x��²ÎÄ��y�=�x2�
§��ÇÌ�ÍÎÞ�ÑÒÎÐÎÍÈ�x�ÊÂÀÄÐÀÒÀ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎ�ÇÌ�ÍÞÂÀÒÈÌÅÒÜÑß���ÉÎÃÎ�

ÏËÎÙÀ�y�
§ÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�ÊÎÆÍÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍÞ�ÇÌ�ÍÍÎ��x�Â�ÄÏÎÂ�ÄÀ���ÄÈÍÅ�

ÇÍÀ×ÅÍÍß� ÇÌ�ÍÍÎ�� y�� ®ÒÆÅ�� ÇÀËÅÆÍ�ÑÒÜ� ÇÌ�ÍÍÎ�� y� Â�Ä� ÇÌ�ÍÍÎ�� x�
��ÔÓÍÊÖ�ÎÍÀËÜÍÎÞ��À�ÔÎÐÌÓËÀ�y�=�x2�ÇÀÄÀ��ÔÓÍÊÖ�Þ�

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÔÓÍÊÖ�Þ�y�=�x2��ÎÁËÀÑÒÞ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ßÊÎ����ÌÍÎÆÈÍÀ�
ÂÑ�Õ�×ÈÑÅË��³�ÒÀÁËÈÖ��ÍÀÂÅÄÅÍÎ�ÄÅßÊ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�ÒÀ�Â�ÄÏÎ�
Â�ÄÍ���Ì�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���

x w� w2�� w2 w1�� w1 w0�� 0 �0�� 1 1�� 2 2�� �

y � ��2� � 2�2� 1 0�2� 0 0�2� 1 2�2� � ��2� �

¯ÎÇÍÀ×ÈÌÎ�ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏËÎÙÈÍ��ÒÎ×ÊÈ��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�ßÊÈÕ�
�x��y��Â�ÇÜÌÅÌÎ�Ç�ÒÀÁËÈÖ���ÐÈÑ���1�1��

·ÈÌ�Á�ËÜØÅ�ÒÎ×ÎÊ��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�ßÊÈÕ�ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
y�=�x2��ÏÎÇÍÀ×ÈÌÎ��ÒÈÌ�ÌÅÍØÅ�ÎÒÐÈÌÀÍÀ�Ô�ÃÓÐÀ��ÐÈÑ���1�2��Â�ÄÐ�Ç�
ÍßÒÈÌÅÒÜÑß�Â�Ä�ÃÐÀÔ�ÊÀ�ÔÓÍÊÖ���y�=�x2�

0 1

11

x

y

y
0

0 11

111

x

y

$$%%

xx
0

wxwx
0

rÎÖ. 31.1 rÎÖ. 31.2
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¯ÀÐÀ�×ÈÑÅË��0��0����ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�Ð�ÂÍßÍÍß�y�=�x2��®ÒÆÅ��ÃÐÀÔ�Ê�
ÄÀÍÎ��ÔÓÍÊÖ���ÏÐÎÕÎÄÈÒÜ�×ÅÐÅÇ�ÏÎ×ÀÒÎÊ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ��®ÑÊ�ËÜÊÈ�y�=�x2�
��x2 0O , �ÒÎ�yO0,�ÒÎÁÒÎ�ÑÅÐÅÄ�ÏÎÇÍÀ×ÅÍÈÕ�ÒÎ×ÎÊ�ÍÅ�ÌÎÆÅ�ÁÓÒÈ�ÒÎ×ÎÊ�

Ç�Â�Äs�ÌÍÈÌÈ�ÎÐÄÈÍÀÒÀÌÈ�
®ÁËÀÑÒÞ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÔÓÍÊÖ���y�=�x2���ÌÍÎÆÈÍÀ�ÂÑ�Õ�ÍÅÂ�Äs�ÌÍÈÕ�×ÈÑÅË�
®ÑÊ�ËÜÊÈ�x2� =� �wx�2�� ÒÎ� ÌÎÆÍÀ� ÇÐÎÁÈÒÈ� ÂÈÑÍÎÂÎÊ�� ßÊÙÎ� ÒÎ×�

ÊÀ�$��x0��y0��ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÃÐÀÔ�ÊÓ�ÔÓÍÊÖ����ÒÎ�ÒÎ×ÊÀ�%��wx0��y0��ÒÀÊÎÆ�
ÉÎÌÓ�ÍÀËÅÆÈÒÜ��ÐÈÑ���1�2��

¿ÊÁÈ�ÂÄÀËÎÑß�ÏÎÇÍÀ×ÈÒÈ�ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏËÎÙÈÍ��ÂÑ��ÒÎ×ÊÈ��
ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�ßÊÈÕ�ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�y�=�x2��ÒÎ�ÎÒÐÈÌÀËÈ�Á�Ô��
ÃÓÐÓ�x�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���y�=�x2��ßÊÓ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÏÀÐÀÁÎËÎÞ��ÐÈÑ���1����

0 11

111

x

y

rÎÖ. 31.3

²Î×ÊÀ�Ç�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀÌÈ��0��0��ÏÎÄ�Ëß��ÏÀÐÀÁÎËÓ�ÍÀ�ÄÂ��Ð�ÂÍ��×ÀÑ�
ÒÈÍÈ��ÊÎÆÍÓ�Ç�ßÊÈÕ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Â�ÒÊÎÞ�ÏÀÐÀÁÎËÈ��À�ÑÀÌÓ�ÒÎ×ÊÓ�x�
ÂÅÐØÈÍÎÞ�ÏÀÐÀÁÎËÈ�

³�ÒÀÁËÈÖ��ÍÀÂÅÄÅÍÎ�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��ÔÓÍÊÖ���y�=�x2��ÂÈÂ×ÅÍ��Â�ÖÜÎÌÓ�
ÏÓÍÊÒ��

®ÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß ¬ÍÎÆÈÍÀ�ÂÑ�Õ�×ÈÑÅË

®ÁËÀÑÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÜ ¬ÍÎÆÈÍÀ�ÍÅÂ�Äs�ÌÍÈÕ�×ÈÑÅË

£ÐÀÔ�Ê ¯ÀÐÀÁÎËÀ

ÓËÜ�ÔÓÍÊÖ����ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÀÐ�
ÃÓÌÅÍÒÓ��ÏÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�
ÔÓÍÊÖ���ÄÎÐ�ÂÍÞ��0�

x�=�0

¢ËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ�ÃÐÀÔ�ÊÀ ¿ÊÙÎ� ÒÎ×ÊÀ� $� �x0�� y0�� ÍÀËÅ�
ÆÈÒÜ� ÏÀÐÀÁÎË�� y� =� x2�� ÒÎ� ÒÎ×�
ÊÀ�%� �wx0��y0��ÒÀÊÎÆ�ÍÀËÅÆÈÒÜ�
Ö�É�ÏÀÐÀÁÎË��
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П Р И К Л А Д      �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÃÐÀÔ�×ÍÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�=�x�+�2�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� � ¢�ÎÄÍ�É�ÑÈÑÒÅÌ��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ�ÏÎÁÓÄÓ�ÌÎ�ÃÐÀÔ�ÊÈ�

ÔÓÍÊÖ�É�y�=�x2�����y�=�x�+�2��ÐÈÑ���1�����¶��ÃÐÀÔ�ÊÈ�ÏÅÐÅÒÈÍÀÞÒÜÑß�
Ó�ÄÂÎÕ�ÒÎ×ÊÀÕ��ÀÁÑÖÈÑÈ�ßÊÈÕ�ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ�2���w1��®ÒÆÅ��ßÊ�ÏÐÈ�x�=�2��
ÒÀÊ���ÏÐÈ�x�=�w1�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇ�Â�x2���x�+�2�Ð�ÂÍ���ÒÎÁÒÎ�×ÈÑËÀ�2�
��w1���ÊÎÐÅÍßÌÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�=�x�+�2��¯ÅÐÅÂ�ÐÊÀ�ÖÅ�Ï�ÄÒÂÅÐÄÆÓ���
±ÏÐÀÂÄ���22�=�2�+�2������w1�2�=�w1�+�2��

0 1 22

1111

w1 x

y

yy�
=��=
�xx
��
�2

��
�2

y�=�x2

rÎÖ. 31.�

1.  Яка множина є областю визначення функції y = x2?
2.  Яка множина є областю значень функції y = x2?
3.  При якому значенні аргументу значення функції y = x2 дорівнює нулю?
4.  Порівняйте значення функції y = x2 при протилежних значеннях аргу-

менту.
5.  Яка фігура є графіком функції y = x2?

ВПРАВИ

31.1.q�´ÓÍÊÖ�Þ�ÇÀÄÀÍÎ�ÔÎÐÌÓËÎÞ�y�=�x2��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�
1���ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ����ßÊÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�ÄÎÐ�ÂÍÞ���w���

0����w1�2��1�0�
2���ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ��ÏÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���ÄÎÐ�ÂÍÞ���

����0��2�00��0�0��

31.2.q�Å�ÂÈÊÎÍÓÞ×È�ÏÎÁÓÄÎÂÈ�ÃÐÀÔ�ÊÀ�ÔÓÍÊÖ���y�=�x2��ÂÈÇÍÀ×ÒÅ��×È�
ÏÐÎÕÎÄÈÒÜ�ÖÅÉ�ÃÐÀÔ�Ê�×ÅÐÅÇ�ÒÎ×ÊÓ�
1��$��w����������2��%��w���w�1��������&��0����2����������'��0�1��0�01��



§ 6.  КВАДРАТНІ КОРЕНІ.  ДІЙСНІ ЧИСЛА220

31.3.q�Å�ÂÈÊÎÍÓÞ×È�ÏÎÁÓÄÎÂÈ��ÇÍÀÉÄ�ÒÜ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�ÒÎ×ÎÊ�ÏÅÐÅÒÈÍÓ�
ÃÐÀÔ�Ê�Â�ÔÓÍÊÖ�É�y�=�x2�����y�=��x�w����¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�ÊÈ�ÄÀÍÈÕ�
ÔÓÍÊÖ�É���ÏÎÇÍÀ×ÒÅ�ÇÍÀÉÄÅÍ��ÒÎ×ÊÈ�

31.4.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÃÐÀÔ�×ÍÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��x2�=�x�w�1�� 2��x2�w�2x�w���=�0�� ���x
x

2 8= .

31.5.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÃÐÀÔ�×ÍÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��x2�=�w�x�w���� 2��x2�w��x�+���=�0�� ���x
x

2 1
0+ = .

31.6.q�³ÑÒÀÍÎÂ�ÒÜ�ÃÐÀÔ�×ÍÎ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÑÈÑÒÅÌÈ�Ð�ÂÍßÍÜ�

1��
y x

y

=
=





2

2

,

;
� 2��

y x

y

=
= −





2

2

,

;
� ���

y x

x y

− =
− + =





2 0

6 0

,

;
�����

y x

x y

− =
+ =





2 0

2 5 10

,

.

31.7.q�³ÑÒÀÍÎÂ�ÒÜ�ÃÐÀÔ�×ÍÎ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÑÈÑÒÅÌÈ�Ð�ÂÍßÍÜ�

1��
y x

x y

=
+ = −





2

3 2 6

,

;
� 2��

y x

x y

=
− = −





2

3 3

,

.

¿�31.8.x�́ ÓÍÊÖ�Þ�I��ÇÀÄÀÍÎ�Â�ÒÀÊÈÉ�ÑÏÎÑ�Á��f x

x

x x

x x

( )

, ,

, ,

, .

=
−

− < <
−









4 2

2 1

2 1 1

2

ÿêùî

ÿêùî

ÿêùî

m

l

1��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�I��w����I��w2���I��w1���I��1���I������I��0����

2��¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÄÀÍÎ��ÔÓÍÊÖ���

¿�31.9.x�¤ÀÍÎ�ÔÓÍÊÖ�Þ�f x

x x

x x

x

( )

, ,

, ,

, .

=
+ −

− < <








2 3 1

1 2

4 2

2

ÿêùî

ÿêùî

ÿêùî

m

l

1��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�I��w����I��w0�����I��1�����I������I��w1���I��2��

2��¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÄÀÍÎ��ÔÓÍÊÖ���

¿�31.10.x�¤ÀÍÎ�ÔÓÍÊÖ�Þ�f x
x x

x x
( )

, ,

, .
=

+ >




2 0

1 0

ÿêùî

ÿêùî

P

1��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�I��w����I��0���I��2��

2��¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÄÀÍÎ��ÔÓÍÊÖ���

¿�31.11.x�¤ÀÍÎ�ÔÓÍÊÖ�Þ�f x
x

x x

x( )
, ,

, .

=
− −

> −







6
1

12

ÿêùî

ÿêùî

P

1��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�I��w12���I��w1���I��w0�����I������I��0��
2��¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÄÀÍÎ��ÔÓÍÊÖ���
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31.12.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���

1��y
x x

x
= +

+

3 2

1
;� 2��y

x x

x
= −

−

4 2

2

4

4
.

31.13.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���

1��y
x

x
=

3

;� 2��y
x x

x
= −

−

3 22

2
.

31.14.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß��ÎÁËÀÑÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÜ���ÍÓË��ÔÓÍÊÖ���
y�=�wx2��¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�Ö����ÔÓÍÊÖ���

31.15.x�̄ ÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�N�ÃÐÀÔ�ÊÈ�ÔÓÍÊÖ�É�y�=�Nx�w���
��y�=�x2�ÏÅÐÅÒÈÍÀÞÒÜÑß�Â�ÒÎ×Ö���ÀÁÑÖÈÑÀ�ßÊÎ��ÄÎÐ�ÂÍÞ��w2"

31.16.x�̄ ÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�E�ÃÐÀÔ�ÊÈ�ÔÓÍÊÖ�É�y�=��x�+�E�
��y�=�x2�ÏÅÐÅÒÈÍÀÞÒÜÑß�Â�ÒÎ×Ö���ÙÎ�ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÎÑ��ÎÐÄÈÍÀÒ"

31.17.x�§ÀÄÀÉÒÅ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÔÎÐÌÓË�ÔÓÍÊÖ�Þ��ÃÐÀÔ�Ê�ßÊÎ��ÇÎÁÐÀ�
ÆÅÍÎ�ÍÀ�ÐÈÑÓÍÊÓ��1���

31.18.x�§ÀÄÀÉÒÅ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÔÎÐÌÓË�
ÔÓÍÊÖ�Þ��ÃÐÀÔ�Ê�ßÊÎ��ÇÎÁÐÀÆÅÍÎ�
ÍÀ�ÐÈÑÓÍÊÓ��1���

31.19.xx�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�Ð�ÂÍßÍÍß�

1���y�w�x2���y�w�x��=�0��
2��y2�w�x��=�0��

���
y x

x y

−
− + −

=
2

2 21 1
0

( ) ( )
;

���
y x

y x

−
−

=
2

0.

0 11

111

x

y
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31.20.xx�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�Ð�ÂÍßÍÍß�

1���y�+�x2���y�+�x��=�0�� 2��
x y

x y

2

2 22 4
0

−
+ + −

=
( ) ( )

.

31.21.xx�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�Ð�ÂÍßÍÍß�

1���y�w�x�2�+��y�w�x2�2�=�0�� 2���y�w�2x�2�+��y�+�x2�2�=�0�

 32. Квадратні корені. 
Арифметичний квадратний корінь

32.

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ� ÊÂÀÄÐÀÒ�� ÏËÎÙÀ� ßÊÎÃÎ� ÄÎÐ�ÂÍÞ�� ��� ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÌ�
ÎÄÈÍÈÖßÌ��ÅÕÀÉ�ÄÎÂÆÈÍÀ�ÉÎÃÎ�ÑÒÎÐÎÍÈ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��x�ÎÄÈÍÈÖÜ��²ÎÄ��
Ð�ÂÍßÍÍß�x2�=����ÌÎÆÍÀ�ÂÂÀÆÀÒÈ�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎÞ�ÌÎÄÅËËÞ�ÇÀÄÀ×��
ÏÐÎ�ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß�ÑÒÎÐÎÍÈ�ÊÂÀÄÐÀÒÀ��ÏËÎÙÀ�ßÊÎÃÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ�����ÊÂÀ�
ÄÐÀÒÍÈÌ�ÎÄÈÍÈÖßÌ�

ªÎÐÅÍßÌÈ�ÖÜÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß���×ÈÑËÀ�����w���£ÎÂÎÐßÒÜ��ÙÎ�×ÈÑËÀ���
��w����ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÌÈ�ÊÎÐÅÍßÌÈ��Ç�×ÈÑËÀ����

®ÇÍÀ×ÅÍÍß.  ªÂÀÄÐÀÒÍÈÌ� ÊÎÐÅÍÅÌ��Ç�×ÈÑËÀ�a�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�
×ÈÑËÎ��ÊÂÀÄÐÀÒ�ßÊÎÃÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��a.

ÀÂÅÄÅÌÎ�Ê�ËÜÊÀ�ÏÐÈÊËÀÄ�Â�
ªÂÀÄÐÀÒÍÈÌÈ�ÊÎÐÅÍßÌÈ��Ç�×ÈÑËÀ�����×ÈÑËÀ�����w���±ÏÐÀÂÄ����2�=����

�w��2�=���

ªÂÀÄÐÀÒÍÈÌÈ�ÊÎÐÅÍßÌÈ��Ç�×ÈÑËÀ�
25

4
���×ÈÑËÀ�

5

2
� �� − 5

2
.�±ÏÐÀÂÄ���

5

2

25

4

2




 = ,� −



 =5

2

25

4

2

.

ªÂÀÄÐÀÒÍÈÌ�ÊÎÐÅÍÅÌ��Ç�×ÈÑËÀ�0���Ò�ËÜÊÈ�×ÈÑËÎ�0��±ÏÐÀÂÄ����ÑÍÓ��
ËÈØÅ�ÎÄÍÅ�×ÈÑËÎ��ÊÂÀÄÐÀÒ�ßÊÎÃÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÍÓËÞ��x�ÖÅ�×ÈÑËÎ�0�

®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÍÅ� �ÑÍÓ��×ÈÑËÀ��ÊÂÀÄÐÀÒ�ßÊÎÃÎ� ÄÎÐ�ÂÍÞ�� Â�Äs�ÌÍÎÌÓ�
×ÈÑËÓ��ÒÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÊÎÐÅÍß�Ç�Â�Äs�ÌÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�ÍÅ��ÑÍÓ��

£ÍÃ¿ÑÌÇÈ�ÊÎÐ�ÍÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�=�����×ÈÑËÎ������Â�ÄÏÎÂ�ÄÄÞ�ÄÎ�
ÇÀÄÀ×��ÏÐÎ�ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß�ÑÒÎÐÎÍÈ�ÊÂÀÄÐÀÒÀ��ÏËÎÙÀ�ßÊÎÃÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��
��� ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÌ� ÎÄÈÍÈÖßÌ��¶Å� ×ÈÑËÎ� ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ� ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÍÈÌ�
ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÌ�ÊÎÐÅÍÅÌ��Ç�×ÈÑËÀ����

®ÇÍÀ×ÅÍÍß.   ÐÈÔÌÅÒÈ×ÍÈÌ� ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÌ� ÊÎÐÅÍÅÌ� �Ç�
×ÈÑËÀ�a�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÍÅÂ�Äs�ÌÍÅ�×ÈÑËÎ��ÊÂÀÄÐÀÒ�ßÊÎÃÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��a.



32.  Квадратні корені.  Арифметичний квадратний корінь 223

 ÐÈÔÌÅÒÈ×ÍÈÉ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ��Ç�×ÈÑËÀ�D�ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ� a.�

§ÍÀÊ� �ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÇÍÀÊÎÌ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÊÎÐÅÍß�ÀÁÎ�ÐÀÄÈÊÀËÎÌ��Â�Ä�
ËÀÒ��UDGLx�x�ÊÎÐ�ÍÜ��

§ÀÏÈÑ� a �×ÈÒÀÞÒÜ���ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�Ç�D���ÎÏÓÑÊÀÞ×È�ÏÐÈ�
×ÈÒÀÍÍ��ÑËÎÂÎ��ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÍÈÉ��

¢ÈÐÀÇ��ßÊÈÉ�ÑÒÎ�ÒÜ�Ï�Ä�ÐÀÄÈÊÀËÎÌ��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Ï�ÄÊÎÐÅÍÅÂÈÌ�ÂÈ�
ÐÀÇÎÌ��ÀÏÐÈÊËÀÄ��Ó�ÇÀÏÈÑ�� b −5 �ÄÂÎ×ËÅÍ�E�w�����Ï�ÄÊÎÐÅÍÅÂÈÌ�
ÂÈÐÀÇÎÌ��§�ÎÇÍÀ×ÅÍÍß�ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÍÎÃÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÊÎÐÅÍß�ÂÈÏËÈÂÀ���
ÙÎ�Ïідкореневий вираз моÆе наÁÓвати тільки невідsємниÕ зна�
чень��²ÀÊ��ÎÁËÀÑÒÞ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ� b −5 ���×ÈÑËÎÂÈÉ�ÏÐÎÌ�ÆÎÊ�
>���+���

¤�Þ�ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß�ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÍÎÃÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÊÎÐÅÍß��Ç�×ÈÑËÀ�
ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÄÎÁÓÂÀÍÍßÌ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÊÎÐÅÍß�

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�Ê�ËÜÊÀ�ÏÐÈÊËÀÄ�Â�
9 3= ,�ÎÑÊ�ËÜÊÈ�3 0O ������2�=���

25

4

5

2
= ,�ÎÑÊ�ËÜÊÈ��

5

2
0O �����

5

2

25

4

2




 = ;

0 0= ,�ÎÑÊ�ËÜÊÈ�0 0O �����02�=�0�

³ÇÀÃÀË���рівніÑть a b=  виконÓєтьÑя за Óмови, що�bO0��і� E2�=�a�
¶ÅÉ� ÂÈÑÍÎÂÎÊ� ÌÎÆÍÀ� ÏÎÄÀÒÈ� Â� �ÍØ�É� ÔÎÐÌ��� для ÁÓдь�якого 

невідsємного чиÑла a ÑÏраведливо, що� a O0� і  a a( ) =
2

.

ÀÏÐÈÊËÀÄ�� 4 0O � �� 4 4
2( ) = , � 2 0O � �� 2 2

2( ) = , � 5 2 0, O � ��

5 2 5 2
2

, , .( ) =
ÀÃÎËÎÑÈÌÎ��ÙÎ�ÄÎ�ÏÎÍßÒÒß�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÊÎÐÅÍß�ÌÈ�ÏÐÈÉØËÈ��

ÐÎÇÂsßÇÓÞ×È�Ð�ÂÍßÍÍß�ÂÈÄÓ�x2�=�D��
ÄÅ�aO0.�ªÎÐÅÍßÌÈ�ÖÜÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�

��×ÈÑËÀ��ÊÎÆÍÅ�Ç�ßÊÈÕ���ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÌ�
ÊÎÐÅÍÅÌ��Ç�×ÈÑËÀ�D�

¯ÎØÓÊ�ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�=�D�
ÏÐÎ�ËÞÑÒÐÓ�ÌÎ��ÐÎÇÂsßÇÀÂØÈ�ÃÐÀÔ�×�
ÍÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�=���

¢� ÎÄÍ�É� ÑÈÑÒÅÌ�� ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ� ÏÎ�
ÁÓÄÓ�ÌÎ� ÃÐÀÔ�ÊÈ� ÔÓÍÊÖ�É� y� =� x2�
��y�=����ÐÈÑ���2�1���²Î×ÊÈ�ÏÅÐÅÒÈÍÓ�
ÖÈÕ� ÃÐÀÔ�Ê�Â� ÌÀÞÒÜ� ÀÁÑÖÈÑÈ� 2� ���
w2��ßÊ������ÊÎÐÅÍßÌÈ�ÇÀÄÀÍÎÃÎ�Ð�Â��
ÍßÍÍß�

0 11 22w2w2

111

x

y

y�=��

rÎÖ. 32.1
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DDDDww
y�=�D�

y�=�D�

y�=�D�

D���0

D�=�0

D�!�0

rÎÖ. 32.2

°�ÂÍßÍÍß�x2�=�D�ÏÐÈ�D���0�ÍÅ�ÌÀ��ÊÎÐÅÍ�Â��ÙÎ�Ï�ÄÒÂÅÐÄÆÓ�ÒÜÑß�
ÃÐÀÔ�×ÍÎ��ÃÐÀÔ�ÊÈ�ÔÓÍÊÖ�É�y�=�x2���y�=�D�ÏÐÈ�D���0�ÑÏ�ËÜÍÈÕ�ÒÎ×ÎÊ�
ÍÅ�ÌÀÞÒÜ��ÐÈÑ���2�2��

¯ÐÈ�D�=�0�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�=�D�ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�x�=�0��ÙÎ�ÒÀÊÎÆ�
Ï�ÄÒÂÅÐÄÆÓ�ÒÜÑß�ÃÐÀÔ�×ÍÎ��ÃÐÀÔ�ÊÈ�ÔÓÍÊÖ�É�y�=�x2���y�=�0�ÌÀÞÒÜ�
Ò�ËÜÊÈ�ÎÄÍÓ�ÑÏ�ËÜÍÓ�ÒÎ×ÊÓ��ÐÈÑ���2�2��

£ÐÀÔ�×ÍÈÉ�ÌÅÒÎÄ�ÒÀÊÎÆ�ÄÀ��ÇÌÎÃÓ�ÇÐÎÁÈÒÈ�ÒÀÊÈÉ�ÂÈÑÍÎÂÎÊ��ßÊÙÎ�
D�!�0��ÒÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�=�D�ÌÀ��ÄÂÀ�ÊÎÐÅÍ���±ÏÐÀÂÄ���ÏÀÐÀÁÎËÀ�y�=�x2�
��ÏÐßÌÀ�y�=�D��ÄÅ�D�!�0��ÌÀÞÒÜ�ÄÂ��ÑÏ�ËÜÍ��ÒÎ×ÊÈ��ÐÈÑ���2�2���¯ÐÈ�

ÖÜÎÌÓ�ÊÎÐÅÍßÌÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�=�D���×ÈÑËÀ� a ���− a.�¤�ÉÑÍÎ�� a a( ) =
2

,�

−( ) =a a
2

.

ÀÏÐÈÊËÀÄ��Ð�ÂÍßÍÍß�x2�=���ÌÀ��ÄÂÀ�ÊÎÐÅÍ��� 5 ���− 5.

П Р И К Л А Д   1  �§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ� −( )8 2
2

.

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� � §ÀÑÒÎÑÓÂÀÂØÈ�ÏÐÀÂÈËÎ�Ï�ÄÍÅÑÅÍÍß�ÄÎÁÓÒÊÓ�ÄÎ�

ÑÒÅÏÅÍß�ÒÀ�ÒÎÒÎÆÍ�ÑÒÜ� a a( ) =
2

,�ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�
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¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��D�=�1�ÀÁÎ�D���0��

1.  Що називають квадратним коренем із числа D?

2.  Що називають арифметичним квадратним коренем із числа D?

3.  Як позначають арифметичний квадратний корінь із числа D?

4.  Як називають знак ??

5.  Як читають запис a ??
6.  Як називають вираз, який стоїть під радикалом?

7.  Яких значень може набувати підкореневий вираз?

0 1

1

x

y
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8.  Як називають дію знаходження арифметичного квадратного кореня 
із числа? 

9.  Чому дорівнює значення виразу a( )2

 для будь-якого невід’ємного 
значення D?

10. Скільки коренів має рівняння x a2 =  при D > 0? Чому вони дорівнюють?

11. Чи має корені рівняння x2 = D при D = 0? при D < 0?

ВПРАВИ
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32.11.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1�� x = 20;� 2�� x = −16;� ��� x − =2
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32.12.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x2�=�2�����2��x2�=�0����������x2�=���������x2�=�w2��

32.13.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
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32.24.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1��
2

3

1

9
2x x− − ;� ���

1

3x +
;� ��� − x ;� 10�� − x ;

2��
1

8 2( )
;

x −
� ��� x xæ − ;� ���

1

x
;� 11�� − −x ;

���
1

3x −
;� ���

1

x xæ −
;� ��� x +1;� 12�� − 1

x
.

32.25.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1��
1

1y −
;��������2��

1

1y +
;����������� y y2 1

4
− + ; ����������� y

y− −
2

4
1.

32.26.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���

1��y x= − 2;� ���y x x= − ;

2��y x= −1 ;� ���y
x

x
=

−

−

4

252 ;

���y x x= − ; � ���y x
x

= − +
−

5
1

2
.

32.27.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���

1��y x= −7 ;� 2��y x
x

= − −
+

2
1

3
.

32.28.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1�� 3 2 4+ + =x ;���2�� 2 3 3+ + =x ;������ 4 10 2− + =x .

32.29.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1�� 17 6 5+ − =x ;� 2�� 1 2 1+ + =x .

32.30.x�·È�ÌÎÆÍÀ� ÑÒÂÅÐÄÆÓÂÀÒÈ��ÙÎ� ÏÐÈ� ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ� ÇÍÀ×ÅÍÍ��x�
ÌÀ��ÇÌ�ÑÒ�ÂÈÐÀÇ�

1�� x x2 4 4− + ;� 2�� x x2 4 5− + ?



§ 6.  КВАДРАТНІ КОРЕНІ.  ДІЙСНІ ЧИСЛА232

32.31.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÍÅ� �ÑÍÓ��ÒÀÊÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�x��ÏÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÌÀ��

ÇÌ�ÑÒ�ÂÈÐÀÇ� − + −x x2 6 12.

32.32.x�¿ÊÈÉ��Ç�ÄÀÍÈÕ�ÂÈÐÀÇ�Â�ÌÀ��ÇÌ�ÑÒ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��x�

1�� x x2 8 15+ + ;� 2�� x x2 10 27− + ?

32.33.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1�� x x= − ;� � ���( ) ;x x− + =1 1 0

2�� x x( ) =
2

;� � ���( ) ;x x+ − =1 1 0

��� x x= − 2;� 10�� x x+ − =3 2 0;

��� x x+ − =1 0;� 11��( ) ;x x2 4 1 0− − =

��� x x− + − − =1 3 0; � 12��( ) ;x x− − −( ) =1 1 0

��� x x x2 1 0− + − = ;� 1���( ) .x x+ − −( ) =1 1 0

��� x x x2 22 4 0+ + − = ;

32.34.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1�� x x+ − = 0;� � ���( ) ;x x− − =2 3 0

2�� x x= − ;� � ���( ) ;x x− +( ) =1 1 0

��� x x( ) =
2

;� � ���( ) ;x x+ −( ) =1 1 0

��� x x+ − = 1;� � ���( ) ;x x2 16 3 0− − =

��� x x x2 22 1 1 0− + + − = ;� 10��( ) .x x+ − −( ) =2 1 0

32.35.x�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�D�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�=�D�+�1�
1��ÌÀ��ÄÂÀ�ÊÎÐÅÍ��
2��ÌÀ��ÎÄÈÍ�ÊÎÐ�ÍÜ�
���ÍÅ�ÌÀ��ÊÎÐÅÍ�Â"

32.36.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
1�� 2 1 2x + > − ;� ��� 2 1 2x + < − ;� ��� x xO − ;

2�� 2 1 0x + P ;� ��� x x> − ; � ��� x xP− .

32.37.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�

1�� x − > −1 1;� 2�� x − −1 1O ; � ��� x x− − −1 1P .

32.38.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���

1��y x= − 2 ;� ���y x x= − −æ ;

2��y x x= − − − +2 4 4 2;� ���y x= −( ) +1 1
2

;

���y x= ( )4

;� ���y x x= ( ) + −( ) +
2 2

2;

���y x x= −æ ;� ���y x x x= −( ) + −( ) + −3 1 1
2 2

.
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32.39.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���

1��y x x= − − −2 1 12 ;� ���y x x= æ ;

2��y x x= ( ) + −
2

3 ;� ���y x x= ( )2

;

���y x= −( ) +
2

1;� ���y x= +( ) −2 1
2

.

32.40.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÏÀÐÈ�×ÈÑÅË��x��y���ßÊ��ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1�� x y− + + =2 3 0;� ��� x y+ + − =4 1 02 ;

2�� 2 1 2 3 0x y x− + − + = ;� ��� x y2 225 16 0− + − = .

��� 4 5 2 6 0x y x y+ − + − + = ;

32.41.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÏÀÐÈ�×ÈÑÅË��x��y���ßÊ��ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1�� x y+ + − =1 3 0;� ��� x y2 4 1 0− + + = .

2�� x y x y− + + − =2 0;

¿�32.42.x�À�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏËÎÙÈÍ��ÏÎÇÍÀ×ÒÅ�ÂÑ��ÒÎ×ÊÈ�Ç�ÊÎÎÐÄÈ�
ÍÀÒÀÌÈ��x��y���ÄËß�ßÊÈÕ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÎ�ÂÈÐÀÇ�

1�� x y+ ;� 2�� x y+ − ;� ��� xy;� ��� x y2 .

32.43.x�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�D���E�ÌÀ��ÇÌ�ÑÒ�ÂÈÐÀÇ�

1�� ab;� 2�� −ab;� ��� ab2 ;� ��� a b2 2 ;� ��� −a b2 ?

32.44.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�

1�� x x( ) ;+ >1 0 � ��� x x( ) ;+1 0P � ���
x

x +
<

1
0;

2�� x x( ) ;+1 0O � ���
x

x +
>

1
0;� ���

x

x +1
0P .

��� x x( ) ;+ <1 0 � ���
x

x +1
0O ;

32.45.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�

1�� x x( ) ;− >1 0 � ��� x x( ) ;−1 0P � ���
x

x −
<

1
0;

2�� x x( ) ;−1 0O � ���
x

x −
>

1
0;� ���

x

x −1
0P .

��� x x( ) ;− <1 0 � ���
x

x −1
0O ;

32.46.xx�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���y x x x= − −( )3 2
2

1( ) .

32.47.xx�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���y x x x x x= +( ) − − −( ) .1 2
2

3 2
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32.48.xx�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÍÅ�ÌÀ��ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��( ) ;x a x− +( ) =1 0 � 2��( ) ?x a x− − +( ) =1 0

32.49.xx�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÍÅ�ÌÀ��ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��
x a

x

−

−
=

1
0;� 2��

x a

x

−

−
=

1
0?

32.50.xx�̄ ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�Ð�ÂÍßÍÍß�( )x a x− −( ) =2 0
ÌÀ��ÄÂÀ�Ð�ÇÍÈÕ�ÊÎÐÅÍ�"

32.51.xx�¯ÐÈ� ßÊÈÕ� ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D� ÌÀ�� �ÄÈÍÈÉ� ÐÎÇÂsßÇÎÊ�
Ð�ÂÍßÍÍß�

1��( ) ;x a x+ −( ) =3 0 � ��� 1 0
1−



 − =

x
x a ?

2�� 1 0
1−



 −( ) =

x
x a ;

32.52.xx�̄ ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�Ð�ÂÍßÍÍß� x x a−( ) − =4 0( ) �
ÌÀ��Ò�ËÜÊÈ�ÎÄÈÍ�ÊÎÐ�ÍÜ"

32.53.xx�¤Ëß�ÊÎÆÍÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÐÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��a x − =1 0;� ��� x a− =2 ;

2�� ( ) ;a x− =1 0 � ���( ) ;x x a− − =1 0

���a x a− =1 ;� ���( ) .2 2 0− − =a x

Чи ростуть у городі радикали? 

³�±ÒÀÐÎÄÀÂÍ�É�£ÐÅÖ���Ä�Þ�ÄÎÁÓÂÀÍÍß�ÊÎÐÅÍß�ÎÒÎÒÎÆÍÞÂÀËÈ�Ç�ÏÎ�
ØÓÊÎÌ�ÑÒÎÐÎÍÈ�ÊÂÀÄÐÀÒÀ�ÇÀ�ÉÎÃÎ�ÏËÎÙÅÞ��À�ÑÀÌ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�
ÍÀÇÈÂÀËÈ��ÑÒÎÐÎÍÎÞ��

³�±ÒÀÐÎÄÀÂÍ�É��ÍÄ���ÑËÎÂÎ��ÌÓËÀ��ÎÇÍÀ×ÀËÎ�
�ÏÎ×ÀÒÎÊ����ÎÑÍÎÂÀ����ÊÎÐ�ÍÜ�ÄÅÐÅÂÀ���¶Å�ÑËÎÂÎ�
ÏÎ×ÀËÈ�ÇÀÑÒÎÑÎÂÓÂÀÒÈ�É�ÄÎ�ÑÒÎÐÎÍÈ�ÊÂÀÄÐÀÒÀ��
ÌÎÆËÈÂÎ��ÂÈÕÎÄß×È�Ç�ÒÀÊÎ��ÀÑÎÖ�ÀÖ����Ç��ÑÒÎÐÎÍÈ�
ÊÂÀÄÐÀÒÀ��ßÊ��Ç�ÊÎÐÅÍß��ÂÈÐÎÑÒÀ��ÑÀÌ�ÊÂÀÄÐÀÒ��
¬ÀÁÓÒÜ��ÒÎÌÓ�Â�ËÀÒÈÍÑÜÊ�É�ÌÎÂ��ÏÎÍßÒÒß��ÑÒÎ�
ÐÎÍÀ��ÒÀ��ÊÎÐ�ÍÜ��ÂÈÐÀÆÀÞÒÜÑß�ÎÄÍÈÌ���ÒÈÌ�
ÑÀÌÈÌ�ÑËÎÂÎÌ�x�UDGLx��¢�Ä�ÖÜÎÃÎ�ÑËÎÂÀ�ÏÎÕÎ�
ÄÈÒÜ�ÒÅÐÌ�Í��ÐÀÄÈÊÀË��

±ËÎÂÎ� UDGLx� ÌÎÆÍÀ� ÒÀÊÎÆ� ÏÅÐÅÊËÀÑÒÈ� ßÊ�
�ÐÅÄÈÑ���ÒÎÁÒÎ�ÊÎÐÅÍÅÏË�Ä�x�×ÀÑÒÈÍÀ�ÐÎÑËÈÍÈ��
ÂÈÄÎÇÌ�ÍÅÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ��ßÊÈÉ�ÌÎÆÅ�ÁÓÒÈ��ÑÒ�ÂÍÈÌ�

Рене Декарт
(1596–1650)
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³�;,,,w;9�ÑÒ���ÂÐÎÏÅÉÑÜÊ��ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ��ÑÊÎÐÎ×ÓÞ×È�ÑËÎÂÎ�UDGLx��
ÏÎÇÍÀ×ÀËÈ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�ÇÍÀÊÀÌÈ�5�� R��52��ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÇÀÏÈÑ�

7 �ÌÀÂ�ÒÀÊÈÉ�ÂÈÃËßÄ��52��

³�;9,�ÑÒ��ÑÒÀËÈ�ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÂÀÒÈ�ÇÍÀÊ� ��¯ÎÕÎÄÆÅÍÍß�ÖÜÎÃÎ�
ÑÈÌÂÎËÓ�� ÌÀÁÓÒÜ�� ÏÎÂsßÇÀÍÎ� Ç� ÂÈÃËßÄÎÌ� ÐÓÊÎÏÈÑÍÎ�� ËÀÒÈÍÑÜÊÎ���
ÁÓÊÂÈ�U�

³�;9,,�ÑÒ��ÂÈÄÀÒÍÈÉ�ÔÐÀÍÖÓÇÜÊÈÉ�ÌÀÒÅÌÀÒÈÊ�°ÅÍÅ�¤ÅÊÀÐÒ��ÏÎ�

�ÄÍÀÂØÈ�ÇÍÀÊ� � Ç� ÃÎÐÈÇÎÍÒÀËÜÍÎÞ�ÐÈÑÊÎÞ��ÎÒÐÈÌÀÂ�ÑÈÌÂÎË� ,�
ßÊÈÉ�ÌÈ�É�ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓ�ÌÎ�ÑÜÎÃÎÄÍ��

Перша задача першої математичної 
олімпіади в Україні 

§ÀÄÀ×À��2�1������ÂÀÐÒÀ�ÓÂÀÃÈ�ÙÅ�É�ÒÎÌÓ��ÙÎ�Â�1����Ð��ÑÀÌÅ����
ÓÌÎÂÎÞ�Â�ÄÊÐÈÂÀÂÑß�ÒÅÊÑÒ�ÏÅÐØÎ��ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎ��ÎË�ÌÏ�ÀÄÈ�Â�³ÊÐÀ�Í���
�Í�Ö�ÀÒÎÐÎÌ�ÖÈÕ�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÈÕ�ÇÌÀÃÀÍÜ�ÁÓÂ�ÂÈÄÀÒÍÈÉ�ÓÊÐÀ�ÍÑÜÊÈÉ�
ÌÀÒÅÌÀÒÈÊ��ÀÊÀÄÅÌ�Ê�¬ÈÕÀÉËÎ�¯ÈËÈÏÎÂÈ×�ªÐÀÂ×ÓÊ1�

¢�ÄÒÎÄ��ÌÈÍÓËÎ�ÏÎÍÀÄ��0�ÐÎÊ�Â����ÇÀ�ÖÅÉ�×ÀÑ�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×Í��ÎË�ÌÏ��
ÀÄÈ�ÑÒÀËÈ�ÄËß�ÁÀÃÀÒÜÎÕ�ÒÀËÀÍÎÂÈÒÈÕ�ØÊÎËßÐ�Â���ØÊÎËßÐÎÊ�ÏÅÐØÈÌ�
ÊÐÎÊÎÌ�ÍÀ�ØËßÕÓ�ÄÎ�ÍÀÓÊÎÂÎ��ÒÂÎÐ×ÎÑÒ���±ÜÎÃÎÄÍ��ÒÀÊ���ÌÅÍÀ��ßÊ�
®��¢��¯ÎÃÎÐ�ËÎÂ��±��£��ªÐÅÉÍ��¬��®��ªÐÀÑÍÎÑÅËÜÑÜÊÈÉ��¢��£��¤Ð�Í�
ÔÅËÜÄ��Â�ÄÎÌ��Â�ÓÑÜÎÌÓ�ÍÀÓÊÎÂÎÌÓ�ÑÂ�Ò���¶��ÂÈÄÀÒÍ��Â×ÅÍ��Â�Ð�ÇÍ��
ÐÎÊÈ�ÁÓËÈ�ÏÅÐÅÌÎÆÖßÌÈ�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÈÕ�ÎË�ÌÏ�ÀÄ�Â�³ÊÐÀ�Í��

�Ç�ÇÀÄÎÂÎËÅÍÍßÌ�ÇÀÇÍÀ×À�ÌÎ��ÙÎ�É�ÇÀÐÀÇ�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×Í��ÎË�ÌÏ�ÀÄÈ�
Â�³ÊÐÀ�Í��ÄÓÆÅ�ÏÎÏÓËßÐÍ���¤ÅÑßÒÊÈ�ÒÈÑß×�ØÊÎËßÐ�Â���ØÊÎËßÐÎÊ�ÍÀ�
ØÎ��ÊÐÀ�ÍÈ�ÍÀ�Ð�ÇÍÈÕ�ÅÒÀÏÀÕ�ÁÅÐÓÒÜ�Ó×ÀÑÒÜ�Ó�ÖÜÎÌÓ�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎÌÓ�
ÇÌÀÃÀÍÍ���¢�ÎÐÃÀÍ�ÇÀÖ���ÒÀ�ÏÐÎÂÅÄÅÍÍ��ÎË�ÌÏ�ÀÄ�ÇÀÄ�ßÍÎ�ÍÀÓÊÎÂÓ�ÒÀ�
ÎÑÂ�ÒßÍÑÜÊÓ�ÑÏ�ËÜÍÎÒÓ��±ÀÌÅ�ÇÀÂÄßÊÈ�ÅÍÒÓÇ�ÀÇÌÓ�ÒÀ�ÏÐÎÔÅÑ�ÎÍÀË�ÇÌÓ�
Ö����ÑÏ�ËÜÍÎÒÈ�ÊÎÌÀÍÄÀ�³ÊÐÀ�ÍÈ�Ã�ÄÍÎ�ÏÐÅÄÑÒÀÂËß��ÍÀØÓ�ÊÐÀ�ÍÓ�ÍÀ�
Ì�ÆÍÀÐÎÄÍÈÕ�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÈÕ�ÎË�ÌÏ�ÀÄÀÕ�

°ÀÄÈÌÎ�É�ÂÀÌ��ËÞÁ��ÂÎÑÜÌÈÊËÀÑÍÈÊÈ�ÒÀ�ÂÎÑÜÌÈÊËÀÑÍÈÖ���ÁÐÀÒÈ�
Ó×ÀÑÒÜ�Ó�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÈÕ�ÎË�ÌÏ�ÀÄÀÕ��

1�À�ÏÅÐØÎÌÓ�ÔÎÐÇÀÖ��Ï�ÄÐÓ×ÍÈÊÀ�ÇÎÁÐÀÆÅÍÎ�ÏÀÌsßÒÍÈÊ�¬��¯��ªÐÀÂ�
×ÓÊÓ��ÓÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÉ�ÍÀ�ÒÅÐÈÒÎÐ���ÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�ÒÅÕÍ�×ÍÎÃÎ�ÓÍ�ÂÅÐÑÈÒÅÒÓ�
³ÊÐÀ�ÍÈ��ªÈ�ÂÑÜÊÈÉ�ÏÎË�ÒÅÕÍ�×ÍÈÉ��ÍÑÒÈÒÓÒ���À�ÁÀÇ��ÖÜÎÃÎ�ÍÀÂ×ÀËÜÍÎÃÎ�
ÇÀÊËÀÄÓ�ÐÀÇ�ÍÀ�ÄÂÀ�ÐÎÊÈ�ÏÐÎÂÎÄßÒÜÑß�¬�ÆÍÀÐÎÄÍ��ÌÀÒÅÌÀÒÈ×Í��ÊÎÍÔÅÐÅÍÖ���
�ÌÅÍ��ÀÊÀÄÅÌ�ÊÀ�¬��¯��ªÐÀÂ×ÓÊÀ�
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 33. Множина дійсних чисел33.

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÌÍÎÆÈÍÓ�� �ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�
ªÎÆÍÅ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�ÌÎÆÍÀ�ÏÎÄÀÒÈ�Ó�ÂÈÃËßÄ��Â�ÄÍÎØÅÍÍß�

m

n
,�ÄÅ�P�x�Ö�ËÅ�×ÈÑËÎ��À�Q�x�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ��ÀÏÐÈÊËÀÄ��5

5

1
= ,�− = −

3
3

1
, �

0 2
1

5
, ,= �0

0

7
= ,�5 3

53

10
, .=
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§�ÎÑÒÀÍÍÜÎ��Ð�ÂÍÎÑÒ��ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�×ÈÑËÎ�P2�ÏÀÐÍÅ�� �ÖÅ�ÎÇÍÀ�
×À���ÙÎ�ÏÀÐÍÈÌ�����×ÈÑËÎ�P��²ÎÄ��P�=�2N��ÄÅ�N�x�ÄÅßÊÅ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�
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ÏÎ×ÀÒÊÓ�Â�ÄË�ÊÓ��ÏÎÑÒÀÂÈÌÎ�Ó�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�×ÈÑËÎ�0��ªÎÆÍ�É�ÒÎ×Ö��
$�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÎ��ÏÐßÌÎ���Â�ÄÌ�ÍÍ�É�Â�Ä�ÒÎ×ÊÈ�2��ÏÎÑÒÀÂÈÌÎ�Ó�Â�ÄÏÎ�
Â�ÄÍ�ÑÒÜ� �ÄÈÍÅ� ×ÈÑËÎ�� ßÊÅ� ÄÎÐ�ÂÍÞ�� ÄÎÂÆÈÍ�� Â�ÄÐ�ÇÊÀ�2$�� ßÊÙÎ�
ÒÎ×ÊÀ�$�ÐÎÇÌ�ÙÅÍÀ�ÏÐÀÂÎÐÓ×�Â�Ä�ÒÎ×ÊÈ�2����×ÈÑËÎ��ÏÐÎÒÈËÅÆÍÅ�ÄÎ�
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²ÀÊÎÆ� ÇÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ� ÊÎÆÍÅ� Ä�ÉÑÍÅ� ×ÈÑËÎ� �� Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÈÌ� �ÄÈÍ�É�
ÒÎ×Ö��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÎ��ÏÐßÌÎ��

ÀÄ�Ä�ÉÑÍÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ�ÌÎÆÍÀ�ÂÈÊÎÍÓÂÀÒÈ�×ÎÒÈÐÈ�ÀÐÈÔÌÅÒÈ×Í��
Ä��� �ÊÐ�Ì�Ä�ËÅÍÍß�ÍÀ�ÍÓËÜ��� Ó� ÐÅÇÓËÜÒÀÒ�� ÎÒÐÈÌÓÂÀÒÈÌÅÌÎ�Ä�ÉÑÍÅ�
×ÈÑËÎ��¶ÈÌ�Ä�ßÌ�ÏÐÈÒÀÌÀÍÍ��ÇÂÈ×Í��ÄËß�ÂÀÑ�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��

D�+�E�=�E�+�D ¯ÅÐÅÑÒÀÂÍÀ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ�ÄÎÄÀÂÀÍÍß

DE�=�ED ¯ÅÐÅÑÒÀÂÍÀ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ�ÌÍÎÆÅÍÍß

�D�+�E��+�F�=�D�+��E�+�F� &ÏÎËÓ×ÍÀ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ�ÄÎÄÀÂÀÍÍß

�DE��F�=�D��EF� &ÏÎËÓ×ÍÀ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ�ÌÍÎÆÅÍÍß

D��E�+�F��=�DE�+�DF
°ÎÇÏÎÄ�ËÜÍÀ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ�ÌÍÎÆÅÍÍß�Â�Ä�
ÍÎÑÍÎ�ÄÎÄÀÂÀÍÍß
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¤�ÉÑÍ��×ÈÑËÀ�ÌÎÆÍÀ�ÏÎÐ�ÂÍÞÂÀÒÈ��ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ÏÐÀÂÈËÀ�ÏÎ�
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ÐÎÇÐßÄÀÕ��ÀÏÐÈÊËÀÄ�������12������������211�����

¡ÓÄÜ�ßÊÅ� ÄÎÄÀÒÍÅ� Ä�ÉÑÍÅ� ×ÈÑËÎ� Á�ËÜØÅ� ÇÀ� ÍÓËÜ� �� ÇÀ� ÁÓÄÜ�ßÊÅ�
Â�Äs�ÌÍÅ�Ä�ÉÑÍÅ�×ÈÑËÎ��¡ÓÄÜ�ßÊÅ�Â�Äs�ÌÍÅ�Ä�ÉÑÍÅ�×ÈÑËÎ�ÌÅÍØÅ�Â�Ä�
ÍÓËß���Ç�ÄÂÎÕ�Â�Äs�ÌÍÈÕ�Ä�ÉÑÍÈÕ�×ÈÑÅË�Á�ËÜØÈÌ���ÒÅ��Ó�ßÊÎÃÎ�ÌÎ�
ÄÓËÜ�ÌÅÍØÈÉ�

¿ÊÙÎ�ÏÎÇÍÀ×ÈÒÈ�ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏÐßÌ�É�ÄÂÀ�Ä�ÉÑÍÈÕ�×ÈÑËÀ��ÒÎ�
ÌÅÍØÅ�Ç�ÍÈÕ�ÁÓÄÅ�ÐÎÇÌ�ÙÅÍÎ�Ë�ÂÎÐÓ×�Â�Ä�Á�ËÜØÎÃÎ�

§ÍÀÕÎÄß×È� ÄÎÂÆÈÍÓ� ÊÎËÀ� ÒÀ� ÏËÎÙÓ� ÊÐÓÃÀ�� ÂÈ� ÊÎÐÈÑÒÓÂÀËÈÑß�
ÍÀÁËÈÆÅÍÈÌ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÌ�×ÈÑËÀ�S��ÍÀÏÐÈÊËÀÄ��S�|���1���� ÍÀËÎÃ�×ÍÎ�
Ï�Ä�×ÀÑ�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�ÏÐÀÊÒÈ×ÍÈÕ�ÇÀÄÀ×��ÄÅ�ÍÅÎÁÕ�ÄÍÎ�ÂÈÊÎÍÀÒÈ�Ä���
Ç�Ä�ÉÑÍÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ��ÇÀ�ÏÎÒÐÅÁÈ�Ö��×ÈÑËÀ�ÇÀÌ�ÍßÞÒÜ��ÕÍ�ÌÈ�ÍÀÁËÈ�
ÆÅÍÈÌÈ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÌÈ��ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÄËß�×ÈÑËÀ� 2 �ÌÎÆÍÀ�ÑÊÎÐÈÑÒÓ�

ÂÀÒÈÑß�ÒÀÊÈÌÈ�ÍÀÁËÈÆÅÍÈÌÈ�Ð�ÂÍÎÑÒßÌÈ�� 2 1 414≈ , �ÀÁÎ� 2 1 415≈ , .�

¯ÅÐØÓ�Ç�ÍÈÕ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÍÀÁËÈÆÅÍÈÌ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÌ�×ÈÑËÀ� 2 �ÇÀ�ÍÅ�
ÑÒÀ×ÅÞ�Ç�ÒÎ×Í�ÑÒÞ�ÄÎ�0�001��ÄÐÓÃÅ�x�ÍÀÁËÈÆÅÍÈÌ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÌ�×ÈÑËÀ�

2 �ÇÀ�ÍÀÄËÈØÊÎÌ�Ç�ÒÎ×Í�ÑÒÞ�ÄÎ�0�001��¤ÎÊËÀÄÍ�ØÅ�ÏÐÎ�ÍÀÁËÈÆÅÍ��
ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈ�Ä�ÇÍÀ�ÒÅÑß�Â���ÊËÀÑ��

À�ÇÀÊ�Í×ÅÍÍß�ÍÀÃÎËÎÑÈÌÎ��ÙÎ�Ç�ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ�ÍÅÂ�Äs�ÌÍÎÃÎ�Ä�É�
ÑÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�ÌÎÆÍÀ�ÄÎÁÓÒÈ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ���Â�ÐÅÇÓËÜÒÀÒ��Ö����Ä���
ÎÒÐÈÌÀÒÈ�Ä�ÉÑÍÅ�×ÈÑËÎ��®ÒÆÅ��Ä�ß�ÄÎÁÓÂÀÍÍß�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÊÎÐÅÍß�
Ç�ÍÅÂ�Äs�ÌÍÎÃÎ�Ä�ÉÑÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�ÍÅ�ÂÈÂÎÄÈÒÜ�ÐÅÇÓËÜÒÀÒ�ÇÀ�ÌÅÆ��ÌÍÎ�
ÆÈÍÈ��.

1.  Які числа утворюють множину раціональних чисел?
2.  У вигляді якого відношення можна подати кожне раціональне число?
3.  Як пов’язані між собою раціональні числа та нескінченні періодичні 

десяткові дроби?
4.  Як називають числа, що не є раціональними?
5.  Об’єднання яких множин утворює множину дійсних чисел?
6.  Якою буквою позначають множину дійсних чисел?
7.  Як взаємозв’язані множини  �, ', � і R?

ВПРАВИ

33.1.q�·È���ÏÐÀÂÈËÜÍÈÌ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß�
1��1∈�; � ���1∈�;� ���0 ∈�;� ���0 ∈�;

2��1∈�;� ���1 ∈�; � ���0 ∉�;� ���− ∈2 3, ;�
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���− ∈2 3, ;� � 11��− ∉3

7
�;� 1��� 9 ∈�;� 1��� 9 ∈�;

10��− ∈3

7
�;� 12�� 7 ∉�;� 1��� 9 ∈�;� 1���

π
3

∈�?

33.2.q�·È���ÏÐÀÂÈËÜÍÈÌ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß�
1��ÁÓÄÜ�ßÊÅ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ���Ö�ËÈÌ�
2��ÁÓÄÜ�ßÊÅ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ���ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌ�
���ÁÓÄÜ�ßÊÅ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ���Ä�ÉÑÍÈÌ�
���ÁÓÄÜ�ßÊÅ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ���Ö�ËÈÌ�
���ÁÓÄÜ�ßÊÅ�Ä�ÉÑÍÅ�×ÈÑËÎ���ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌ�
���ÁÓÄÜ�ßÊÅ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ���Ä�ÉÑÍÈÌ�
���ÁÓÄÜ�ßÊÅ��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ���Ä�ÉÑÍÈÌ�
���ÁÓÄÜ�ßÊÅ�Ä�ÉÑÍÅ�×ÈÑËÎ���ÀÁÎ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌ��ÀÁÎ��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌ"

33.3.q�¿Ê��Ç�ÄÀÍÈÕ�ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÈÕ�ÄÐÎÁ�Â���ÇÀÏÈÑÀÌÈ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�
×ÈÑÅË��À�ßÊ��x��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�
1���0�����
2���0����2��
������2�2��2���2������Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÏsßÒ�ÐÎÊ�Ì�Æ�ÑÓÑ�ÄÍ�ÌÈ�ÄÂ�ÉÊÀÌÈ�

ÏÎÑË�ÄÎÂÍÎ�ÇÁ�ËÜØÓ�ÒÜÑß�ÍÀ�1�"

33.4.q�¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�
1������2������������2����� 2��w2��0����������w2��1�������

33.5.q�¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�
1��0�2����������0�22������ 2��w1������������w1���������

33.6.q�³ÊÀÆ�ÒÜ�ßÊÅ�ÍÅÁÓÄÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�D��ÏÐÈ�ßÊÎÌÓ�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�=�D�
1��ÌÀ��ÄÂÀ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�ÊÎÐÅÍ��
2��ÌÀ��ÄÂÀ��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�ÊÎÐÅÍ��

33.7.q�¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�×ÈÑËÀ�

1��
43

7
�������12�� ���w2����������w2����

2�����2���������2��� ������1����������1���
���S��������1���

33.8.q�¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�×ÈÑËÀ�

1��
1

6
�����0�2����2��

7

9
�����0����������w1�����������w1�������

33.9.q� §ÀÏÈØ�ÒÜ� Ó� ÏÎÐßÄÊÓ� ÑÏÀÄÀÍÍß� ×ÈÑËÀ� ���1���� S�� w1��2�����
w0�0������2��1����

33.10.q�§ÀÏÈØ�ÒÜ�Ó�ÏÎÐßÄÊÓ�ÇÐÎÑÒÀÍÍß�×ÈÑËÀ�1�����1���1�����
π
2

;�1�������

1����2��
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33.11.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÑÓÌÀ��Ð�ÇÍÈÖß��ÄÎÁÓÒÎÊ���×ÀÑÒÊÀ�ÄÂÎÕ�ÐÀÖ�Î�
ÍÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË���ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ�

33.12.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÑÓÌÀ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�ÒÀ��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑÅË�
���ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌ�×ÈÑËÎÌ�

33.13.x�·È���ÏÐÀÂÈËÜÍÈÌ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß��ÙÎ�
1���ÑÓÌÀ�ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ�ÄÂÎÕ��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË����ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌ�

×ÈÑËÎÌ�
2���ÄÎÁÓÒÎÊ�ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ�ÄÂÎÕ��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË����ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜ�

ÍÈÌ�×ÈÑËÎÌ�
����ÄÎÁÓÒÎÊ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�ÒÀ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ�ÐÀ�

Ö�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ����ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌ�×ÈÑËÎÌ"

33.14.x�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�ÑÓÌÀ�É�ÄÎÁÓÒÎÊ�ÄÂÎÕ�×ÈÑÅË�x�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍ��×ÈÑËÀ��
·È�ÎÁÎÂsßÇÊÎÂÎ�ÇÀÄÀÍ��×ÈÑËÀ���ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌÈ"

33.15.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÓÑ��ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍ��×ÈÑËÀ�D���E�ÒÀÊ���ÙÎ�×ÈÑËÎ�a b+ 2 �

��ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌ�

33.16.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÒÀÊ��Ö�Ë��×ÈÑËÀ�D���E��ÙÎ�

1�� 3 2 2
2

−( ) = +a b ;� 2�� 3 2 3
2

−( ) = −a b .

33.17.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�×ÈÑËÎ� 3 ����ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌ�

33.18.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍ�ÑÒÜ�×ÈÑËÀ�0�12��������ÂÈÏÈÑÀÍÎ�ÏÎ�
ÑÏ�ËÜ�ÓÑ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ��

33.19.xx�·È�ÌÎÆÍÀ�ÏÎÄÀÒÈ�×ÈÑËÎ� 2 1+ �Ó�ÂÈÃËßÄ��ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÍÎÃÎ�
ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÊÎÐÅÍß�Ç�ßÊÎÃÎÑÜ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ"

33.20.xx�̄ ÀÐÀ�×ÈÑÅË� 2 1 2− −( ); ���ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�Ð�ÂÍßÍÍß�Dx�+�Ey�+�F�=�0��

ÄÅ�D��E��F�x�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍ��×ÈÑËÀ��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�D�=�E�=�F�

33.21.xx�·ÈÑËÎ�1 2+ ���ÊÎÐÅÍÅÌ�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+�Sx�+�T�=�0��ÄÅ�S���T�x�
ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍ��×ÈÑËÀ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�S���T�

33.22.xx�·ÈÑËÎ� 2 1− ���ÊÎÐÅÍÅÌ�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+�Sx�+�T�=�0��ÄÅ�S���T�x�

ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍ��×ÈÑËÀ��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�×ÈÑËÎ�− −2 1�ÒÀÊÎÆ���ÊÎÐÅÍÅÌ�
ÖÜÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�

33.23.�·ÈÑËÀ�D��E��� a b+ �ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍ���¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ� a ��� b �x�
ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍ��×ÈÑËÀ�

33.24.�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�Ì�Æ�ÁÓÄÜ�ßÊÈÌÈ�ÄÂÎÌÀ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ�
ÇÍÀÉÄÅÒÜÑß�ßÊ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ��ÒÀÊ����ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�

33.25.�·È��ÑÍÓ��ÒÀÊÅ�×ÈÑËÎ�x��ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇ�Â�x + 2���x3 2+ �x�
ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍ��×ÈÑËÀ"
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33.26.�·È��ÑÍÓ��ÒÀÊÅ�×ÈÑËÎ�x��ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇ�Â�

1��x + 3 ���
1

3
x

− ;� 2��x + 3 ���
1

3
x

+

��Ö�ËÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ"

33.27.� ¯ËÎÙÈÍÓ� ÏÎÊÐÈÒÎ� ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÎÞ� ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÞ� Ñ�ÒÊÎÞ��·È�
ÌÎÆÍÀ�×ÅÐÅÇ�ÁÓÄÜ�ßÊÈÉ�ÂÓÇÎË�ÏÐÎÂÅÑÒÈ�ÏÐßÌÓ��ßÊÀ�ÍÅ�ÏÐÎÕÎÄÈÒÜ�
Á�ËÜØÅ�×ÅÐÅÇ�ÆÎÄÍÈÉ��ÍØÈÉ�ÂÓÇÎË�Ñ�ÒÊÈ"

Коли таємне стає явним

£ÐÀÔ�×ÍÅ�ÐÎÇÂsßÇÀÍÍß�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�=�2��ÐÈÑ�����1��ÏÎÊÀÇÓ���ÙÎ�
�ÑÍÓÞÒÜ�Â�ÄÐ�ÇÊÈ��Ó�ÍÀØÎÌÓ�ÂÈÏÀÄÊÓ�ÖÅ�Â�ÄÐ�ÇÊÈ�2$���2%���ÄÎÂÆÈÍÈ�
ßÊÈÕ�ÍÅ�ÂÈÐÀÆÀÞÒÜÑß�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ��
ÒÎÁÒÎ�ÃÊÞ�ÁÇË�ÏÝÁ¿ÌÌÞ�Á�ÃÏ�ÆÉ�Á�Ï¿Õ�ÍÌ¿ÊÛÌÇÔ�
ÖÇÐÄÊ�ÌÄÃÍÐÑ¿ÑÌÛÍ�

¶ÅÉ�ÔÀÊÒ�ÁÓËÎ�Â�ÄÊÐÈÒÎ�Â�ØÊÎË��ÂÅËÈÊÎÃÎ�
ÄÀÂÍÜÎÃÐÅÖÜÊÎÃÎ�Â×ÅÍÎÃÎ�¯�ÔÀÃÎÐÀ�

±ÏÎ×ÀÒÊÓ� Ï�ÔÀÃÎÐ�ÉÖ�� ÂÂÀÆÀËÈ�� ÙÎ� ÄËß�
ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ� Â�ÄÐ�ÇÊ�Â�$%� ��&'� ÇÀÂÆÄÈ�ÌÎÆÍÀ�
ÇÍÀÉÒÈ�ÒÀÊÈÉ�Â�ÄÐ�ÇÎÊ�01��ßÊÈÉ�Ó�ÊÎÆÍÎÌÓ�
Ç� ÍÈÕ� ÂÊËÀÄÀ�ÒÜÑß� Ö�ËÅ� ×ÈÑËÎ� ÐÀÇ�Â�� §Â�ÄÑÈ�
ÂÈÏËÈÂÀËÎ��ÙÎ�Â�ÄÍÎØÅÍÍß�ÄÎÂÆÈÍ�ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ�
ÄÂÎÕ�Â�ÄÐ�ÇÊ�Â�ÂÈÐÀÆÀ�ÒÜÑß�Â�ÄÍÎØÅÍÍßÌ�Ö�ËÈÕ�
×ÈÑÅË��ÒÎÁÒÎ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌ�×ÈÑËÎÌ�

ÀÏÐÈÊËÀÄ�� � ÍÀ� � ÐÈÑÓÍÊÓ� ����� � ÌÀ�ÌÎ��

$%�=��01��&'�=�201���
AB

CD
= 5

2
.�¢�ÄÐ�ÇÎÊ�01�

ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÑÏ�ËÜÍÎÞ�Ì�ÐÎÞ�Â�ÄÐ�ÇÊ�Â�$%���&'�
¿ÊÙÎ�ÄËß�Â�ÄÐ�ÇÊ�Â��ÑÍÓ��ÑÏ�ËÜÍÀ�Ì�ÐÀ��ÒÎ��Õ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÑÏ�ËÜÍÎ�

Ì�ÐÍÈÌÈ��ÀÏÐÈÊËÀÄ��Â�ÄÐ�ÇÊÈ�$%���&'��ÐÈÑ����������ÑÏ�ËÜÍÎÌ�ÐÍÈÌÈ�

0 1

&

%$

'

%

(

&

'
$

)

rÎÖ. 33.3 rÎÖ. 33.�

Піфагор
(бл. 570 ² бл. 500 р.  

до н. е.)
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®ÒÆÅ��ÄÀÂÍÜÎÃÐÅÖÜÊ��Â×ÅÍ��ÂÂÀÆÀËÈ��ÙÎ�ÁÓÄÜ�ßÊ��ÄÂÀ�Â�ÄÐ�ÇÊÈ�
��ÑÏ�ËÜÍÎÌ�ÐÍÈÌÈ�� ��Ç�ÖÜÎÃÎ�ÂÈÏËÈÂÀËÎ��ÙÎ�ÄÎÂÆÈÍÓ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ�
Â�ÄÐ�ÇÊÀ�ÌÎÆÍÀ�ÂÈÐÀÇÈÒÈ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌ�×ÈÑËÎÌ�

±ÏÐÀÂÄ���ÍÅÕÀÉ�ÄÅßÊÈÉ�Â�ÄÐ�ÇÎÊ�$%�ÂÈÁÐÀÍÎ�ÇÀ�ÎÄÈÍÈ×ÍÈÉ��²ÎÄ��
ÄËß�Â�ÄÐ�ÇÊÀ�$%���ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ��ÍØÎÃÎ�Â�ÄÐ�ÇÊÀ�&'��ÑÍÓ��Â�ÄÐ�ÇÎÊ�ÇÀÂ�
ÄÎÂÆÊÈ�H��ßÊÈÉ��� �ÕÍÜÎÞ�ÑÏ�ËÜÍÎÞ�Ì�ÐÎÞ��®ÒÐÈÌÓ�ÌÎ��$%�=�QH��

&'�=�PH��ÄÅ�P���Q�x�ÄÅßÊ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ��§Â�ÄÑÈ�
CD

AB

me

ne

m

n
= = .�

®ÑÊ�ËÜÊÈ�$%�=�1��ÒÎ�CD
m

n
= .

¯ÐÎÒÅ�ÑÀÌ��Æ�Ï�ÔÀÃÎÐ�ÉÖ��ÇÐÎÁÈËÈ�ÂÈÄÀÒÍÅ�Â�ÄÊÐÈÒÒß��¢ÎÍÈ�ÄÎ�
ÂÅËÈ��ÙÎ�Ä�ÀÃÎÍÀËÜ���ÑÒÎÐÎÍÀ�ÊÂÀÄÐÀÒÀ�ÍÅÑÏ�ËÜÍÎÌ�ÐÍ���ÒÎÁÒÎ�ßÊÙÎ�
ÑÒÎÐÎÍÓ�ÊÂÀÄÐÀÒÀ�ÂÇßÒÈ�ÇÀ�ÎÄÈÍÈÖÞ��ÒÎ�ÄÎÂÆÈÍÓ�Ä�ÀÃÎÍÀË��ÊÂÀÄÐÀÒÀ�
ÂÈÐÀÇÈÒÈ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌ�×ÈÑËÎÌ�ÍÅ�ÌÎÆÍÀ�

¤Ëß�ÄÎÂÅÄÅÍÍß�ÐÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÄÎÂ�ËÜÍÈÉ�ÊÂÀÄÐÀÒ�$%&'���Â�ÇÜÌÅÌÎ�
ÉÎÃÎ� ÑÒÎÐÎÍÓ� ÇÀ� ÎÄÈÍÈÖÞ� ÄÎÂÆÈÍÈ�� ²ÎÄ�� ÉÎÃÎ� ÏËÎÙÀ� ÄÎÐ�ÂÍÞ��
$%2�=�1��À�Ä�ÀÃÎÍÀË��$&�ÏÎÁÓÄÓ�ÌÎ�ÊÂÀÄÐÀÒ�$&()��ÐÈÑ���������§ÐÎ�
ÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�ÏËÎÙÀ�ÊÂÀÄÐÀÒÀ�$&()�Ó�2�ÐÀÇÈ�Á�ËÜØÀ�ÇÀ�ÏËÎÙÓ�ÊÂÀ�
ÄÐÀÒÀ�$%&'��§Â�ÄÑÈ�$&2�=�2��ÒÎÁÒÎ� AC = 2.�®ÒÆÅ��ÄÎÂÆÈÍÀ�Ä�ÀÃÎ�
ÍÀË��$&�ÍÅ�ÌÎÆÅ�ÁÓÒÈ�ÂÈÐÀÆÅÍÀ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌ�×ÈÑËÎÌ�

¶Å�Â�ÄÊÐÈÒÒß�ÇÌ�ÍÈËÎ�ÎÄÈÍ��Ç�ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÈÕ�ÏÎÑÒÓËÀÒ�Â�ÄÀÂ�
ÍÜÎÃÐÅÖÜÊÈÕ�Â×ÅÍÈÕ��ßÊÈÉ�ÏÎËßÃÀÂ�Ó�ÒÎÌÓ��ÙÎ�Â�ÄÍÎØÅÍÍß�ÁÓÄÜ�
ßÊÈÕ�ÄÂÎÕ�ÂÅËÈ×ÈÍ�ÂÈÐÀÆÀÞÒÜ�Â�ÄÍÎØÅÍÍßÌ�Ö�ËÈÕ�×ÈÑÅË�

�ÑÍÓ��ËÅÃÅÍÄÀ�ÏÐÎ�ÒÅ��ÙÎ�Ï�ÔÀÃÎÐ�ÉÖ��ÒÐÈÌÀËÈ�Â�ÄÊÐÈÒÒß��ÐÐÀÖ�Î�
ÍÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�Ó�ÍÀÉÑÓÂÎÐ�Ø�É�ÒÀ�ÌÍÈÖ���À�ËÞÄÈÍÓ��ßÊÀ�ÐÎÇÃÎËÎ�
ÑÈËÀ�ÖÅÉ�ÔÀÊÒ��ÏÎÊÀÐÀËÈ�ÁÎÃÈ��ÂÎÍÀ�ÇÀÃÈÍÓËÀ�Ï�Ä�×ÀÑ�ÊÎÐÀÁÅËÜÍÎ��
ÊÀÒÀÑÒÐÎÔÈ�

Про зліченність числових множин

¢È�ÇÍÀ�ÒÅ��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÈ��,�� ���� �ÇË�×ÅÍÍ��
¢ÈÍÈÊÀ��ÏÐÈÐÎÄÍÅ�ÇÀÏÈÒÀÍÍß���·È�ÂÑ��×ÈÑËÎÂ��ÌÍÎÆÈÍÈ���ÇË��

×ÅÍÍÈÌÈ"�
¯ÎÊÀÆÅÌÎ��ÙÎ�� ÍÀÏÐÈÊËÀÄ�� ÌÍÎÆÈÍÀ� ×ÈÑÅË� ÏÐÎÌ�ÆÊÓ� �0�� 1��

��ÍÅÇË�×ÅÍÍÎÞ�
ÅÕÀÉ�Öß�ÌÍÎÆÈÍÀ���ÇË�×ÅÍÍÎÞ��²ÎÄ��ÂÑ��×ÈÑËÀ��Ç�ÖÜÎÃÎ�ÏÐÎÌ�Æ�

ÊÓ�ÌÎÆÍÀ�ÏÐÎÍÓÌÅÐÓÂÀÒÈ�
D1��D2�������DQ�������

ªÎÆÍÅ��Ç�ÖÈÕ�×ÈÑÅË�ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÎÃÎ�
ÄÅÑßÒÊÎÂÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ��ßÊÙÎ�ÄÅÑßÒÊÎÂÈÉ�ÄÐ�Á���ÑÊ�Í×ÅÍÍÈÌ��ÒÎ�ÂÂÀÆÀÒÈ�
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ÌÅÌÎ��ÙÎ�Ç�ÏÅÂÍÎÃÎ�Ì�ÑÖß�ÂÑ��ÖÈÔÐÈ�ÄÅÑßÒÊÎÂÎÃÎ�ÇÀÏÈÑÓ�ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ�
ÍÓËÞ��ÒÀÊÎÃÎ�ÂÈÃËßÄÓ�

0�D1D2D������DQ�
ÄÅ�D1��D2��D����������DQ�x�ÁÓÄÜ�ßÊ��ÖÈÔÐÈ�Â�Ä�0�ÄÎ���

¤ÅßÊ���Ç�ÖÈÕ�×ÈÑÅË�ÌÎÆÓÒÜ�ÌÀÒÈ�ÄÂÀ�ÇÀÏÈÑÈ��ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÄÐÎÁÀÌ�
0��000�������0���������Â�ÄÏÎÂ�ÄÀ��ÎÄÍÅ�É�ÒÅ�ÑÀÌÅ�Ä�ÉÑÍÅ�×ÈÑËÎ��ÖÅÉ��ÍÀ�
ÏÅÐØÈÉ�ÏÎÃËßÄ��ÍÅÑÏÎÄ�ÂÀÍÈÉ�ÔÀÊÒ�ÁÓÄÅ�ÄÎÂÅÄÅÍÎ�Â�ÊÓÐÑ��ÀËÃÅÁÐÈ�
ÑÒÀÐØÈÕ�ÊËÀÑ�Â���¤Ëß�ÓÍÈÊÍÅÍÍß�ÍÅÂÈÇÍÀ×ÅÍÎÑÒ��ÍÅ�ÁÓÄÅÌÎ�ÒÓÒ�ÐÎÇ�
ÃËßÄÀÒÈ�ÏÅÐ�ÎÄÈ×Í��ÄÅÑßÒÊÎÂ��ÄÐÎÁÈ�Ç�ÏÅÐ�ÎÄÎÌ���

§ÀÏÈØÅÌÎ�ÂÑ��×ÈÑËÀ�D1��D2�������DQ������Ó�ÑÒÎÂÏ×ÈÊ��ÀÏÐÈÊËÀÄ��
ÇÀÏÈÑ�ÌÎÆÅ�ÌÀÒÈ�ÒÀÊÈÉ�ÂÈÃËßÄ�

D1�= 0� 7 2 � � � 1 � ���

D2�= 0� 1 1 � � 0 0 0 ���

D��= 0� � � 4 � � 1 � ���

D��= 0� � � � 9 � � � ���

���
³�Ö�É�ÒÀÁËÈÖ��ÂÈÄ�ËÅÍÎ�ÖÈÔÐÈ��ßÊ��ÑÒÎßÒÜ�ÍÀ�Ä�ÀÃÎÍÀË���±ÊÎÍ�

ÑÒÐÓÞ�ÌÎ�ÍÎÂÈÉ�ÄÅÑßÒÊÎÂÈÉ�ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÈÉ�ÄÐ�Á��×ÈÑËÎ�¿��ÇÀ�ÒÀÊÈÌ�
ÏÐÀÂÈËÎÌ��ßÊÙÎ�Ó�×ÈÑËÀ�DQ�ÍÀ��Ä�ÀÃÎÍÀËÜÍÎÌÓ�Ì�ÑÖ����ÍÀ�Q�ÌÓ�Ì�ÑÖ��
Ï�ÑËß�ÊÎÌÈ��ÑÒÎ�ÒÜ�ÖÈÔÐÀ�1��ÒÎ�Ó�×ÈÑËÀ�D�ÍÀ�ÖÜÎÌÓ�Ì�ÑÖ��ÏÎÑÒÀÂÈ�
ÌÎ�ÖÈÔÐÓ�2��Ó�ÐÅØÒ��ÂÈÏÀÄÊ�Â�Ó�×ÈÑËÀ�D�ÍÀ�Q�ÌÓ�Ì�ÑÖ��ÏÎÑÒÀÂÈÌÎ�
ÖÈÔÐÓ�1��²ÀÊ��ÄËß�ÍÀØÎÃÎ�ÏÐÈÊËÀÄÓ�ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�

D�=�0�1211���
®ÑÊ�ËÜÊÈ�Ó�×ÈÑËÀ�D�ÍÀ�Q�ÌÓ�Ì�ÑÖ�� ÑÒÎ�ÒÜ�ÖÈÔÐÀ��Â�ÄÌ�ÍÍÀ�Â�Ä�

Q���ÖÈÔÐÈ�×ÈÑËÀ�DQ��ÒÎ�×ÈÑËÎ�D�ÍÅ�Ì�ÑÒÈÒÜÑß�ÑÅÐÅÄ�ÇÀÏÈÑÀÍÈÕ�×ÈÑÅË��
¯ÐÎÒÅ�D��� �0��1���®ÒÐÈÌÀËÈ�ÑÓÏÅÐÅ×Í�ÑÒÜ��®ÒÆÅ��ÌÍÎÆÈÍÀ�ÒÎ×ÎÊ�
ÏÐÎÌ�ÆÊÓ��0��1����ÍÅÇË�×ÅÍÍÎÞ�

¶Å�ÄÎÂÅÄÅÍÍß�ÁÀÃÀÒÎ�Â�×ÎÌÓ�ÀÍÀËÎÃ�×ÍÅ�ÄÎÂÅÄÅÍÍÞ�ÍÅÇË�×ÅÍÍÎÑÒ��
ÌÍÎÆÈÍÈ�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÎÑÒÅÉ��ÐÎÇÃËßÍÓÒÎÌÓ�Â�Ï�����§ÀÑÒÎÑÎÂÀÍÈÉ�ÌÅÒÎÄ�
ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Ä�ÀÃÎÍÀËÜÍÈÌ�ÌÅÒÎÄÎÌ�ªÀÍÒÎÐÀ�
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«ÅÃÊÎ�ÏÅÐÅÂ�ÐÈÒÈ��ÙÎ� 5 52 = ,� 1 4 1 42, , ,= � 0 02 = .�¬ÎÆÅ�ÇÄÀÒÈÑß��

ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��¿�ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ� a a2 = .�¯ÐÎÒÅ�

ÖÅ�ÍÅ�ÒÀÊ��ÀÏÐÈÊËÀÄ��Ð�ÂÍ�ÑÒÜ� ( )− = −5 52 ���ÍÅÏÐÀÂÈËÜÍÎÞ��ÎÑÊ�ËÜ�
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ÊÈ�w����0��ÀÑÏÐÀÂÄ�� ( ) .− = =5 25 52 �²ÀÊÎÆ�ÌÎÆÍÀ�ÏÅÐÅÊÎÍÀÒÈÑß��

ÙÎ��ÍÀÏÐÈÊËÀÄ�� ( ) ,− =7 72 � ( , ) , .− =2 8 2 82

³ÇÀÃÀË�����ÑÏÐÀÂÅÄËÈÂÎÞ�ÒÀÊÀ�ÒÅÎÐÅÌÀ�

²ÅÎÐÅÌÀ�34.1.  ¤ля ÁÓдь�якого дійÑного чиÑла а виконÓєтьÑя 
рівніÑть

a a2 = .

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��¤Ëß�ÒÎÃÎ�ÙÎÁ�ÄÎÂÅÑÒÈ�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ� a b= ,�ÒÐÅÁÀ�ÏÎÊÀ�

ÇÀÒÈ��ÙÎ�bO0���E2�=�D�

¬À�ÌÎ�� a O0 �ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�D�
²ÀÊÎÆ�Ç�ÎÇÍÀ×ÅÍÍß�ÌÎÄÓËß�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ� a a

2 2= .�

ÀÑÒÓÏÍÀ�ÒÅÎÐÅÌÀ�ÓÇÀÃÀËÜÍÞ��ÄÎÂÅÄÅÍÈÉ�ÔÀÊÒ�

²ÅÎÐÅÌÀ� 34.2� �ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÍÈÉ� ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ� ÊÎÐ�ÍÜ� �Ç�
ÑÒÅÏÅÍß�.�¤ля ÁÓдь�якого дійÑного чиÑла а та ÁÓдь�якого на�
тÓрального чиÑла n виконÓєтьÑя рівніÑть

a an n2 = .

¤ÎÂÅÄÅÍÍß� Ö���� ÒÅÎÐÅÌÈ� ÀÍÀËÎÃ�×ÍÅ� ÄÎÂÅÄÅÍÍÞ� ÒÅÎÐÅÌÈ� ���1��
¯ÐÎÂÅÄ�ÒÜ�ÖÅ�ÄÎÂÅÄÅÍÍß�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ�

²ÅÎÐÅÌÀ�34.3��ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÍÈÉ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�Ç�ÄÎ�
ÁÓÒÊÓ�.�¤ля ÁÓдь�якиÕ дійÑниÕ чиÑел а і E такиÕ, що aO0  і bO0,  
виконÓєтьÑя рівніÑть

ab a b= æ .

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��¬À�ÌÎ�� a O0��� b O0.�²ÎÄ�� a bæ l0.�ªÐ�Ì�ÒÎÃÎ��

a b a b abæ æ( ) = ( ) ( ) =
2 2 2

.�®ÒÆÅ��ÂÈÐÀÇ� a bæ �ÍÀÁÓÂÀ��Ò�ËÜÊÈ�

ÍÅÂ�Äs�ÌÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ����ÉÎÃÎ�ÊÂÀÄÐÀÒ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��DE��
¶Þ� ÒÅÎÐÅÌÓ� ÌÎÆÍÀ� ÓÇÀÃÀËÜÍÈÒÈ� ÄËß� ÄÎÁÓÒÊÓ� ÒÐÜÎÕ� �� Á�ËÜØÅ�

ÌÍÎÆÍÈÊ�Â��ÀÏÐÈÊËÀÄ��ßÊÙÎ�aO0,�bO0���cO0,�ÒÎ

abc ab c ab c a b c= = =( ) .æ æ æ
§ÀÓÂÀÆÈÌÎ��ÙÎ�ÊÎËÈ�a P0���b P0,�ÒÎ�ÒÅÎÐÅÌÀ�ÏÐÎ�ÊÎÐ�ÍÜ�Ç�ÄÎ�

ÁÓÒÊÓ�ÂÈÐÀÆÀ�ÒÜÑß�ÒÀÊÎÞ�Ð�ÂÍ�ÑÒÞ�

ab a b= − −æ .

²ÅÎÐÅÌÀ� 34.4� �ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÍÈÉ� ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ� ÊÎÐ�ÍÜ� �Ç�
ÄÐÎÁÓ�.�¤ля ÁÓдь�якиÕ дійÑниÕ чиÑел а і E такиÕ, що aO0  і E�!�0� 
виконÓєтьÑя рівніÑть

a

b

a

b
= .
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¤ÎÂÅÄÅÍÍß� Ö���� ÒÅÎÐÅÌÈ� ÀÍÀËÎÃ�×ÍÅ� ÄÎÂÅÄÅÍÍÞ� ÒÅÎÐÅÌÈ� ������
¯ÐÎÂÅÄ�ÒÜ�ÖÅ�ÄÎÂÅÄÅÍÍß�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ�

§ÀÓÂÀÆÈÌÎ��ÙÎ�ÊÎËÈ�a P0���E���0��ÒÎ�ÒÅÎÐÅÌÀ�ÏÐÎ�ÊÎÐ�ÍÜ��Ç�ÄÐÎ�
ÁÓ�ÂÈÐÀÆÀ�ÒÜÑß�ÒÀÊÎÞ�Ð�ÂÍ�ÑÒÞ�

a

b

a

b
= −

−  
.

§ÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�Ç�ÄÂÎÕ�ÊÂÀÄÐÀÒ�Â��Ç�ÏËÎÙÀÌÈ�
61���62��ÐÈÑ�����1���Á�ËÜØÓ�ÑÒÎÐÎÍÓ�ÌÀ��ÒÎÉ��
Ó�ßÊÎÃÎ�ÏËÎÙÀ�Á�ËÜØÀ��ÒÎÁÒÎ�ßÊÙÎ�61�!�62��
ÒÎ� S S1 2> .��¶Å��Î×ÅÂÈÄÍÅ��Ì�ÐÊÓÂÀÍÍß��Ï�Ä�

ÒÂÅÐÄÆÓ��ÒÀÊÀ�ÒÅÎÐÅÌÀ�

²ÅÎÐÅÌÀ�34.5. Якщо a b> O0,  то a b> .

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��¯ÐÈÏÓÑÒÈÌÎ��ÙÎ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ��ßÊÀ�ÄÎÂÎÄÈÒÜÑß����ÍÅ�
ÏÐÀÂÈËÜÍÎÞ�� ÒÎÁÒÎ� a bP .� ®ÑÊ�ËÜÊÈ� a > 0� �� b O0,� ÒÎ�� ÂÈÊÎ�

ÐÈÑÒÎÂÓÞ×È� ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ�� ×ÈÑËÎÂÈÕ� ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�� ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ��ÙÎ�

a b( ) ( )2 2

P ,�ÒÎÁÒÎ�a bP ,�ÙÎ�ÑÓÏÅÐÅ×ÈÒÜ�ÓÌÎÂ���

²ÅÎÐÅÌÀ�34.6. Якщо a b> ,  то a�!�E.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��®ÑÊ�ËÜÊÈ� a O0��� b O0,�ÒÎ��ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ÂËÀÑ�

ÒÈÂÎÑÒ��×ÈÑËÎÂÈÕ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ��ÙÎ� a b( ) > ( )2 2

, �ÒÎÁÒÎ�
D�!�E��

П Р И К Л А Д   1  �§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ��

���1�� ( , ) ;−7 3 2 ����2�� 1 24, ;������� 0 81 225, ;æ �������
16

49
.

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �1�� ( , ) , , .− = − =7 3 7 3 7 32

2�� 1 2 1 2 1 444 2, , , .= =

��� 0 81 225 0 81 225 0 9 15 13 5, , , , .æ æ æ= = =

���
16

49
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4

7
= = .�

П Р И К Л А Д   2  �§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ��1�� 18 2æ ;�2��
24

150
.

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �1��§ÀÌ�ÍÈÂØÈ�ÄÎÁÓÒÎÊ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÊÎÐÅÍÅÌ�Ç�ÄÎÁÓÒ�
ÊÓ��ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�� 18 2 18 2 36 6æ æ= = = .
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5
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6
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2
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П Р И К Л А Д   3  �¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�×ÈÑËÀ��1������ 31; �2��3 7 ��� 65.
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2��¬À�ÌÎ�� 9 36 3a a= æ .�®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÇÀ�ÓÌÎÂÎÞ�a P0,�ÒÎ�a3 0P .�

²ÎÄ��
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ÎÒÆÅ��_�y�+�2�_�=�wy�w�2�

��� ( )
( ) , ,

( ) , .
x x

x x

x x
− = − =

−
− <






3 3

3 3

3 3
6 3

3

3

ÿêùî

ÿêùî

O
�

П Р И К Л А Д   5  �¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���y
x

x
x

x

x
x

x
x

=
+ + − + −

+ + + + −

1
2

1
2

1
2

1
2

.

¯ÍÆÁ sÞÆ¿ÌÌÞ� � ¬À�ÌÎ�� y

x

x

x

x

x

x

x

x

=

+
−

−

+
+

−

( ) ( )

( ) ( )
.

1 1

1 1

2 2

2 2
� ®ÒÆÅ�� ÎÁËÀÑÒÞ�

ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÄÀÍÎ��ÔÓÍÊÖ�����ÌÍÎÆÈÍÀ�'��y��=��0��+����
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§Â�ÄÑÈ�y

x

x

x

x
x

x

x

x

=

+
−

−

+
+

−

1 1

1 1
;�y

x x

x x
= + − −

+ + −
1 1

1 1
.

®ÑÊ�ËÜÊÈ�x�!�0��ÒÎ�x�+�1�!�0��ÒÎÄ��y
x x

x x
= + − −

+ + −
1 1

1 1
.

¿ÊÙÎ�0 1< x P ,�ÒÎ�y x
x x

x x
= =+ + −

+ + −
1 1

1 1
.

¿ÊÙÎ�x�!�1��ÒÎ�y
x x

x x x
= =+ − +

+ + −
1 1

1 1

1
.

®ÒÆÅ��ÖÞ�ÔÓÍÊÖ�Þ�ÌÎÆÍÀ�ÇÀÄÀÒÈ�ÒÀÊ�

�y
x x

x
x

=
<

>







, ,

, .

ÿêùî

ÿêùî

0 1

1
1

P

¸ÓÊÀÍÈÉ�ÃÐÀÔ�Ê�ÇÎÁÐÀÆÅÍÎ�ÍÀ�ÐÈÑÓÍÊÓ����2��

П Р И К Л А Д   6  �±ÊÎÐÎÒ�ÒÜ�ÄÐ�Á�
ab b

ab

+
.

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �§�ÓÌÎÂÈ�ÇÀÄÀ×��ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�×ÈÑËÀ�D���E�ÌÀÞÒÜ�
ÎÄÍÀÊÎÂÈÉ�ÇÍÀÊ��°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÄÂÀ�ÂÈÏÀÄÊÈ�

¯ÅÐØÈÉ�ÂÈÏÀÄÎÊ��D�!�0���E�!�0��¬À�ÌÎ�

ab b

ab

a b b b

a b

b a b

a b

a b

a

+ + + += =
( )

=æ æ

æ æ
.

¤ÐÓÃÈÉ�ÂÈÏÀÄÎÊ��D���0���E���0��¬À�ÌÎ�

ab b

ab

a b

a b

b a b

a b

a b

a

b+ − −

− −

− − −

− −

− −

−
= − −( )

= −( )
= −æ

æ æ

2

.

¢ÈÏÀÄÎÊ��ÊÎËÈ�D���0���E���0��ÌÎÆÍÀ�ÐÎÇÃËßÍÓÒÈ��ÍÀÊØÅ��ÅÕÀÉ�
D�=�wx��E�=�wy��ÄÅ�x�!�0��y�!�0��¬À�ÌÎ�

�
ab b

ab

x y

x y

y x y

x y

x y

x

a b

a

y+ − −

−
= − =

−( )
= − = −æ

æ æ
.�

1.  Якому виразу тотожно дорівнює вираз a2 ??
2.  Сформулюйте теорему про арифметичний квадратний корінь із сте пеня.
3.  Сформулюйте теорему про арифметичний квадратний корінь з до бутку.
4.  Сформулюйте теорему про арифметичний квадратний корінь із дробу.
5.  Відомо, що невід’ємні числа D1 і D2 такі, що D1 > D2. Порівняйте значення 

виразів a1  і a2 .

0

1

x

y

1

rÎÖ. 3�.2
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ВПРАВИ

34.1.q�·ÎÌÓ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1�� 0 42, ;� ��� 64 ;� ���5 10 4( ) ;−

2�� ( , ) ;−1 8 2 � ��� ( ) ;−2 10 � ���− −4 1 14( ) ?

34.2.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1�� a2 ,�ßÊÙÎ�D�=������w1����� ���0 1 6, ,c �ßÊÙÎ�F�=�w2����

2�� b4 ,�ßÊÙÎ�E�=�w���1�2�

34.3.q�®Á×ÈÑË�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1�� 16 2500æ ;� ��� 7 22 8æ ;� �� ��� 3 2
1

16

14

25
æ ;

2�� 400 1 44æ , ;� ��� 0 01 0 81 2500, , ;æ æ � ���
169

36 81æ
;

��� 0 09 0 04, , ;æ � ���
49

256
;� �� ���

121 256

25 100

æ

æ
.

34.4.q�·ÎÌÓ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1�� 16 0 25æ , ;� ��� 2 25 0 04 1600, , ;æ æ

2�� 0 36 1 21, , ;æ � ��� 13
4

9
;

��� 5 32 6æ ; � ��� 1
7

9

4

25
æ ?

34.5.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1�� 12 3æ ;� ��� 200 0 18æ , ;� ���
2

11

1

11
8æ æ ;

2�� 18 50æ ;� ��� 13 2 26æ æ ;� ��� 2 3 2 33 5 3æ æ æ .

��� 0 009 1000, ;æ � ��� 2 4 1
2

3
, ;æ

34.6.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1�� 27 3æ ; � ��� 10 12 1æ , ;� ��� 1 2 8
3

7
æ , ;

2�� 18 2æ ;� ��� 0 5 50, ;æ � ��� 5 2 5 23 3 3æ æ æ .
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34.7.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�×ÀÑÒÊÈ�

1��
75

3
;� ���

3 2

0 2

,

,
;� ���

6 3

2

æ
;

2��
3

48
;� ���

72

50
;� ���

5

3 15æ
.

34.8.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1��
48

3
;� 2��

6 3

0 7

,

,
;� ���

98

242
;� ���

6 2

3

æ
.

34.9.q�¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�×ÈÑËÀ�

1��
17

4
�����2�� ���

6

7
�����1�� ���3 2 �����2 3;

2�������� 26;� ���w������− 48;� ��� 41 �����2 10.

34.10.q�¯ÎÐ�ÂÍßÉÒÅ�×ÈÑËÀ�
1�� 33 �������� ��� 30 �����2 7;

2��3 5 ����� 42;� ���7
1

7
�����

1

2
20.

34.11.q�§ÀÏÈØ�ÒÜ�Ó�ÏÎÐßÄÊÓ�ÑÏÀÄÀÍÍß�×ÈÑËÀ���� 62;������ 65;���2�

34.12.q�§ÀÏÈØ�ÒÜ�Ó�ÏÎÐßÄÊÓ�ÇÐÎÑÒÀÍÍß�×ÈÑËÀ� 38;���1����� 35;�����

34.13.q�¬�Æ�ßÊÈÌÈ�ÄÂÎÌÀ�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÈÌÈ�Ö�ËÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ�Ì�ÑÒÈÒÜÑß�
ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏÐßÌ�É�×ÈÑËÎ�
1�� 2;� ��� 5;� ��� 13;� ���− 10;

2�� 3;� ��� 7;� ��� 0 98, ;� ���− 115?

34.14.q�¬�Æ�ßÊÈÌÈ�ÄÂÎÌÀ�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÈÌÈ�Ö�ËÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ�Ì�ÑÒÈÒÜÑß�
ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏÐßÌ�É�×ÈÑËÎ�
1�� 6;� 2�� 19;� ��� 29;� ���− 30 5, ?

34.15.q�³ÊÀÆ�ÒÜ�ÓÑ��Ö�Ë��×ÈÑËÀ��ÐÎÇÒÀØÎÂÀÍ��ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏÐßÌ�É�
Ì�Æ�×ÈÑËÀÌÈ�
1�������� 68;� 2�� 7 ����� 77;� ���− 31 ���w2���� ���− 42 ���2���

34.16.q�³ÊÀÆ�ÒÜ�ÓÑ��Ö�Ë��×ÈÑËÀ��ÐÎÇÒÀØÎÂÀÍ��ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏÐßÌ�É�
Ì�Æ�×ÈÑËÀÌÈ�
1�� 3 ����� 13;� 2�� 10 ����� 90;� ���− 145 �����− 47.

34.17.q�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�D�ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�
1�� a a2 = ;� 2�� a a2 = − ?

34.18.q�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÇÌ�ÍÍÈÕ�ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�
1�� ab a b= æ ;� 2�� ab a b= − −æ ;� ��� − = −ab a bæ ?
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34.19.q� §ÍÀÉÄ�ÒÜ� ÇÍÀ×ÅÍÍß� ÂÈÐÀÇÓ�� ÏÎÄÀÂØÈ�ÏÎÏÅÐÅÄÍÜÎ� Ï�ÄÊÎÐÅ�
ÍÅÂÈÉ�ÂÈÐÀÇ�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÄÎÁÓÒÊÓ�ÊÂÀÄÐÀÒ�Â�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�

1�� 18 32æ ;� ��� 75 48æ ;� ��� 2 7 1 2, , ;æ

2�� 8 98æ ;� ��� 288 50æ ;� ��� 80 45æ ;

��� 3 6 14 4, , ;æ � ��� 4 5 72, ;æ � ��� 33 297æ .

34.20.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1�� 18 200æ ;� ��� 14 4 0 9, , ;æ � ��� 12 5 32, ;æ

2�� 3 6 0 4, , ;æ � ��� 13 52æ ;� ��� 108 27æ .

¿�34.21.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1�� 41 402 2− ;� 2�� 21 8 18 22 2, , ;− � ���
139 86

98 5 45 5

2 2

2 2

−
−, ,

.

34.22.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1�� 6 8 3 22 2, , ;− � 2�� 98 5 97 52 2, , ;− � ���
98

228 1642 2−
.

34.23.q�§ÀÌ�Í�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�ÒÎÒÎÆÍÎ�Ð�ÂÍÈÌ��ßÊÈÉ�ÍÅ�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÇÍÀÊÀ�ÊÎÐÅÍß�

1�� b2 ;� 2��−0 4 2, ;c � ������ a6 ;� ��� m8 .

34.24.q� §ÀÌ�Í�ÒÜ� ÂÈÐÀÇ� ÒÎÒÎÆÍÎ� Ð�ÂÍÈÌ�� ßÊÈÉ� ÍÅ� Ì�ÑÒÈÒÜ� ÇÍÀÊÀ�
ÊÎÐÅÍß�

1��1 2 2, ;x � 2�� y4 ;� ��� n10 .

34.25.x�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1�� 1 2
2

−( ) ;� ��� 2 5 3
2

−( ) ;

2�� 6 7
2

−( ) ;� ��� 3 2 3 3
2 2

−( ) + −( ) .

34.26.x�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1�� 5 4
2

−( ) ;� ��� 8 3 2 3
2 2

−( ) − −( ) ;

2�� 10 11
2

−( ) ; � ��� 2 6 6 1
2 2

−( ) − −( ) .

34.27.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß� x6 =�wx�

34.28.x�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1�� m2 ,�ßÊÙÎ�P�!�0�� ��� c12 ;�

2�� n2 ,�ßÊÙÎ�Q���0�� ��� 0 25 14, ,b �ßÊÙÎ�b P0;�

��� 16 2p ,�ßÊÙÎ� pO0;� ��� 81 4 2x y ,�ßÊÙÎ�yO0;�

��� 0 36 2, ,k �ßÊÙÎ�kP0;� ��� 0 01 6 10, ,a b �ßÊÙÎ�a P0,�bO0;
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  9) −1 2 64 18, ,x x  якщо x m0;   

10) 
a b c

a b c

12 22 36

4 8 10 , якщо b < 0;   

11) 
3 3

121

4

3

24

26

,
,

a

b

b

a
 якщо a < 0;   

12) −0 5 1 965 6 8, , ,m m n  якщо m m0.    

34.29.• Спростіть вираз:

1)  9 16a ;

2)  0 81 6, ,d  якщо dl0;

3) −5 4 2x , якщо x m0;

4) −0 1 100 10, ,z  якщо zl0;

5)  p q6 8 , якщо  pl0;

6)  25 34 38m n , якщо m m0, n m0;

7) ab a b c2 4 18 22 , якщо bl0, cm0;

8) − 8 625

144

3 4

2

30 40

6

m p

k

k p

m
, якщо m < 0, k > 0.

34.30.• Спростіть вираз:

1)  ( ) ;a − 4 2

2)  ( ) ,b −15 2  якщо bl15;

3)  ( ) ,c +1 2  якщо cm−1;

4)  ( ) ,
( )

12
400

12 2−
−

m
m

 якщо m > 12;

5) 
n n

n

n

n

2 4

2

6 9

3

3

3

− +
+

+
−

( )

( )
, якщо n > 3;

6) 
p

p

p p

p

2

2

2

2

1

2

4 4

1

−
+

+ +
+( ) ( )

, якщо p < –2.

34.31.• Спростіть вираз:

1)  ( ) ,a b− 2  якщо b al ;

2)  c c2 6 9+ + , якщо cl − 3;

3) 
( )

.
m

m m

−
− +

5

10 25

4

2
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34.32.x�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�D�ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�

1�� a a2 = ;� � ��� ( ) ( ) ;a a+ = +3 36 3

2�� a a4 2= ;� � ��� ( ) ( ) ;1 14 2− = −a a

��� a a6 3= ;� � ��� a a a− − = −3 3 3æ ;

��� a a8 4= ;� 10�� a a a a( ) ;− = −1 1æ

��� a a6 3= − ;� 11�� a a a a( ) ;− = − −1 1æ

��� ( ) ;a a− = −2 22 � 12��
a

a

a

a

−

−

−
−

=1

2

1

2
?

34.33.x�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�D�ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�

1�� a a10 5= ;� ��� ( ) ( ) ;1 110 5− = −a a

2�� a a10 5= − ;� ��� a a a4 2 22 1 1+ + = + ;

��� a a2
2

= ( ) ;� ��� ( ) ( ) ;a a a a− − = − −2 3 2 3æ

��� a a2
2

= −( ) ;� ��� a a a a( ) ?+ = +1 1æ

��� ( ) ;a a+ = − −1 12

34.34.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���

1��y x x= −2 , �ßÊÙÎ�x P0;� ���y
x

x
= +

2

2
3;

2��y x x= +2 2 ;� ���y x x= + +( ) .3 2

34.35.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���

1��y x x= +2 ,�ßÊÙÎ�xO0;� ���y x x= − −( ) ;2 2

2��y x= −( ) ;3 2 � ���y x x= + − −( ) .4 42

34.36.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1�� x x2 4= − ;� ���2 32x x= + ;

2�� x x2 6= − ;� ��� x x x2 4 4 2 5− + = − .

34.37.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1�� x x2 6 10= − ;� ��� 4 4 1 12x x x− + = + ;

2�� x x2 8= + ; � ��� 9 6 2 12− + = −x x x .

34.38.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�

1�� x x2 6 9 2+ + < ;� 2�� x x2 2 1 3− + O .

34.39.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�

1�� 9 6 1 12x x+ + P ;� 2�� x x2 10 25 4− + > .
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34.40.xx�§ÎÁÐÀÇ�ÒÜ�ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏËÎÙÈÍ��ÌÍÎÆÈÍÓ�ÒÎ×ÎÊ��x��y���
ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�ßÊÈÕ�ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1�� xy x y= æ ;� ��� xy x y= − æ ;

2�� xy x y= − −æ ;� ��� xy x y= −æ .

34.41.xx�±ÊÎÐÎÒ�ÒÜ�ÄÐ�Á�

1��
a ab

b ab

+

+
,�D�≠�0�� 2��

b ab

b

+

−
,� ���

a b ab

a b

+ +

− + −

2
.

34.42.xx�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1�� a a a a2 22 1 4 12 9− + + − + ,�ßÊÙÎ�a P
3

2
;

2�� b b b b2 29 17 2 1+ + − + + ,�ßÊÙÎ�bO −1;

��� b b b b2 4 24 9 6 1+ + + + .

34.43.xx�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1�� a a a a2 211 26 1 2− + + − + ,�ßÊÙÎ�D�!�1�

2�� 7 6 4 4 12 4 2b b b b+ + + + .

 35. Тотожні перетворення виразів,
які містять квадратні корені

35.

ªÎÐÈÑÒÓÞ×ÈÑÜ�ÒÅÎÐÅÌÎÞ�ÏÐÎ�ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÍÈÉ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�
Ç�ÄÎÁÓÒÊÓ��ÏÅÐÅÒÂÎÐÈÌÎ�ÂÈÐÀÇ� 48.�¬À�ÌÎ�

48 16 3 16 3 4 3= = =æ æ .

¢ÈÐÀÇ� 48 �ÌÈ�ÏÎÄÀËÈ�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÄÎÁÓÒÊÓ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ���

ÒÀ��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ� 3.�²ÀÊÅ�ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�вине�
Ñенням мноÆника з�Ïід знака кореня�� ³� ÄÀÍÎÌÓ� ÂÈÏÀÄÊÓ� ÁÓËÎ�
ÂÈÍÅÑÅÍÎ�Ç�Ï�Ä�ÇÍÀÊÀ�ÊÎÐÅÍß�ÌÍÎÆÍÈÊ���

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÂÈÊÎÍÀÍÅ�ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß�Ó�ÇÂÎÐÎÒÍÎÌÓ�ÏÎÐßÄÊÓ�

4 3 16 3 16 3 48= = =æ æ .

²ÀÊÅ�ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�внеÑенням мноÆника Ïід знак 
кореня��³�ÄÀÍÎÌÓ�ÂÈÏÀÄÊÓ�ÁÓËÎ�ÂÍÅÑÅÍÎ�Ï�Ä�ÇÍÀÊ�ÊÎÐÅÍß�ÌÍÎÆÍÈÊ���

П Р И К Л А Д   1  �¢ÈÍÅÑ�ÒÜ�ÌÍÎÆÍÈÊ�Ç�Ï�Ä�ÇÍÀÊÀ�ÊÎÐÅÍß��
1�� 72 8a ;���2�� b35 ;������ −b35 ;������ a b2 3 ,�ßÊÙÎ�D���0������ a b6 .

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �1�� 72 36 2 6 28 8 4a a a= =æ .
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2��®ÑÊ�ËÜÊÈ�Ï�ÄÊÎÐÅÍÅÂÈÉ�ÂÈÐÀÇ�ÌÀ��ÁÓÒÈ�ÍÅÂ�Äs�ÌÍÈÌ��ÒÎ�Ç�ÓÌÎ�
ÂÈ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�bO0.�²ÎÄ�

b b b b b b b35 34 17 17= = = .

���§�ÓÌÎÂÈ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�b P0.�²ÎÄ�

− = − = − = − −b b b b b b b35 34 17 17æ ( ) .

���§�ÓÌÎÂÈ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�D2�!�0��®ÑÊ�ËÜÊÈ�Ï�ÄÊÎÐÅÍÅÂÈÉ�ÂÈÐÀÇ�
ÌÀ��ÁÓÒÈ�ÍÅÂ�Äs�ÌÍÈÌ��ÒÎ�ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ��ÙÎ�E�O�0��²ÎÄ�

a b a b b a b b ab b2 3 2 2= = = −æ .�

���§ÀÓÂÀÆÈÌÎ��ÙÎ�ÊÎËÈ�D�=�0��ÒÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÄÀÍÎÃÎ�ÂÈÐÀÇÓ�ÄÎÐ�Â�
ÍÞ��0��¿ÊÙÎ�D�≠�0��ÒÎ�Ç�ÓÌÎÂÈ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�E�O�0��¬À�ÌÎ�

a b a b6 3= �ÏÐÈ�D�!�0�

a b a b6 3= − �ÏÐÈ�D���0�

a b6 0= �ÏÐÈ�D�=�0��

П Р И К Л А Д   2  �¢ÍÅÑ�ÒÜ�ÌÍÎÆÍÈÊ�Ï�Ä�ÇÍÀÊ�ÊÎÐÅÍß��

1��−2 7;����2��a 7;�������3
3

b
b− ;�������c c7 .

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �1��− = − = −2 7 4 7 28æ .

2��¿ÊÙÎ� � aO0,� � ÒÎ� � a a a7 7 72 2= =æ ;� � ßÊÙÎ�D���0�� � ÒÎ�

a a a7 7 72 2= − = −æ .

���§�ÓÌÎÂÈ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�b P0.�²ÎÄ��

3 9
3 3

2b b
b b− = − − =æ �− −



 = −9 32 3

3
b b

b
æ .

���§�ÓÌÎÂÈ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�cO0.�²ÎÄ��c c c c c7 2 7 9= =æ .�

П Р И К Л А Д   3  �±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ��

1�� 54 24 600a a a+ − ;�����2�� 7 3 2 10 5 10 5
2

−( ) − +( ) −( ).
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ
1��¬À�ÌÎ�� 54 24 600 9 6 4 6 100 6a a a a a a+ − = + − =æ æ æ

= + − = + − = − = −3 6 2 6 10 6 6 3 2 10 6 5 5 6a a a a a a( ) ( ) .æ
2��§ÀÑÒÎÑÎÂÓÞ×È�ÔÎÐÌÓËÈ�ÑÊÎÐÎ×ÅÍÎÃÎ�ÌÍÎÆÅÍÍß��ÊÂÀÄÐÀÒ�ÄÂÎ�

×ËÅÍÀ�É�ÄÎÁÓÒÎÊ�Ð�ÇÍÈÖ��ÒÀ�ÑÓÌÈ�ÄÂÎÕ�ÂÈÐÀÇ�Â���ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�

7 3 2 10 5 10 5 7 2 7 3 2 3 2
2

2
2

−( ) − +( ) −( ) = − + ( ) −æ æ

− ( ) − ( )( ) = − + − − = −10 5 49 42 2 18 10 5 62 42 2
2 2

( ) . �



35.  Тотожні перетворення виразів, які містять квадратні корені 257

П Р И К Л А Д   4  �°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÂÈÐÀÇ��1��D2�w�2��2��E�w����
ßÊÙÎ�bO0;�����F�w6 5 5c + ;����a a+ ;���� 3 6+ .

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �1��¯ÎÄÀÂØÈ�ÄÀÍÈÉ�ÂÈÐÀÇ�Ó�ÂÈÃËßÄ��Ð�ÇÍÈÖ��ÊÂÀ�
ÄÐÀÒ�Â��ÌÀ�ÌÎ�

a a a a2 2
2

2 2 2 2− = − ( ) = −( ) +( ).
2��®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÇÀ�ÓÌÎÂÎÞ�bO0,�ÒÎ�b b b b− = ( ) − = −( ) +( )4 4 2 2

2

.

���§ÀÑÒÎÑÓ�ÌÎ�ÔÎÐÌÓËÓ�ÊÂÀÄÐÀÒÀ�Ð�ÇÍÈÖ��

9 6 5 5 3 2 3 5 5 3 5
2 2 2

c c c c c− + = ( ) − + ( ) = −( )æ æ .

���¬À�ÌÎ��a a a a a a+ = ( ) + = +( )2

1 .

��� 3 6 3 2 3 3 1 2 3
2

+ = + ( ) = +( )æ .�

П Р И К Л А Д   5  �±ÊÎÐÎÒ�ÒÜ�ÄÐ�Á��1��
b

b

−

+

1

1
;�2��

2 3 2

2

−
.�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �1��°ÎÇÊËÀÂØÈ�×ÈÑÅËÜÍÈÊ�ÄÀÍÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ�ÍÀ�ÌÍÎÆ�
ÍÈÊÈ��ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�

b

b

b

b

b b

b
b

−

+

−

+

− +

+
=

( )
=

( ) ( )
= −1

1

1

1

1 1

1

2

1.

2��
2 3 2

2

2 3 2

2

2 2 3

2

2

2 3
− − −=

( )
=

( )
= − .�

§Â�ËÜÍÈÒÈÑß�Â�Ä��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÑÒ��Â�ÇÍÀÌÅÍÍÈÊÓ�ÄÐÎÁÓ�ÎÇÍÀ×À��ÏÅÐÅ�
ÒÂÎÐÈÒÈ�ÄÐ�Á�ÒÀÊ��ÙÎÁ�ÉÎÃÎ�ÇÍÀÌÅÍÍÈÊ�ÍÅ�Ì�ÑÒÈÂ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÊÎÐÅÍß�

П Р И К Л А Д   6  �§Â�ËÜÍ�ÒÜÑß�Â�Ä��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÑÒ��Â�ÇÍÀÌÅÍÍÈÊÓ�ÄÐÎ�

ÁÓ��1��
15

2 3
;�2��

14

5 2 1−
.

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �1��¯ÎÌÍÎÆÈÂØÈ�×ÈÑÅËÜÍÈÊ���ÇÍÀÌÅÍÍÈÊ�ÄÀÍÎÃÎ�
ÄÐÎÁÓ�ÍÀ� 3��ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�

15

2 3

15 3

2 3 3

15 3

2 3

15 3

2 3

5 3

22= =
( )

= =
æ æ

.

2��¯ÎÌÍÎÆÈÂØÈ�×ÈÑÅËÜÍÈÊ���ÇÍÀÌÅÍÍÈÊ�ÄÀÍÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ�ÍÀ�ÂÈÐÀÇ�
5 2 1+ ,�ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�

14

5 2 1

14 5 2 1

5 2 1 5 2 1

14 5 2 1

5 2 1

14 5 2 1

50 12−

+

− +

+

−

+
−

=
( )

( ) ( ) =
( )

( )
=

( )
=

=
( )

=
( )

=+ + +14 5 2 1

49

2 5 2 1

7

10 2 2

7
.�
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П Р И К Л А Д   7  �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ�ÒÎÒÎÆÍ�ÑÒÜ

a

a b

b

a b

ab

b a

ab b

a b
a a b

+ − −
+

+
+ −







−






= +2

æ .

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��
a

a b

b

a b

ab

b a

ab b

a b
a

+ − −
+

+
+ −







−






=2
æ

=
( ) ( )

( ) ( ) −
( )





=− + + +

+ −

+

+

a a b b a b ab

a b a b

b a b

a b
a

2
æ

= −( ) =
( ) ( )

=− + + +
−

+ + −
−

a ab ab b ab

a b

a ab b a b

a b
a b

2 2
æ

=
( ) ( )
( ) ( ) = ++ −

+ −
a b a b

a b a b
a b

2

.�

П Р И К Л А Д   8  �±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ��1�� 12 6 3+ ;�2�� 2 3− .

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �1��¯ÎÄÀÂØÈ�Ï�ÄÊÎÐÅÍÅÂÈÉ�ÂÈÐÀÇ�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÊÂÀ�
ÄÐÀÒÀ�ÑÓÌÈ��ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�

12 6 3 9 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3
2 2

+ = + + ( ) = +( ) = + = +æ .

2�� 2 3
4 2 3

2

1 2 3 3

2

1 3

2

1 3

2

3 1

2

2

− = = =
( )

= =− − + − − −
.�

П Р И К Л А Д   9  �±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�
2 2 4

4 2

2

2

b b

b b

+ −

− + +
,�ßÊÙÎ�bO2.

¯ Í Æ Á sÞ Æ ¿ Ì Ì Þ�� ®ÑÊ�ËÜÊÈ� bO2, � ÒÎ� b b b2 4 2 2− = − +æ ,�

b b+ = +( )2 2
2

,�b b− = −( )2 2
2

.�¬À�ÌÎ�

2 2 4

4 2

2 2 4 2

2 2 2

2

2

2

2

b b

b b

b b b

b b b

+ −

− + +

− + − + +

− + + +
=

( )
=

( ) ( )

=
( ) ( )

( )
=

( )− + − + + +

− ⋅ + + +

− + +

+ − + +

b b b b

b b b

b b

b b b

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

2

2
æ

(( ) =

= ( ) =− + +

+ − + + +

b b

b b b b

2 2

2 2 2

1

2
.�
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ВПРАВИ

35.1.q�¢ÈÍÅÑ�ÒÜ�ÌÍÎÆÍÈÊ�Ç�Ï�Ä�ÇÍÀÊÀ�ÊÎÐÅÍß�
1�� 32;� ��� 490;� ��� 275;� ��� 0 48, ;

2�� 54;� ��� 500;� ��� 0 72, ;� ��� 450.

35.2.q�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1��
2

3
45;���2��

1

2
128;������

1

10
200;������−0 05 4400, .

35.3.q�¢ÈÍÅÑ�ÒÜ�ÌÍÎÆÍÈÊ�Ç�Ï�Ä�ÇÍÀÊÀ�ÊÎÐÅÍß�

1�� 27;� ���
1

8
96;� ���

3

7
98;

2�� 20;� ���−2 0 18, ;� ���10 0 03, ;

��� 125;� ���
4

9
63;� ���0 7 1000, .

35.4.q�¢ÍÅÑ�ÒÜ�ÌÍÎÆÍÈÊ�Ï�Ä�ÇÍÀÊ�ÊÎÐÅÍß�

1��7 2;� ���6 a;� ���
1

8
128a;� ���3

1

3
;

2��−2 17;� ���− 2

3
54;� ���−0 3 10, ;b � ���

2

9

27

28
.

35.5.q�¢ÍÅÑ�ÒÜ�ÌÍÎÆÍÈÊ�Ï�Ä�ÇÍÀÊ�ÊÎÐÅÍß�

1��−11 3;� 2��12 b;� ���−7 3c;� ���− 1

3
18p.

35.6.q�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�
1��4 3 5a a a+ − ;� ��� 5 7 5 4 5+ − .

2��5 3 3c d c d+ − + ;

35.7.q�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�
1�� c c c+ −10 14 ;� 2��9 6 2 3 8 3 3 6− + − .

35.8.q�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1�� 9 25 49a a a+ − ;� 2��2 0 04 0 3 16 0 81
1

3
, , , .c c c− +

35.9.q�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1��2 4 6 16 625x x x+ − ; �����2��3 0 09 0 6 144
18

11

121

36
, , .y y y− +

35.10.q�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�
1��8 2 32− ;� ���2 500 8 5− ;

2��6 3 27− ;� ���2 20 45 0 6 125
1

3
− − , .
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35.11.q�°ÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌ�×È��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌ���ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1�� 48 6 4 3− − ;� 2�� 162 9 2 27− + ?

35.12.q�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�
1�� 75 6 3− ;� ���3 72 4 2 2 98− + ;

2��2 50 8 2− ;� ���
1

3

2

9
108 363 243+ − .

35.13.q�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�
1�� 2 50 8+( );� ��� 3 5 4 3 5−( )æ ;

2�� 3 12 3−( )æ ;� ���2 2 3 18 2 32
1

4
− +



 .

35.14.q�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�
1�� 7 7 28−( ); � ��� 4 3 75 4 3 3− +( )æ ;

2�� 18 72 2+( )æ ;� ��� 600 6 24 6+ −( )æ .

35.15.q�¢ÈÊÎÍÀÉÒÅ�ÌÍÎÆÅÍÍß�
1�� 2 5 2 2 5+( ) −( );� ��� 4 2 2 3 2 3 4 2−( ) +( );
2�� a b a b+( ) −( );� ��� 6 2

2

+( ) ;

��� b c b c−( ) +( );� ��� a b−( )2

;

��� 4 3 4 3+( ) −( );� ��� 2 3 3
2

−( ) .

35.16.q�¢ÈÊÎÍÀÉÒÅ�ÌÍÎÆÅÍÍß�
1�� 4 2 3 2 2 5 3−( ) +( );� ��� 19 17 19 17+( ) −( );
2�� p q p q−( ) +( );� ��� m n+( )2

;

��� 5 5−( ) +( )x x ;� ��� 3 2 15
2

−( ) .

¿�35.17.q�·ÎÌÓ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1�� 2 7 4 7

2

+( ) − ;� 2�� 6 3 6 2
2

−( ) + ?

¿�35.18.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1�� 3 5 6 5

2

+( ) − ;� 2�� 12 2 2 8 6
2

−( ) + .

35.19.q�§Â�ËÜÍ�ÒÜÑß�Â�Ä��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÑÒ��Â�ÇÍÀÌÅÍÍÈÊÓ�ÄÐÎÁÓ�

1��
4

2
;�����2��

18

5
;��������

m

n
;��������

5

15
;��������

7

7
;��������

24

5 3
.

35.20.q�§Â�ËÜÍ�ÒÜÑß�Â�Ä��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÑÒ��Â�ÇÍÀÌÅÍÍÈÊÓ�ÄÐÎÁÓ�

1��
a

11
;� 2��

5

10
;� ���

30

15
;� ���

2

3 x
.
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35.21.q�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÂÈÐÀÇ�
1��D2�w���� � ���b b+ +6 9;

2���E2�w�2�� 10��3 2 3+ +c c;

�����w��F2�� 11��2 2+ ;
���D�w����ßÊÙÎ�aO0;� 12��6 7 7− ;

���P�w�Q��ßÊÙÎ�mO0,�nO0;� 1���a a− ;

���1�x�w�2�y��ßÊÙÎ�xO0,�yO0;� 1��� b b+ 3 ;

���a a− +2 1;� 1��� 15 5− .

���4 28 49m mn n− + ,�ßÊÙÎ�mO0,�nO0;�

35.22.q�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÂÈÐÀÇ�
1��1��w�x2�� ���m mn n+ +2 ,��
2����x2�w�2�� ���ßÊÙÎ�mO0,�nO0;�

�����S�w���T��ßÊÙÎ�pO0,�qO0;� ���a a− +4 4;�

���F�w�100��ßÊÙÎ�cO0;� ���5 5+ ;�

���a b a b− +8 16 2;� � ��� 3p p− ;�

� � 10�� 12 32+ .�

35.23.q�±ÊÎÐÎÒ�ÒÜ�ÄÐ�Á�

1��
a

a

2 7

7

−

+
;� ���

5 7

25 49

a b

a b

−
−

;� � ���
15 6

5 10

−

−
;

2��
3

3 2

−
−

b

b
;� ���

100 9

10 3

2a b

a b

−

+
;� 10��

13 13

13

−
;

���
c

c

−

−

9

3
;� ���

2 1

6 3

−

−
;� 11��

a ab b

a b

+ +

+

2
;

���
a b

a b

−

+
;� ���

35 10

7 2

+

+
; � 12��

4 4

2

2b b c c

b c

− +

−
.

35.24.q�±ÊÎÐÎÒ�ÒÜ�ÄÐ�Á�

1��
x

x

−

−

25

5
;� ���

10 5

5

+
;� ���

a b

a ab b

−

− +2
;

2��
a

a

+
−

2

4
;� ���

23 23

23

−
;� ���

b b

b

− +

−

8 16

4
.

���
a

a

−

+

3

3
;� ���

24 28

54 63

−

−
;

35.25.q�¢ÈÍÅÑ�ÒÜ�ÌÍÎÆÍÈÊ�Ç�Ï�Ä�ÇÍÀÊÀ�ÊÎÐÅÍß�
1�� 3 2a ,�ßÊÙÎ�aO0;��2�� 5 2b ,�ßÊÙÎ�b P0;����� 12 4a ;����� c5 .
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35.26.q�¢ÈÍÅÑ�ÒÜ�ÌÍÎÆÍÈÊ�Ç�Ï�Ä�ÇÍÀÊÀ�ÊÎÐÅÍß�
1�� 18 12x ;� 2�� y9 .

35.27.q�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�
1�� 98 50 32− + ;� ��� 5 2 20 3 80a a a− + ;

2��3 8 128 162
1

3
+ − ;� ��� a b a b

a
3 52− , �ßÊÙÎ�D�!�0�

���0 7 300 7 108
3

49

2

3
, ;− + � ��� c c c c c5 3 24 5+ − .

35.28.q�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1��0 5 12 3 27 0 4 75, , ;− + � ��� 81 57 3 96
a a a a

a
− + .

2��2 5 28 63 10 0 07
2

3
, , ;b b b+ −

35.29.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�

1�� 11 4 7 7 2+ = + ; � 2�� 14 8 3 8 6+ = + .

35.30.q�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1�� 2 3 1 27 2−( ) +( );� ��� 7 4 3 2 3
2

+( ) −( ) ;

2�� 5 2 3 5
2 2

−( ) − +( ) ;� ��� 6 2 5 6 2 5
2

+ − −( ) .

��� 17 4 17 4− +æ ;

¿�35.31.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�
1�� 3 2 1 8 2+( ) −( );� ��� 10 4 6 2 6

2

−( ) +( ) ;

2�� 3 2 7 3 2 7
2 2

−( ) + +( ) ;� ��� 9 4 2 9 4 2
2

− + +( ) .

35.32.q�±ÊÎÐÎÒ�ÒÜ�ÄÐ�Á�

1��
4 4 5

52

a

a

+
−

;� � � ���
x y

x y x y

2

2

6

6 24

−

+ −
;

2��
28 2 2

6 21

−
−

a

a
;� � � ���

a b

a b

+

+3 3
;

���
a ab b

a b

+ +
−

4 4

4
,�ßÊÙÎ�D�!�0��E�!�0�� ���

m m

m

−

−

27

3
.

35.33.q�±ÊÎÐÎÒ�ÒÜ�ÄÐ�Á�

1��
a b

b a

−

−11 11
;� ����������������

a a

a a

− +

+

2 4

8
.

2��
2 10 2 25

6 75

a ab b

a b

+ +
−

, �ßÊÙÎ�D�!�0��E�!�0�
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35.34.q�§Â�ËÜÍ�ÒÜÑß�Â�Ä��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÑÒ��Â�ÇÍÀÌÅÍÍÈÊÓ�ÄÐÎÁÓ�

1��
2

2 1+
;� 2��

19

2 5 1−
;� ���

1

a b−
;� ���

3 1

3 1

+

−
.

35.35.q�§Â�ËÜÍ�ÒÜÑß�Â�Ä��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÑÒ��Â�ÇÍÀÌÅÍÍÈÊÓ�ÄÐÎÁÓ�

1��
5

5 2−
;���2��

8

10 2−
;������

9

x y+
;������

2 2

2 2

−

+
.

35.36.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�

1��
1

5 2 6

1

5 2 6
10

− +
+ = ;� ���

2 1

2 1

2 1

2 1
4 2

+

−

−

+
− = ;

2��
2

3 2 4

2

3 2 4
8

+ −
− = − ;� ���

3

3 4 2

3

3 4 2
4

+ + + −
− = − .

35.37.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÌ�ÂÈÐÀÇÓ���ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�

1��
6

3 2 3

6

3 2 3+ −
+ ;� 2��

11 6

11 6

11 6

11 6

+

−

−

+
+ .

35.38.x�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1��
a

a

a

a−

−

−
−

2

4 4

2
;� ���

a a

b

b

a

+

+
æ

2 2
;

2��
m

m

m

m

+

−

+−1

2

3
;� ���

c

c

c

c

− −5 25

3
: ;

���
y

xy y

x

x xy

+

+

−

+
−4 4

;� ��� a
a

a

a

a
−



+ −1 1

: ;

���
a

a

a

a+ −
−

4 16
;� ���

a b

b

b

a b

a

b

+

−
+







: ;

���
a

ab b

b

b a− −
+ ;����������������10��

x

x

x

x

x

x x

−

+ −
+

−
+







3

3

12

9

3

3
: .

35.39.x�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1��
a

a

a

a

−

+

−−3

1

4
;� ���

m

m n

m n

n

n

m n−

+

−
+







: ;

2��
a
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b
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+

−

+

−
−1 1
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− −
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1
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4

1 1
æ ;

���
x
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y− −2 3 6
: ;� ���
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−

+ +

+

−
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1

8

8
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35.40.x�¢ÈÍÅÑ�ÒÜ�ÌÍÎÆÍÈÊ�Ç�Ï�Ä�ÇÍÀÊÀ�ÊÎÐÅÍß�

1�� −m9 ;� � ��� 45 3 14x y ,�ßÊÙÎ�y���0�

2� 96 3 5( )a − � � ��� 64 2 9a b ,�ßÊÙÎ�D�!�0�

��� a b4 13 ,�ßÊÙÎ�D�≠�0��� � ��� 242 11 18m b ,�ßÊÙÎ�E���0�

��� 4 6x y,�ßÊÙÎ�x���0�� 10�� −m n p2 2 15 ,�ßÊÙÎ�P�!�0��Q���0�

��� ( ) ( ) ,a a+ +1 16 2 5 �ßÊÙÎ�a P−1;� 11�� x y5 41( ) ,− �ßÊÙÎ�y�≠�1�

��� m n7 7 ,�ßÊÙÎ�m P0,�n P0;� 12�� − +y x7 82( ) ,�ßÊÙÎ�x�≠�w2�
35.41.x�¢ÈÍÅÑ�ÒÜ�ÌÍÎÆÍÈÊ�Ç�Ï�Ä�ÇÍÀÊÀ�ÊÎÐÅÍß�

1�� −m19 ;� ��� a b9 9 ;

2�� 48 1 7( ) ;x − � ��� 27 15 34x y , �ßÊÙÎ�y���0�

��� a b23 24 ,�ßÊÙÎ�E�≠�0�� ��� −8 6 6 7c n p ,�ßÊÙÎ�F�!�0��Q�!�0�

��� 49 2a b, �ßÊÙÎ�D���0�� ��� a b9 82( ) ,+ �ßÊÙÎ�E�≠�w2�

��� ( ) ( ) ,b b+ +3 110 4 3 �ßÊÙÎ�b P− 3;�10�� − −x y3 123( ) ,�ßÊÙÎ�y�≠���

35.42.x�¢ÍÅÑ�ÒÜ�ÌÍÎÆÍÈÊ�Ï�Ä�ÇÍÀÊ�ÊÎÐÅÍß�

1��a 3;� ����( ) ,x
x x

−
− +

1
1

2 12 �ßÊÙÎ�x���1�

2��b b− ;� ����( ) ,y
y y

+
+ +

3
5

6 92 �ßÊÙÎ�y�!�w��

���c c5 ; � 10��( ) ;m
m

+
+

1
1

1

���m n,�ßÊÙÎ�mO0;� 11��( ) ;2
1

2 4
−

−
c

c

���xy xy2 ,�ßÊÙÎ�x P0;� 12��( ) ;− −
+

x y
x y

2

���2
2

p
p

;� 1���ab
a

b
2 ,�ßÊÙÎ�aO0.

���2
2

p
p− ;

35.43.x�¢ÍÅÑ�ÒÜ�ÌÍÎÆÍÈÊ�Ï�Ä�ÇÍÀÊ�ÊÎÐÅÍß�

1��m 7,�ßÊÙÎ�mO0;� ��� p p3 ;

2��3 6n ,�ßÊÙÎ�n P0;� ���x y x y4 5 ,�ßÊÙÎ�y P0;
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���7
3

a
a

;� � ������( ) ;y
y

−
−

4
1

12 3

���( ) ,3
2

6 92−
− +

a
a a

�ßÊÙÎ�D�!����� ������5
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5
ab

a

b
− ,�ßÊÙÎ�D���0�

���( ) ;b
b

+
+

6
1

6
�

35.44.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�D�!�0��E�!�0���D2�w�E�!�0�ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�ÒÎ�
ÒÎÆÍ�ÑÒÜ�

1�� a b
a a b a a b+ = ++ − − −2 2

2 2
;

2�� a b
a a b a a b− = −+ − − −2 2

2 2
.

35.45.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ�ÒÎÒÎÆÍ�ÑÒÜ�

1��
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8 41
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7 49

7
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+
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+
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+
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+
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2 8
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: .

35.46.xx�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�
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a b

a ab a b

b a

a b

a b

a ab
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+ −
−

+
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−
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2�� a b
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a b
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a
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1

1 1

1

1 1
1 1: ;

���
a a b b

a b
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1 1

1
a a b a a b
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���
a

b

b

a

a

b

b

a

b

a
−





 + −
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: : ,2 1 �D�!�0��E�!�0�

35.47.xx� ±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ� ÂÈÐÀÇ�
1 2

2 2

1 2

2 2

2
1

+ −

− + −

− −

− − −
−







−a

a a

a

a a a
æ ,� ßÊÙÎ�

0���D���2�

35.48.xx� ±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ� ÂÈÐÀÇ�
2 1

1

2

2

a x

x x

+

+ +
,� ßÊÙÎ� x

a

b

b

a
= −







1

2
,� D� !� 0��

E�!�0�

35.49.xx�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1�� 3 2 2+ ;� ��� 11 2 30+ ;� ��� 37 5 48− ;

2�� 7 4 3+ ;� ��� 10 2 21− ; � ��� 28 108− .

35.50.xx�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1�� 8 2 7+ ;� ��� 7 2 10+ ;� ��� 18 2 45+ ;

2�� 15 6 6+ ;� ��� 6 2 5− ;� ��� 91 40 3− .

35.51.xx�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1��
1

2 1

1

3 2

1

4 3

1

5 4

1

100 99+ + + + +
+ + + + +... ;

2��
1

5 2

1

8 5

1

11 8

1

50 47+ + + +
+ + + +... .

35.52.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�

1

3 1

1

5 3

1

7 5

1

91 89

91 1

2+ + + +

−+ + + + =... .

35.53.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�

1�� 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2æ æ æ+ + + − + = ;

2�� 2 3 2 2 3 2 2 2 3 2 2 2 3 1+ + + + + + − + + =æ æ æ .

35.54.xx�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1�� 10 8 2 9 4 2+ + + ;� ��� 8 28 8 28− − + ;

2�� 22 6 3 13 48+ + + ;� ��� 4 15 4 15+ − − .

35.55.xx�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1�� 5 3 29 12 5− − − ;� 2�� 3 8 3 8+ − − .
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35.56.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ���ÏÐÀÂÈËÜÍÎÞ�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�

1��
6 4 2

2 6 4 2

6 4 2

2 6 4 2
2 2

+

+ +

−

− −
+ = ;

2��
2 3

2 2 3

2 3

2 2 3
2

+

+ +

−

− −
+ = .

35.57.xx�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1�� a a+ −2 1;

2�� a a+ + −1 4 3;

���
x

x
+ +4

4
;

��� 2 2 12x x− − ,�ßÊÙÎ�xO1;

���
x x

x

+ − − −

−

2 3 2 1

3
;

��� x x x x2 2 2 22 2 1 2 2 1+ + + − + − + ;

��� 2 3 2 3 2 12a a a a+ − + + + + .

35.58.xx�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1�� a a+ −4 4;

2�� x x+ −2 2 4;

���
a a+ +1

4 2
;

��� 2 2 2 2x x y+ − ,�ßÊÙÎ�x yO > 0;

���
2 2 4 2

2

2 2a a b a b

a b

+ − − −

+
;

��� 2 4 2− − a , �ßÊÙÎ�0 2P Pa ;

��� 3 1 2 2 2a a a− + − ,�ßÊÙÎ�aO
1

2
.
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 36. Функція y x=  та її графік36.

¿ÊÙÎ�ÏËÎÙÀ�ÊÂÀÄÐÀÒÀ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��x��ÒÎ�ÉÎÃÎ�ÑÒÎÐÎÍÓ�y�ÌÎÆÍÀ�ÇÍÀ�
ÉÒÈ�ÇÀ�ÔÎÐÌÓËÎÞ�y x= .�§Ì�ÍÀ�ÏËÎÙ��x�ÊÂÀÄÐÀÒÀ�ÑÏÐÈ×ÈÍß��ÇÌ�ÍÓ�
ÉÎÃÎ�ÑÒÎÐÎÍÈ�y�

ªÎÆÍÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍÞ�ÇÌ�ÍÍÎ��x�Â�ÄÏÎÂ�ÄÀ���ÄÈÍÅ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÇÌ�Í�
ÍÎ��y��®ÒÆÅ��ÇÀËÅÆÍ�ÑÒÜ�ÇÌ�ÍÍÎ��y�Â�Ä�ÇÌ�ÍÍÎ��x���ÔÓÍÊÖ�ÎÍÀËÜÍÎÞ��
À�ÔÎÐÌÓËÀ�y x= �ÇÀÄÀ��ÔÓÍÊÖ�Þ�

®ÑÊ�ËÜÊÈ� ÎÁËÀÑÒÞ� ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß� ÂÈÐÀÇÓ� x � �� ÌÍÎÆÈÍÀ� ÂÑ�Õ�
ÍÅÂ�Äs�ÌÍÈÕ�×ÈÑÅË��ÒÎ�ÎÁËÀÑÒÞ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���y x= ���ÌÍÎ�
ÆÈÍÀ�'��y��=�>0��+���

¢ÈÐÀÇ� x �ÍÅ�ÌÎÆÅ�ÍÀÁÓÂÀÒÈ�Â�Äs�ÌÍÈÕ� ÇÍÀ×ÅÍÜ�� ÒÎÁÒÎ�ÆÎÄÍÅ�
Â�Äs�ÌÍÅ�×ÈÑËÎ�ÍÅ�ÌÎÆÅ�ÍÀËÅÆÀÒÈ�ÎÁËÀÑÒ��ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÐÎÇÃËßÄÓÂÀÍÎ��
ÔÓÍÊÖ����¯ÎÊÀÆÅÌÎ��ÙÎ�ÔÓÍÊÖ�ß�y x= �ÌÎÆÅ�ÍÀÁÓÂÀÒÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ�

ÍÅÂ�Äs�ÌÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ��ÅÕÀÉ�E�x�ÄÎÂ�ËÜÍÅ�ÍÅÂ�Äs�ÌÍÅ�×ÈÑËÎ��²ÎÄ��

b b b2 = = .�²ÎÁÒÎ��ÑÍÓ��ÒÀÊÅ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�ÔÓÍÊÖ���y x= ,�

À�ÑÀÌÅ�x�=�E2��ÙÎ� x b= .

®ÒÆÅ��ÎÁËÀÑÒÞ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÔÓÍÊÖ���y x= ���ÌÍÎÆÈÍÀ�(��y��=�>0��+���
§ÀÇÍÀ×ÈÌÎ��ÙÎ�ÊÎËÈ�x�=�0��ÒÎ�y�=�0�
³ÐÀÕÎÂÓÞ×È� ÎÁËÀÑÒÜ� ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß� ÒÀ� ÎÁËÀÑÒÜ� ÇÍÀ×ÅÍÜ� ÔÓÍÊÖ���

y x= ,�ÌÎÆÍÀ�ÇÐÎÁÈÒÈ�ÂÈÑÍÎÂÎÊ��ÙÎ����ÃÐÀÔ�Ê�ÐÎÇÒÀØÎÂÀÍÈÉ�Ò�ËÜÊÈ�

Â�ÏÅÐØ�É�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�×ÂÅÐÒ��
³�ÒÀÁËÈÖ��ÍÀÂÅÄÅÍÎ�ÄÅßÊ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�É�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ���Ì�

ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���y x= .

x 0 0�2� 1 2�2� � ��2� �

y 0 0�� 1 1�� 2 2�� �

¯ÎÇÍÀ×ÈÌÎ�ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏËÎÙÈÍ��ÒÎ×ÊÈ��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ��x��y��
ßÊÈÕ�ÍÀÂÅÄÅÍÎ�Â�ÒÀÁËÈÖ���ÐÈÑ�����1��

·ÈÌ�Á�ËÜØÅ�ÒÎ×ÎÊ��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�ßÊÈÕ�ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
y x= ,�ÏÎÇÍÀ×ÈÒÈ��ÒÈÌ�ÌÅÍØÅ�ÎÒÐÈÌÀÍÀ�Ô�ÃÓÐÀ�Â�ÄÐ�ÇÍßÒÈÌÅÒÜÑß�

Â�Ä�ÃÐÀÔ�ÊÀ�ÔÓÍÊÖ���y x= ��ÐÈÑ�����2��

¿ÊÁÈ�ÂÄÀËÎÑß�ÏÎÇÍÀ×ÈÒÈ�ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏËÎÙÈÍ��ÂÑ��ÒÀÊ��ÒÎ×�
ÊÈ��ÒÎ�ÎÒÐÈÌÀËÈ�Á�Ô�ÃÓÐÓ��ßÊÓ�ÇÎÁÐÀÆÅÍÎ�ÍÀ�ÐÈÑÓÍÊÓ�������³�ÑÒÀÐ�
ØÈÕ�ÊËÀÑÀÕ�ÁÓÄÅ�ÄÎÂÅÄÅÍÎ��ÙÎ�ÃÐÀÔ�ÊÎÌ�ÔÓÍÊÖ���y x= ���Ô�ÃÓÐÀ��

ßÊÀ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��Â�ÒÖ��ÏÀÐÀÁÎËÈ�y�=�x2�
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rÎÖ. 3�.1 rÎÖ. 3�.2

ÅÕÀÉ�x1���x2�x�ÄÂÀ�ÄÎÂ�ËÜÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�ÔÓÍÊÖ���y x= �

ÒÀÊ���ÙÎ�x1���x2��²ÎÄ��Ç�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÍÎÃÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�
ÊÎÐÅÍß�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ� x x1 2< .�¶Å�ÎÇÍÀ×À���ÙÎ�Á�ËÜØÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍÞ�

ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ� ÔÓÍÊÖ��� y x= � Â�ÄÏÎÂ�ÄÀ�� Á�ËÜØÅ� ÇÍÀ×ÅÍÍß� ÔÓÍÊÖ����

±ÏÐÀÂÅÄËÈÂÅ�É�ÎÁÅÐÍÅÍÅ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß��Á�ËÜØÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍÞ�ÔÓÍÊÖ���
Â�ÄÏÎÂ�ÄÀ�� Á�ËÜØÅ� ÇÍÀ×ÅÍÍß� ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�� ÒÎÁÒÎ� ÊÎËÈ� x x1 2< ,� ÒÎ�

x1���x2��ÐÈÑ��������

0 11

11

x

y

0 x

y

xx
2

x
2

x
1

xx
11

rÎÖ. 3�.3 rÎÖ. 3�.�

³�ÒÀÁËÈÖ��ÍÀÂÅÄÅÍÎ�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��ÔÓÍÊÖ���y x= ,�ÂÈÂ×ÅÍ��Â�ÖÜÎÌÓ�

ÏÓÍÊÒ��

®ÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß '��y��=�>0��+��

®ÁËÀÑÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÜ (��y��=�>0��+��

£ÐÀÔ�Ê ¢�ÒÊÀ�ÏÀÐÀÁÎËÈ

ÓËÜ�ÔÓÍÊÖ����ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ��ÏÐÈ�ßÊÎ�
ÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���ÄÎÐ�ÂÍÞ��0�

x�=�0
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П Р И К Л А Д   1  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÃÐÀÔ�×ÍÎ�Ð�ÂÍßÍÍß� x x= −6 .
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� � ¢�ÎÄÍ�É�ÑÈÑÒÅÌ��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ�ÏÎÁÓÄÓ�ÌÎ�ÃÐÀÔ�ÊÈ�

ÔÓÍÊÖ�É�y x= ���y�=���w�x��ÐÈÑ���������¶��ÃÐÀÔ�ÊÈ�ÏÅÐÅÒÈÍÀÞÒÜÑß�
Â�ÒÎ×Ö���ÀÁÑÖÈÑÀ�ßÊÎ��ÄÎÐ�ÂÍÞ�����¯ÅÐÅÂ�ÐÊÀ�Ï�ÄÒÂÅÐÄÆÓ���ÙÎ�×ÈÑ�
ËÎ�����ÊÎÐÅÍÅÌ�ÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��

0 1 �

11

x

y

rÎÖ. 3�.5

П Р И К Л А Д   2  � °ÎÇÂsßÆ�ÒÜ� ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�� 1�� x < 3; � 2�� x − >1 2;�

��� x x+ > −2 1 3 .

¯ÍÆÁ sÞ Æ¿ÌÌÞ� � 1�� §ÀÏÈØÅÌÎ� ÄÀÍÓ� ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ� ÒÀÊ�� x < 9.�

®ÑÊ�ËÜÊÈ� Á�ËÜØÅ� ÇÍÀ×ÅÍÍß� ÔÓÍÊÖ��� y x= � Â�Ä�ÏÎÂ�ÄÀ�� Á�ËÜØÎÌÓ�

ÇÍÀ×ÅÍÍÞ�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ��ÒÎ�ÌÎÆÍÀ�ÇÐÎÁÈÒÈ�ÂÈÑÍÎÂÎÊ��ÙÎ�x������³ÐÀ�
ÕÎÂÓÞ×È��ÙÎ�ÂÈÐÀÇ� x �ÌÀ��ÇÌ�ÑÒ�Ò�ËÜÊÈ�ÏÐÈ�xO0,�ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ��ÙÎ�

ÄÀÍÀ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÀ�ÑÈÑÒÅÌ��
x

x

<



9

0

,

.O
�§Â�ÄÑÈ�0 9Px < .

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��>0�����

2��¬À�ÌÎ�� x − >1 4;�x�w�1�!����x�!���
¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ������+���

��� ¤ÀÍÀ� ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ� Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÀ� ÑÈÑÒÅÌ��
x x

x

+ > −
−





2 1 3

1 3 0

,

.O
� §Â�ÄÑÈ�

4 1

3 1

x

x

> −



,

;P
�

x

x

> −








1

4

1

3

,

.P

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ�� −





1

4

1

3
; .�
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П Р И К Л А Д   3  �±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�A x x x x= + − + − −2 1 2 1.

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��¬À�ÌÎ��A x x x x= − + − + + − − − + =1 2 1 1 1 2 1 1

= − +( ) + − −( ) = − + + − − = − + + − −x x x x x x1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2

.

= − +( ) + − −( ) = − + + − − = − + + − −x x x x x x1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2

.

°ÎÇÂsßÆÅÌÎ� ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ� x −1 1P .� ¶ß� ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ� Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÀ�

ÑÈÑÒÅÌ��
x

x

−
−





1 1

1 0

m
l

,

.
�§Â�ÄÑÈ�1 2P Px .

®ÒÆÅ��ßÊÙÎ�1 2P Px ,�ÒÎ�A x x= − + − − + =1 1 1 1 2.

°ÎÇÂsßÆÅÌÎ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ� x − >1 1.�¬À�ÌÎ��x�w�1�!�1��x�!�2��®ÒÆÅ��
ßÊÙÎ�x�!�2��ÒÎ�A x x x= − + + − − = −1 1 1 1 2 1.

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��$�=�2��ßÊÙÎ�1 2P Px ;�A x= −2 1,�ßÊÙÎ�x�!�2��

П Р И К Л А Д   4  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß

� x x x x+ − + + + − + =2 2 1 5 4 1 1.

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �¬À�ÌÎ�

x x x x+ − + + + + − + + =1 2 1 1 1 4 1 4 1;

x x+ −( ) + + −( ) =1 1 1 2 1
2 2

;

x x+ − + + − =1 1 1 2 1.

¶Å�Ð�ÂÍßÍÍß�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÅ�ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ��ÒÐÜÎÕ�ÑÈÑÒÅÌ�

1��
x

x x

+ <

− + + − + + =







1 1

1 1 1 2 1

,

;
�

0 1 1

1 1

Px

x

+ <

+ =







,

;
�

− <
=





1 0

0

Px

x

,

.
�¶ß�ÑÈÑÒÅÌÀ�

ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅ�ÌÀ��

2��
1 1 2

1 1 1 2 1

P Px

x x

+

+ − − + + =







,

;
�

1 1 4

0 0

P Px

x

+
=





,

;
�

0 3

0 0

P Px

x

,

;=




�0 3P Px .

���
x

x x

+ >

+ − + + − =







1 2

1 1 1 2 1

,

;
�

x

x

+ >

+ =







1 4

1 2

,

;
�

x

x

>
=





3

3

,

.
�°ÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÌÀ��

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��>0���@��
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1.  Яка область визначення функції y x= ??

2.  Яка область значень функції y x= ??

3.  Чому дорівнює нуль функції y x= ??

4.  У якій координатній чверті розташований графік функції y x= ??
5.  Яка фігура є графіком функції y x= ??

ВПРАВИ

36.1.q�´ÓÍÊÖ�Þ�ÇÀÄÀÍÎ�ÔÎÐÌÓËÎÞ�y x= .

1��·ÎÌÓ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ����ßÊÙÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�
ÄÎÐ�ÂÍÞ���0�1�������1�������00"

2��¯ÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���ÄÎÐ�ÂÍÞ���
0�2�����120��w�"

36.2.q�Å�ÂÈÊÎÍÓÞ×È�ÏÎÁÓÄÎÂÈ��ÂÈÇÍÀ×ÒÅ��×ÅÐÅÇ�ßÊ��Ç�ÄÀÍÈÕ�ÒÎ×ÎÊ�
ÏÐÎÕÎÄÈÒÜ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���y x= :

$����������%�����w2���&��0��1��0�����'��w1��1���(���2�2��������

36.3.q�·ÅÐÅÇ�ßÊÓ�Ç�ÄÀÍÈÕ�ÒÎ×ÎÊ�ÏÐÎÕÎÄÈÒÜ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���y x= :

1��$��1������� 2��%������w���� ���&�������0����� ���'��w������"

36.4.q�Å�ÂÈÊÎÍÓÞ×È�ÏÎÁÓÄÎÂÈ��ÇÍÀÉÄ�ÒÜ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�ÒÎ×ÊÈ�ÏÅÐÅ�
ÒÈÍÓ�ÃÐÀÔ�ÊÀ�ÔÓÍÊÖ���y x= ���ÏÐßÌÎ��

1��y�=�1�� 2��y�=�0���� ���y�=�w��� ���y�=��00�
36.5.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�

1�� x O2;� ��� x + 2 3O ; � ��� 2 1 5x x+ −P ;

2�� x < 4;� ��� 1 2 2− <x ;� ��� x −1 2O ;

���6 9P x < ; � ��� x x+ > −3 1 4 ;� ��� x − <2 1.

36.6.q�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�x�ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
1�� x P8;� ��� 4 3 1x − P ;� ��� x − >3 1;

2�� 2 1 2x + > ;� ��� 3 1 2x x− > + ;� ��� x +1 3P ?

36.7.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÃÐÀÔ�×ÍÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1�� x x= ;� � ��� x x= + 2;

2�� x x= 2;� � ��� x x= −1 5 0 5, , .

36.8.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÃÐÀÔ�×ÍÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1�� x x= − −1;� 2�� x x= −2 ;� ��� x
x

= 8
.
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36.9.x�¤ÀÍÎ�ÔÓÍÊÖ�Þ�f x
x

x x

x( )
, ,

, .

=
<






4
0

0

ÿêùî

ÿêùî O

1��§ÍÀÉÄ�ÒÜ��I��w����I��0���I�����
2��¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÄÀÍÎ��ÔÓÍÊÖ���

36.10.x�¤ÀÍÎ�ÔÓÍÊÖ�Þ�f x
x x

x x
( )

, ,

, .
=

>







2 1

1

ÿêùî

ÿêùî

P

1��§ÍÀÉÄ�ÒÜ��I��w2���I��0���I��1���I�����
2��¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÄÀÍÎ��ÔÓÍÊÖ���

36.11.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß��ÎÁËÀÑÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÜ���ÍÓË��ÔÓÍÊ�
Ö���y x= − .�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÄÀÍÎ��ÔÓÍÊÖ���

36.12.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���y
x

x
= .

36.13.xx�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��x y= ;� 2�� x y y x+( ) −( ) = 0.

36.14.xx�±Ê�ËÜÊÈ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÌÀ��Ð�ÂÍßÍÍß� x a x= − �ÇÀËÅÆÍÎ�Â�Ä�ÇÍÀ�
×ÅÍÍß�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D"

36.15.xx�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ� a a a a+( ) − + −( ) +1 4 2 8
2 2

.

36.16.xx±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ� a a a a−( ) + − +( ) −6 24 6 24
2 2

.

36.17.xx�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1�� 2 2 1 12x x x− − + − ;� ��� x x x x+ − − − −2 2 4 2 2 4;

2��
x x

x x

− − +

+ − −

4 4 2

4 4 2
;� ���

a a a a+ ++ + −1

4 2

1

4 2
.

36.18.xx±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1�� a a+ − −1 4 3;� ���
x x

x x
+ ++ + −4

4

4

4
.

2�� 2 2 2 22a a a a+ + + − ;

36.19.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1�� x x x x+ + + + + − + =6 2 5 6 2 5 6;

2�� x x x x+ + + + + − + =2 2 1 2 2 1 2.

36.20.xx°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

x x x x− + − + + + − =2 2 5 2 3 2 5 7 2.



§ 7 КВАДРАТНІ РІВНЯННЯ

 37. Квадратні рівняння. Розв’язування 
неповних квадратних рівнянь

37.

¢È�ÂÌ��ÒÅ�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÒÈ�Ë�Í�ÉÍ��Ð�ÂÍßÍÍß��ÒÎÁÒÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÂÈÄÓ�
Dx�=�E��ÄÅ�x�x�ÇÌ�ÍÍÀ��D���E�x�ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ�

¿ÊÙÎ�D�≠�0��ÒÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�Dx�=�E�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍßÌ�ÏÅÐØÎÃÎ�
ÑÒÅÏÅÍß�

ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÊÎÆÍÅ�Ç�Ë�Í�ÉÍÈÕ�Ð�ÂÍßÍÜ�2x�=�����x�=�0��
1

3
7x = − �

��Ð�ÂÍßÍÍßÌ�ÏÅÐØÎÃÎ�ÑÒÅÏÅÍß�� �ÎÑÜ�Ë�Í�ÉÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�0x�=�0��0x�=�2�
ÍÅ���Ð�ÂÍßÍÍßÌÈ�ÏÅÐØÎÃÎ�ÑÒÅÏÅÍß�

¯ÀÐÀÌÅÒÐÈ�D� ��E�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÀÌÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÏÅÐØÎÃÎ�
ÑÒÅÏÅÍß�Dx�=�E�

°�ÂÍßÍÍß�ÏÅÐØÎÃÎ�ÑÒÅÏÅÍß�ÇÀÂÆÄÈ�ÌÀ��ÎÄÈÍ�ÊÎÐ�ÍÜ�
²Å��ÙÎ�ÌÍÎÆÈÍÀ�Ð�ÂÍßÍÜ�ÏÅÐØÎÃÎ�ÑÒÅÏÅÍß���Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÌÍÎ�

ÆÈÍÈ�Ë�Í�ÉÍÈÕ�Ð�ÂÍßÍÜ���ËÞÑÒÐÓ��ÑÕÅÌÀ�ÍÀ�ÐÈÑÓÍÊÓ����1�

«�Í�ÉÍ��Ð�ÂÍßÍÍß

°�ÂÍßÍÍß�ÏÅÐØÎÃÎ
ÑÒÅÏÅÍß

rÎÖ. 3�.1

¢È�ÒÀÊÎÆ�ÓÌ��ÒÅ�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÒÈ�ÄÅßÊ��Ð�ÂÍßÍÍß��ßÊ��Ì�ÑÒßÒÜ�ÇÌ�Í�
ÍÓ�Â�ÄÐÓÃÎÌÓ�ÑÒÅÏÅÍ���ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÂÈ�ÁÅÇ�ÇÓÑÈËÜ�ÐÎÇÂsßÆÅÒÅ�ÊÎÆÍÅ�
Ç�Ð�ÂÍßÍÜ�x2�=�0��x2�w�1�=�0��x2�+��x�=�0��x2�w�2x�+�1�=�0��ªÎÆÍÅ��Ç�
ÖÈÕ�Ð�ÂÍßÍÜ�ÌÀ��ÂÈÃËßÄ�Dx2�+�Ex�+�F�=�0�

®ÇÍÀ×ÅÍÍß.  ªÂÀÄÐÀÒÍÈÌ�Ð�ÂÍßÍÍßÌ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
ÂÈÄÓ�ax2�+�Ex�+�F�=�0��ÄÅ�x�x�ÇÌ�ÍÍÀ��a��E��F�x�ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ��ÏÐÈ×ÎÌÓ�
a�z�0.
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¯ÀÐÀÌÅÒÐÈ�D��E���F�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÀÌÈ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�Â�
ÍßÍÍß��̄ ÀÐÀÌÅÒÐ�D�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÏÅÐØÈÌ�ÀÁÎ�ÑÒÀÐØÈÌ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÎÌ��
ÏÀÐÀÌÅÒÐ�E�x�ÄÐÓÃÈÌ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÎÌ��ÏÀÐÀÌÅÒÐ�F�x�Â�ËÜÍÈÌ�×ËÅÍÎÌ�

ÀÏÐÈÊËÀÄ��ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�w2x2�+��x�+���=�0�ÌÀ��ÒÀÊ��ÊÎÅ�
Ô�Ö��ÍÒÈ��D�=�w2��E�=����F�=���

ªÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��ÏÅÐØÈÉ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ�ßÊÎÃÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��1��ÍÀ�
ÇÈÂÀÞÒÜ�ÇÂÅÄÅÍÈÌ�

ÀÏÐÈÊËÀÄ��x x2 2 1 0+ − = ,�x2�w���=�0��x2�+��x�=�0�x�ÖÅ�ÇÂÅÄÅÍ��

ÊÂÀÄÐÀÒÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�
®ÑÊ�ËÜÊÈ�Ó�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÌÓ�Ð�ÂÍßÍÍ��Dx2�+�Ex�+�F�=�0�ÑÒÀÐØÈÉ�ÊÎÅ�

Ô�Ö��ÍÒ�ÍÅ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÍÓËÞ��ÒÎ�ÍÅÇÂÅÄÅÍÅ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÇÀÂÆÄÈ�
ÌÎÆÍÀ� ÏÅÐÅÒÂÎÐÈÒÈ� Ó� ÇÂÅÄÅÍÅ�� Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÅ� ÄÀÍÎÌÓ�� °ÎÇÄ�ËÈÂØÈ�
ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�Dx2�+�Ex�+�F�=�0�ÍÀ�×ÈÑËÎ�D��ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�

ÇÂÅÄÅÍÅ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�x x
b

a

c

a
2 0+ + = .

¿ÊÙÎ�Ó�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÌÓ�Ð�ÂÍßÍÍ��Dx2�+�Ex�+�F�=�0�ÕÎ×À�Á�ÎÄÈÍ��Ç�
ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ�Â�E�ÀÁÎ�F�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÍÓËÞ��ÒÎ�ÒÀÊÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�
ÍÅÏÎÂÍÈÌ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÌ�Ð�ÂÍßÍÍßÌ�

�ÑÍÓÞÒÜ�ÒÐÈ�ÂÈÄÈ�ÍÅÏÎÂÍÈÕ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÕ�Ð�ÂÍßÍÜ�
1��¯ÐÈ�E�=�F�=�0�ÌÀ�ÌÎ��Dx2�=�0�
2��¯ÐÈ�F�=�0���E�≠�0�ÌÀ�ÌÎ��Dx2�+�Ex�=�0�
���¯ÐÈ�E�=�0���F�≠�0�ÌÀ�ÌÎ��Dx2�+�F�=�0�
°ÎÇÂsßÆÅÌÎ�ÍÅÏÎÂÍ��ÊÂÀÄÐÀÒÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�ÊÎÆÍÎÃÎ�ÂÈÄÓ�
1��®ÑÊ�ËÜÊÈ�D�≠�0��ÒÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�Dx2�=�0�ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�x�=�0�
2��°�ÂÍßÍÍß�Dx2�+�Ex�=�0�ÏÎÄÀÌÎ�Ó�ÂÈÃËßÄ��x��Dx�+�E��=�0��¶Å�

Ð�ÂÍßÍÍß�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÅ�ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ��ÄÂÎÕ�Ð�ÂÍßÍÜ�
x

ax b

=
+ =






0

0

,

.
�§Â�ÄÑÈ�

x

x
b

a

=

= −








0,

.
� ®ÒÆÅ�� ÐÎÇÃËßÄÓÂÀÍÅ� Ð�ÂÍßÍÍß� ÌÀ�� ÄÂÀ� ÊÎÐÅÍ��� x1� =� 0�

��x
b

a2 = − .

���°�ÂÍßÍÍß�Dx2�+�F�=�0�ÏÎÄÀÌÎ�Ó�ÂÈÃËßÄ��x
c

a
2 = − .�®ÑÊ�ËÜÊÈ�F�≠�0��

ÒÎ�ÌÎÆËÈÂ��ÄÂÀ�ÂÈÏÀÄÊÈ��− <c

a
0�ÀÁÎ�− >c

a
0.�®×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ�Â�ÏÅÐØÎ�

ÌÓ�ÂÈÏÀÄÊÓ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅ�ÌÀ���³�ÄÐÓÃÎÌÓ�ÂÈÏÀÄÊÓ�Ð�ÂÍßÍÍß�

ÌÀ��ÄÂÀ�ÊÎÐÅÍ���x
c

a1 = − ���x
c

a2 = − − .
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³ÇÀÃÀËÜÍÈÌÎ�ÎÒÐÈÌÀÍ��ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ�

ªÎÅÔ�Ö��ÍÒÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�
Dx2�+�Ex�+�F�=�0

ÅÏÎÂÍÅ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�
Ð�ÂÍßÍÍß

ªÎÐÅÍ�

E�=�F�=�0 Dx2�=�0 x�=�0

E�z�0��F�=�0 Dx2�+�Ex�=�0

x1�=�0�

�x b
a2 � �

E�=�0��� �c
a

0 Dx2�+�F�=�0 ªÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ�

E�=�0��� �c
a

0 Dx2�+�F�=�0

x c
a1 � � ,�

x c
a2 � � �

П Р И К Л А Д      �¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�Ð�ÂÍßÍÍß
�x2�w��D�+�1��x�+�D2�w�1�=�0�

ÌÀ��ÄÂÀ�ÊÎÐÅÍ���ÎÄÈÍ�Ç�ßÊÈÕ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÍÓËÞ"

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �·ÈÑËÎ�0���ÊÎÐÅÍÅÌ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��ßÊÙÎ�
Â�ËÜÍÈÉ�×ËÅÍ�ÖÜÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÍÓËÞ��§Â�ÄÑÈ�D2�w�1�=�0��
D�=�1�ÀÁÎ�D�=�w1�

¿ÊÙÎ�D�=�w1��ÒÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�x�=�0��¯ÐÈ�D�=�1�
Ð�ÂÍßÍÍß�ÍÀÁÓÂÀ��ÂÈÃËßÄÓ�x2�w�2x�=�0��§Â�ÄÑÈ�x�=�0�ÀÁÎ�x�=�2�

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��D�=�1��

1.  Яке рівняння називають лінійним?

2.  Яке рівняння називають рівнянням першого степеня?

3.  Наведіть приклад лінійного рівняння, яке є рівнянням першого степеня, 
і приклад лінійного рівняння, яке не є рівнянням першого степеня.

4.  Яке рівняння називають квадратним?

5.  Як називають коефіцієнти квадратного рівняння�Dx2 + Ex + F = 0?

6.  Яке квадратне рівняння називають зведеним?

7.  Яке квадратне рівняння називають неповним?

8.  Які існують види неповних квадратних рівнянь? Скільки коренів може 
мати рівняння кожного виду?
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ВПРАВИ

37.1.q� ³ÊÀÆ�ÒÜ� ÑÅÐÅÄ� ÄÀÍÈÕ� Ð�ÂÍßÍÜ� ÊÂÀÄÐÀÒÍ�� ÒÀ� ÍÀÇÂ�ÒÜ�� ×ÎÌÓ�
ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ�ÑÒÀÐØÈÉ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ��ÄÐÓÃÈÉ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ���Â�ËÜÍÈÉ�
×ËÅÍ�ÊÎÆÍÎÃÎ�Ç�ÍÈÕ�
1��x�=�0�� ���x2�w��x�+�2�=�0�� ���� �����w�x2�+��x�=�0�
2��x2�=�0�� ����x��w�x2�+���=�0�� ���10��wx2�w�2x�+���=�0�
���x2�+�x�=�0�� ���w2x2�+��x�w���=�0�
���x2�+�1�=�0�� ���x��w�x�w���=�0�

37.2.q�±ÊËÀÄ�ÒÜ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��Ó�ßÊÎÌÓ�
1���ÑÒÀÐØÈÉ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ�ÄÎÐ�ÂÍÞ�����ÄÐÓÃÈÉ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��

���À�Â�ËÜÍÈÉ�×ËÅÍ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��2�
2���ÑÒÀÐØÈÉ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��1��ÄÐÓÃÈÉ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��

w���À�Â�ËÜÍÈÉ�×ËÅÍ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��− 1

3
;

����ÑÒÀÐØÈÉ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ�ÄÎÐ�ÂÍÞ����2��ÄÐÓÃÈÉ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��
w2��À�Â�ËÜÍÈÉ�×ËÅÍ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��0�

37.3.q�±ÊËÀÄ�ÒÜ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��Ó�ßÊÎÌÓ�
1���ÑÒÀÐØÈÉ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��w1��ÄÐÓÃÈÉ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��

w2��À�Â�ËÜÍÈÉ�×ËÅÍ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��1���
2���ÑÒÀÐØÈÉ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ���Â�ËÜÍÈÉ�×ËÅÍ�ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ�2��À�ÄÐÓÃÈÉ�

ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��0�

37.4.q�¯ÎÄÀÉÒÅ�ÄÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�Ó�ÂÈÃËßÄ��Dx2�+�Ex�+�F�=�0��ÓÊÀÆ�ÒÜ�
ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ�Â�D��E���F�
1���x����w�x��=���w�2x2�� 2����x�w�1�2�=��x�+�����x�w�2��

37.5.q�¯ÎÄÀÉÒÅ�ÄÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�Ó�ÂÈÃËßÄ��Dx2�+�Ex�+�F�=�0��ÓÊÀÆ�ÒÜ�
ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ�Â�D��E���F�
1��x��x�+�10��=��x�+���� 2���x�+�2�2�=�2x2�+���

37.6.q�³ÊÀÆ�ÒÜ��ßÊ��Ç�ÄÀÍÈÕ�Ð�ÂÍßÍÜ���ÇÂÅÄÅÍÈÌÈ����ÏÅÐÅÒÂÎÐ�ÒÜ�ÍÅ�
ÇÂÅÄÅÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�Ó�ÇÂÅÄÅÍ��

1��x2�w��x�+����=�0�� ���
1

3
2 5 0x x+ − = ;� ���wx2�+��x�w���=�0�

2��2x2�+��x�+���=�0�� ���1��w��x�+�x2�=�0�� ���w0�2x2�+�0��x�+�1�=�0�
37.7.q�¯ÅÐÅÒÂÎÐ�ÒÜ�ÄÀÍÅ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�Ó�ÇÂÅÄÅÍÅ�

1��
1

6
2 2 3 0x x− − = ;� 2��w�x2�+�20x�w�1��=�0�� ����x2�+�x�+�2�=�0�

37.8.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1���x2�w����=�0�� ���2x2�w�10�=�0�� �����x2�w���=�0�
2��x2�+��x�=�0�� ���2x2�w�10x�=�0�� ���x2�+�1��=�0�
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37.9.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x2�+��x�=�0�� ����x2�w���=�0�
2��2x2�w�11x�=�0�� ���w�x2�=�0�

37.10.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1����x�w�1���x�+����=�w����
2���2x�w�1�2�w������w�x��=�2x�
����x�+�2���x�w����w��x�w�����x�+����=�x2�w�x�

37.11.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1����x�w�2����x�+�2��+���x�w���2�=�10x�+�21�
2���2x�w�1���x�+����w��x�w�1���x�+�1��=�1�x�

37.12.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÄÂÀ�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑËÀ��ÄÎÁÓÒÎÊ�ßÊÈÕ�
ÍÀ����Á�ËÜØÈÉ�ÇÀ�ÌÅÍØÅ�Ç�ÍÈÕ�

37.13.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÄÂÀ�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑËÀ��ÄÎÁÓÒÎÊ�ßÊÈÕ�
ÍÀ��0�Á�ËÜØÈÉ�ÇÀ�Á�ËÜØÅ�Ç�ÍÈÕ�

37.14.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��
x x

x
2 8

6

− = ; � 2��
x x2 23

5

1

2
2

− −− = .

37.15.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��
x x x2

7 3
0

+ − = ;� 2��
x x2 21

6

2

4
1

+ +− = − .

37.16.q�±ÊËÀÄ�ÒÜ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��ÎÄÈÍ��Ç�ÊÎÐÅÍ�Â�ßÊÎÃÎ�ÄÎÐ�Â�
ÍÞ��1�ÒÀ�ßÊÅ�ÁÓÄÅ�
1��ÏÎÂÍÈÌ���ÍÅÇÂÅÄÅÍÈÌ�� ���ÍÅÏÎÂÍÈÌ���ÍÅÇÂÅÄÅÍÈÌ�
2��ÏÎÂÍÈÌ���ÇÂÅÄÅÍÈÌ�� ���ÍÅÏÎÂÍÈÌ���ÇÂÅÄÅÍÈÌ�

37.17.q�¯ÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��P�
1��×ÈÑËÎ�2���ÊÎÐÅÍÅÌ�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+�Px�w���=�0�
2��×ÈÑËÎ�w����ÊÎÐÅÍÅÌ�Ð�ÂÍßÍÍß�2x2�w��x�+�P�=�0�

���×ÈÑËÎ�
1

7
���ÊÎÐÅÍÅÌ�Ð�ÂÍßÍÍß�P2x2�+�1�x�w���=�0"

37.18.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÎÄÈÍ��Ç�ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�Px2�w��P�+�Q��x�+�Q�=�0�
ÄÎÐ�ÂÍÞ��1�

37.19.q�¯ÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��Q�
1��×ÈÑËÎ�����ÊÎÐÅÍÅÌ�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�w�Qx�+���=�0�
2��×ÈÑËÎ�0�����ÊÎÐÅÍÅÌ�Ð�ÂÍßÍÍß�Qx2�w��x�+�10�=�0"

37.20.q�±ÓÌÀ�ÊÂÀÄÐÀÒ�Â�ÄÂÎÕ�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÈÕ�Ö�ËÈÕ�×ÈÑÅË�ÍÀ�1��Á�ËÜØÀ�
ÇÀ�ÏÎÄÂÎ�ÍÅ�×ÈÑËÎ��Á�ËÜØÅ�Ç�ÍÈÕ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�Ö��×ÈÑËÀ�

37.21.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÄÂÀ�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÈÕ�Ö�ËÈÕ�×ÈÑËÀ��ÑÓÌÀ�ÊÂÀÄÐÀÒ�Â�ßÊÈÕ�
ÄÎÐ�ÂÍÞ��1�
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37.22.x�¯ÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��P�ÍÅ���ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÌ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1���P�w����x2�+�Px�+���=�0�
2���P2�+��P��x2�+��P�+����x�+�10�=�0�
����P2�w��1��x2�w��x�+�P�=�0"

37.23.x�¿ÊÈÌ�×ÈÑËÎÌ��ÄÎÄÀÒÍÈÌ�×È�Â�Äs�ÌÍÈÌ����Â�ÄÌ�ÍÍÈÉ�Â�Ä�ÍÓËß�
ÊÎÐ�ÍÜ�ÍÅÏÎÂÍÎÃÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�Dx2�+�Ex�=�0��ßÊÙÎ�
1��D�!�0��E�!�0����2��D���0��E�!�0�������D�!�0��E���0�������D���0��E���0"

37.24.x�·È�ÌÀ��ÊÎÐÅÍ��ÍÅÏÎÂÍÅ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�Dx2�+�F�=�0��ßÊÙÎ�
1��D�!�0��F�!�0�����2��D���0��F�!�0��������D�!�0��F���0��������D���0��F���0"

37.25.x� ¿ÊÈÌ� ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÌ� ÌÎÆÍÀ� ÇÀÌ�ÍÈÒÈ� Ç�ÐÎ×ÊÓ� Â� Ð�ÂÍßÍÍ��
�x2�w�2x�+���+��=�0��ÙÎÁ�ÓÒÂÎÐÈËÎÑß�ÍÅÏÎÂÍÅ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��
ÊÎÐÅÍßÌÈ�ßÊÎÃÎ���×ÈÑËÀ�
1��0�������� 2��w1�����1"

37.26.x� ¿ÊÈÌ� ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÌ� ÌÎÆÍÀ� ÇÀÌ�ÍÈÒÈ� Ç�ÐÎ×ÊÓ� Â� Ð�ÂÍßÍÍ��
x2�+��x�w�1�+��=�0��ÙÎÁ�ÓÒÂÎÐÈËÎÑß�ÍÅÏÎÂÍÅ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��
ÊÎÐÅÍßÌÈ�ßÊÎÃÎ���×ÈÑËÀ�
1��0��w��� 2��w����"

37.27.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��x2�w���_�x�_�=�0�� ���x
x

x
2

22
0− = ;

2��x2�+�_�x�_�w�2x�=�0�� ���2x2�+��_�x�_�=�0�

���x
x

x
2 0− = ;� ���x

x

x
2

24
0+ = .

37.28.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��x2�w���_�x�_�=�0�� ���2 02
23

x
x

x
− = ;

2��x2�w���_�x�_�+�x�=�0�� ���x
x

x
2 9

0+ = .

37.29.x�¯ÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�Ð�ÂÍßÍÍß�
�D�w�2��x2�+��2D�w�1��x�+�D2�w���=�0���

1��Ë�Í�ÉÍÈÌ�
2��ÇÂÅÄÅÍÈÌ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÌ�
���ÍÅÏÎÂÍÈÌ�ÍÅÇÂÅÄÅÍÈÌ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÌ�
���ÍÅÏÎÂÍÈÌ�ÇÂÅÄÅÍÈÌ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÌ"

37.30.x�¢ÈÇÍÀ×ÒÅ��ÏÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÎÄÈÍ��Ç�ÊÎÐÅÍ�Â�
ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ� Ð�ÂÍßÍÍß� ÄÎÐ�ÂÍÞ�� 0�� �� ÇÍÀÉÄ�ÒÜ� ÄÐÓÃÈÉ� ÊÎÐ�ÍÜ�
Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x2�+�Dx�+�D�w���=�0�� ���Dx2�+��D�+����x�+�D2�w��D�=�0�
2���x2�+��D�w����x�+�D2�+�D�=�0�
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37.31.x�¢ÈÇÍÀ×ÒÅ��ÏÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÊÎÐÅÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�
��ÏÐÎÒÈËÅÆÍÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ����ÇÍÀÉÄ�ÒÜ��Õ�
1��x2�+��D�w�2��x�+�D�w���=�0�� ���x2�+��D�w�1��x�+�D�+���=�0�
2��x2�+��D�+����x�+�D�+���=�0�

 38. Формула коренів квадратного 
рівняння

38.

§ÍÀÞ×È�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÈ�D� �� E� Ð�ÂÍßÍÍß� ÏÅÐØÎÃÎ� ÑÒÅÏÅÍß�Dx� =� E��

ÌÎÆÍÀ�ÇÍÀÉÒÈ�ÉÎÃÎ�ÊÎÐ�ÍÜ�ÇÀ�ÔÎÐÌÓËÎÞ�x
b

a
= .

¢ÈÂÅÄÅÌÎ�ÔÎÐÌÓËÓ��ßÊÀ�ÄÀ��ÇÌÎÃÓ�ÇÀ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÀÌÈ�D��E���F�ÊÂÀ�
ÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�Dx2�+�Ex�+�F�=�0�ÇÍÀÕÎÄÈÒÈ�ÉÎÃÎ�ÊÎÐÅÍ��

¬À�ÌÎ�
� Dx2�+�Ex�+�F�=�0�� �1�

®ÑÊ�ËÜÊÈ�D�≠�0��ÒÎ��ÏÎÌÍÎÆÈÂØÈ�ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�ÖÜÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�
ÍÀ��¿��ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÅ�ÄÀÍÎÌÓ�

�D2x2�+��DEx�+��DF�=�0�
¢ÈÄ�ËÈÌÎ�Â�Ë�Â�É�×ÀÑÒÈÍ��ÖÜÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÊÂÀÄÐÀÒ�ÄÂÎ×ËÅÍÀ�

�D2x2�+��DEx�+�E2�w�E2�+��DF�=�0�
� �2Dx�+�E�2�=�E2�w��DF�� �2�

�ÑÍÓÂÀÍÍß�ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß��2��ÒÀ��ÕÍß�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÇÀËÅÆÈÒÜ�Â�Ä�
ÇÍÀÊÀ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�E2�w��DF��¶Å�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÄÈÑÊÐÈÌ��
ÍÀÍÒÎÌ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�Dx2�+�Ex�+�F�=�0���ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�ÁÓÊÂÎÞ�
'��ÒÎÁÒÎ�'�=�E2�w��DF��²ÅÐÌ�Í��ÄÈÑÊÐÈÌ�ÍÀÍÒ��ÏÎÕÎÄÈÒÜ�Â�Ä�ËÀÒÈÍ�
ÑÜÊÎÃÎ�ÑËÎÂÀ�GLVFULPLQDUH��ÙÎ�ÎÇÍÀ×À���ÐÎÇÐ�ÇÍßÒÈ����ÐÎÇÄ�ËßÒÈ��

²ÅÏÅÐ�Ð�ÂÍßÍÍß��2��ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ�ÒÀÊ�
� �2Dx�+�E�2�=�'�� ���

¬ÎÆËÈÂ��ÒÐÈ�ÂÈÏÀÄÊÈ��'���0��'�=�0��'�!�0�
1��¿ÊÙÎ�'���0��ÒÎ�Ð�ÂÍßÍÍß������À�ÎÒÆÅ����Ð�ÂÍßÍÍß��1��ÊÎÐÅÍ�Â�

ÍÅ�ÌÀ���±ÏÐÀÂÄ���ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��x�ÂÈÐÀÇ��2Dx�+�E�2�ÍÀÁÓÂÀ��
Ò�ËÜÊÈ�ÍÅÂ�Äs�ÌÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�

¢ÈÑÍÎÂÎÊ��якщо '���0, то квадратне рівняння коренів не має.
2��¿ÊÙÎ�'�=�0��ÒÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�����ÍÀÁÓÂÀ��ÂÈÃËßÄÓ

�2Dx�+�E�2�=�0�

§Â�ÄÑÈ�2Dx�+�E�=�0��x
b

a
= −

2
.

¢ÈÑÍÎÂÎÊ��якщо '�=�0, то квадратне рівняння має один ко�

рінь x
b

a
= −

2
.
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���¿ÊÙÎ�'�!�0��ÒÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�����ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ�Ó�ÂÈÃËßÄ�

( ) .2 2
2

ax b D+ = ( )

§Â�ÄÑÈ��2ax b D+ = − � �ÀÁÎ��2ax b D+ = .� �²ÎÄ���x
b D

a
= − −

2
�ÀÁÎ�

x
b D

a
= − +

2
.

¢ÈÑÍÎÂÎÊ��якщо '�!�0, то квадратне рівняння має два ко�
рені x1 і x2�

x
b D

a
1 2

= − −
, � x

b D

a
2 2

= − +
.

§ÀÑÒÎÑÎÂÓÞÒÜ�ÒÀÊÎÆ�ÊÎÐÎÒÊÓ�ÔÎÐÌÓ�ÇÀÏÈÑÓ�

x
b

a
= − ± D

2

¶ÅÉ�ÇÀÏÈÑ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÔÎÐÌÓËÎÞ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�
Dx2�+�Ex�+�F�=�0�

®ÒÐÈÌÀÍÓ� ÔÎÐÌÓËÓ� ÌÎÆÍÀ� ÇÀÑÒÎÑÎÂÓÂÀÒÈ� É� Ó� ÂÈÏÀÄÊÓ�� ÊÎËÈ�
'�=�0��¬À�ÌÎ�

x
b

a

b

a
= = −− ± 0

2 2
.

¯�Ä�×ÀÑ�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÕ�Ð�ÂÍßÍÜ�ÇÐÓ×ÍÎ�ÊÅÐÓÂÀÒÈÑß�
ÒÀÊÈÌ�ÀËÃÎÐÈÒÌÎÌ�

x� ÇÍÀÉÒÈ�ÄÈÑÊÐÈÌ�ÍÀÍÒ�'�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�
x� ßÊÙÎ�'���0��ÒÎ�Ó�Â�ÄÏÎÂ�Ä��ÇÀÏÈÑÀÒÈ��ÙÎ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ��
x� ßÊÙÎ�DO0,�ÒÎ�ÑÊÎÐÈÑÒÀÒÈÑß�ÔÎÐÌÓËÎÞ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�

Ð�ÂÍßÍÍß�
¿ÊÙÎ�ÄÐÓÃÈÉ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÏÎÄÀÒÈ�Ó�ÂÈÃËßÄ��

2N��ÒÎ�ÌÎÆÍÀ�ÊÎÐÈÑÒÓÂÀÒÈÑß��ÍØÎÞ�ÔÎÐÌÓËÎÞ��ßÊÀ�Â�ÁÀÃÀÒÜÎÕ�ÂÈ�
ÏÀÄÊÀÕ�ÏÎËÅÃØÓ��ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß�

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�Dx2�+�2Nx�+�F�=�0�
§ÍÀÉÄÅÌÎ�ÉÎÃÎ�ÄÈÑÊÐÈÌ�ÍÀÍÒ��'�=��N2�w��DF�=����N2�w�DF��
¯ÎÇÍÀ×ÈÌÎ�ÂÈÐÀÇ�N2�w�DF�×ÅÐÅÇ�'1�
¿ÊÙÎ� D1 0O ,� ÒÎ� ÇÀ� ÔÎÐÌÓËÎÞ� ÊÎÐÅÍ�Â� ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ� Ð�ÂÍßÍÍß�

ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�

x
k D

a

k D

a

k D

a

k D

a
= = =

( )
=

− ± − ± − ± − ±2 4

2

2 2

2

2

2
1 1 11 ,
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ÒÎÁÒÎ�

x
k D

a
=

− ± 1 ,�ÄÅ�'1�=�N2�w�DF�

П Р И К Л А Д   1  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1���x2�w�2x�w�1��=�0�� ���x2�w��x�+�11�=�0��
2��w0��x2�+�2x�w�2�=�0�� ����x2�w�1�x�+���=�0�
���x2�+��x�w���=�0�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��1��¤Ëß�ÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�D�=����E�=�w2��F�=�w1��
¤ÈÑÊÐÈÌ�ÍÀÍÒ�Ð�ÂÍßÍÍß

�D b ac= − = − − − = + =2 24 2 4 3 16 4 192 196( ) ( ) .æ æ

®ÒÆÅ��x1

2 196

6

2 14

6
2= = = −− −

,�x2

2 14

6

8

3

2

3
2= = =+

.

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��w2��2
2

3
.

2��¬À�ÌÎ�
D = − − − = − =2 4 0 5 2 4 4 02 æ æ( , ) ( ) .

®ÒÆÅ��ÄÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÌÀ��ÎÄÈÍ�ÊÎÐ�ÍÜ�

x = =− ±
−

2 0

1
2.

§ÀÓÂÀÆÈÌÎ��ÙÎ� ÄÀÍÅ� Ð�ÂÍßÍÍß�ÌÎÆÍÀ� ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ� �ÍØÈÌ� ÑÏÎ�
ÑÎÁÎÌ��¯ÎÌÍÎÆÈÂØÈ�ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÍÀ�w2��ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�

x2�w��x�+���=�0��§Â�ÄÑÈ��x�w�2�2�=�0��x�w�2�=�0���x�=�2�
¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��2�
���D = − − = + =5 4 1 3 25 12 372 æ æ ( ) .

°�ÂÍßÍÍß�ÌÀ��ÄÂÀ�ÊÎÐÅÍ���x1

5 37

2
= − −

,�x2

5 37

2
= − +

.

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��
− ±5 37

2
.

���D = − − = − = − <( ) .6 4 1 11 36 44 8 02 æ æ
®ÒÆÅ��Ð�ÂÍßÍÍß�ÍÅ�ÌÀ��ÊÎÐÅÍ�Â�
¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ��
���¯ÎÄÀÌÎ�ÄÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�Ó�ÂÈÃËßÄ��5 2 8 3 02x x+ − + =æ ( ) ���ÇÀÑÒÎ�

ÑÓ�ÌÎ�ÔÎÐÌÓËÓ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÄËß�Ð�ÂÍßÍÍß�ÂÈÄÓ�Dx2�+�2Nx�+�F�=�0�
D1

28 5 3 49= − − =( ) ;æ

x1

8 7

5

1

5
= =−

, �x2

8 7

5
3= =+

.

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��
1

5
;����
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П Р И К Л А Д   2  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��x x2 26 16 0+ − = ;�� ���9 8 12 5

1

5

1
x x

x x
− + = +

− −
.

2��x x2
2

10 24 0− ( ) − = ;�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �1���¬À�ÌÎ��x x2 6 16 0+ − = .

¶Å�Ð�ÂÍßÍÍß�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÅ�ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ��ÄÂÎÕ�ÑÈÑÒÅÌ�

À��
x

x x

O0

6 16 02

,

.+ − =




�°�ÂÍßÍÍß�Ö����ÑÈÑÒÅÌÈ�ÌÀ��ÄÂÀ�ÊÎÐÅÍ���w����2��

²ÎÄ��ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ��

x

x

x

O0

2

8

,

,

.

=
= −














�§Â�ÄÑÈ�x�=�2�

Á��
x

x x

<
− − =





0

6 16 02

,

;
�

x

x

x

<
= −
=














0

2

8

,

,

.

�§Â�ÄÑÈ�x�=�w2�

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��w2��2�

2��®ÁËÀÑÒÞ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß���ÏÐÎÌ�ÆÎÊ�>0��+����²ÎÄ��

ÄÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÅ�ÑÈÑÒÅÌ��
x

x x

O0

10 24 02

,

.− − =




�§Â�ÄÑÈ�

x

x

x

O0

2

12

,

,

;

= −
=














�

x�=�12�
¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��12�

���¤ÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÅ�ÑÈÑÒÅÌ��
9 8 1

1 0

2x x

x

− =
− ≠





,

.
�§Â�ÄÑÈ

9 8 1 0

1

2x x

x

− − =
≠





,

;
�

x

x

x

=

= −








≠










1

1

1

9

,

,

;

�x = − 1

9
.

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ���− 1

9
.�

П Р И К Л А Д   3  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß��
1��_�x2�w�x�w���_�=�wx��� 2��_�x�+�1�_�=�x2�+��x�+�1�
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¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �1��§ÀÄÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÅ�ÑÈÑÒÅÌ��

−

− − = −
− − =














x

x x x

x x x

O0

8

8

2

2

,

,

.

� §Â�ÄÑÈ�

x

x

x x

P0

8 0

2 8 0

2

2

,

,

;

− =
− − =














�

x

x

x

x

x

P0

2 2

2 2

4

2

,

,

,

,

.

=

= −
=
= −

























� ®ÒÐÈÌÓ�ÌÎ�

x = −2 2 �ÀÁÎ�x�=�w2�

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��−2 2;�w2�

2��§ÀÄÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÅ�ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ��

x

x x x

x

x x x

+
+ = + +





+ <
− − = + +















1 0

1 3 1

1 0

1 3 1

2

2

O ,

,

,

.

�§Â�ÄÑÈ�

x

x x

x

x x

O −
+ =





< −
+ + =















1

2 0

1

4 2 0

2

2

,

,

,

;

x

x x

x

x x

O −
= = −





< −

= − + = − −

















1

0 2

1

2 2 2 2

,

,

,

;

àáî

àáî

�
x

x

=

= − −






0

2 2

,

.

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��0��− −2 2.�

П Р И К Л А Д   4  �̄ ÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�E�ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�
Ð�ÂÍßÍÍß�

1��2x2�w�Ex�+�1��=�0�� 2���E�+����x2�w��E�w�2��x�+�1�=�0"
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �1��¤ÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß���ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÌ��¢ÎÍÎ�ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�

ÊÎÐ�ÍÜ��ßÊÙÎ�ÉÎÃÎ�ÄÈÑÊÐÈÌ�ÍÀÍÒ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÍÓËÞ��¬À�ÌÎ�

D b b= − = −2 24 2 18 144æ æ ;

E2�w�1���=�0�
E�=�w12�ÀÁÎ�E�=�12�

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��E�=�w12�ÀÁÎ�E�=�12�
2��§ÂÅÐÍÅÌÎ�ÓÂÀÃÓ�ÍÀ�ÏÎØÈÐÅÍÓ�ÏÎÌÈËÊÓ��ÂÂÀÆÀÒÈ�ÒÀÊÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�

ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÌ��ÀÑÏÐÀÂÄ��ÖÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÑÒÅÏÅÍß�ÍÅ�ÂÈÙÅ�ÄÐÓÃÎÃÎ�
¯ÐÈ�E�=�w��ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�Ë�Í�ÉÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��x�+�1�=�0��ßÊÅ�ÌÀ��ÎÄÈÍ�

ÊÎÐ�ÍÜ�
¯ÐÈ�E�≠�w��ÄÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß���ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÌ��¢ÎÍÎ�ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ��

ßÊÙÎ�ÉÎÃÎ�ÄÈÑÊÐÈÌ�ÍÀÍÒ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÍÓËÞ�
'�=��E�w�2�2�w����E�+����=�E2�w��E�+���w��E�w�2��=�E2�w��E�w�20�
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¬À�ÌÎ��E2�w��E�w�20�=�0��ÇÂ�ÄÑÈ��E�=�w2�ÀÁÎ�E�=�10�
¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��E�=�w2��ÀÁÎ�E�=�10��ÀÁÎ�E�=�w���

П Р И К Л А Д   5  �¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�Ð�ÂÍßÍÍß�
D��D�+����x2�+��2D�+����x�w��D�w���=�0�

ÌÀ��Á�ËÜØÅ�Í�Æ�ÎÄÈÍ�ÊÎÐ�ÍÜ"
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �¯ÐÈ�D�=�0�ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�Ë�Í�ÉÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��x�w���=�0��

ßÊÅ�ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�
¯ÐÈ�D�=�w��ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�Ë�Í�ÉÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�0x�=�0��ßÊÅ�ÌÀ��ÁÅÇË�×�

ÊÎÐÅÍ�Â�
¿ÊÙÎ�D�≠�0���D�≠�w���ÒÎ��ÏÎÄ�ËÈÂØÈ�ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÍÀ�

D�+����ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�Dx2�+�2x�w���=�0��¤ÈÑÊÐÈÌ�ÍÀÍÒ�
ÖÜÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÄÎÐ�ÂÍÞ�����1�+��D���¤Ëß�ÂÈÊÎÍÀÍÍß�ÓÌÎÂÈ�ÇÀÄÀ×��

Â�Í�ÌÀ��ÁÓÒÈ�ÄÎÄÀÒÍÈÌ��ÒÎÁÒÎ����1�+��D��!�0��§Â�ÄÑÈ�a > − 1

3
.�¯ÐÎÒÅ�

ÏÐÎÌ�ÆÎÊ� − +





1

3
; � �Ì�ÑÒÈÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�D�=�0��ÏÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÀÄÀÍÅ�Ð�Â�

ÍßÍÍß�ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ��ÙÎ�ÍÅ�ÇÀÄÎÂÎËÜÍß��ÓÌÎÂÓ�ÇÀÄÀ×���¶ÅÉ�
ÔÀÊÒ�ÑË�Ä�ÓÐÀÕÓÂÀÒÈ�ÏÐÈ�ÇÀÏÈÑ��Â�ÄÏÎÂ�Ä��

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��D�=�w���ÀÁÎ�− < <1

3
0a ,�ÀÁÎ�D�!�0��

1. Значення якого виразу називають дискримінантом квадратного рів -
няння?

2. Як залежить кількість коренів квадратного рівняння від знака дискри-
мінанта?

3. Запишіть формулу коренів квадратного рівняння.
4. Яким алгоритмом зручно користуватися під час розв’язування квадрат-

них рівнянь?

Кілька поколінь учителів  
і вчительок математики набували 

педагогічного досвіду, а їхні учні та 
учениці поглиблювали свої знання, 

користуючись чудовою книжкою 
«Квадратні рівняння» блискучого 

українського педагога й математика 
Миколи Андрійовича Чайковського.

М. А. Чайковський
(1887–1970)

М. А. Чайковський залишив велику наукову  
й педагогічну спадщину. Його роботи відомі далеко  

за межами України.
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ВПРАВИ

38.1.q� §ÍÀÉÄ�ÒÜ� ÄÈÑÊÐÈÌ�ÍÀÍÒ� �� ÂÈÇÍÀ×ÒÅ� Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ� ÊÎÐÅÍ�Â� Ð�Â�
ÍßÍÍß�

1��x2�+�2x�w���=�0��� ���2x2�w��x�w�����=�0�
2��x2�w��x�+���=�0�� ����x2�w�2x�+�0�2�=�0�

38.2.q�¿ÊÅ�Ç�ÍÀÂÅÄÅÍÈÕ�Ð�ÂÍßÍÜ�ÌÀ��ÄÂÀ�ÊÎÐÅÍ��
1��x2�+��x�+���=�0�� ����x2�w�12x�+���=�0�
2���x2�w��x�w�1�=�0�� ���2x2�w��x�+�1��=�0"

38.3.q�¿ÊÅ�Ç�ÍÀÂÅÄÅÍÈÕ�Ð�ÂÍßÍÜ�ÍÅ�ÌÀ��ÊÎÐÅÍ�Â�
1��x2�w��x�+���=�0�� ����x2�+��x�w�2�=�0�
2���x2�w�10x�+���=�0�� ���0�0�x2�w�0��x�+�1�=�0"

38.4.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x2�w��x�+���=�0�� � ����x2�w��x�w�20�=�0�
2��x2�+��x�w���=�0�� 10��10x2�w��x�w���=�0�
���x2�w��x�w�21�=�0�� 11��w�x2�+��x�w�2�=�0�
���x2�+�x�w����=�0�� 12��w�x2�+��x�+���=�0�
���x2�w��x�+�12�=�0�� 1���x2�w��x�+�1�=�0�
���x2�+��x�+���=�0�� 1���2x2�w�x�w���=�0�
���wx2�+��x�+����=�0�� 1���x2�w��x�+�20�=�0�
���2x2�w�x�w���=�0��

38.5.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x2�w��x�+�2�=�0�� � ����x2�w��x�w�1�=�0�
2��x2�+�12x�w�1��=�0�� � ���w2x2�+�x�+�1��=�0�
���x2�w��x�+�10�=�0�� � ����x2�+��x�w���=�0�
���x2�w�x�w��2�=�0�� 10��1�x2�w��x�w���=�0�
���2x2�w��x�+�2�=�0�� 11��x2�w��x�+�11�=�0�
���2x2�w��x�w���=�0�� 12��wx2�w��x�+�12�=�0�

38.6.q�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÇÌ�ÍÍÎ����Ð�ÂÍÈÌÈ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�
1��ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�Â��x2�w�2�������w�x�
2��ÄÂÎ×ËÅÍÀ�y�w�����ÒÐÈ×ËÅÍÀ�y2�w��y�+���
���ÒÐÈ×ËÅÍ�Â��P2�+��P�+�2�����2P2�+�10P�+��"

38.7.q�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÇÌ�ÍÍÎ����Ð�ÂÍÈÌÈ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�
1��ÄÂÎ×ËÅÍÀ��x�+�����ÒÐÈ×ËÅÍÀ��x2�+��x�w�10�
2��ÒÐÈ×ËÅÍ�Â�10S2�+�10S�+��������S2�w�10S�+�11"
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38.8.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÊÎÐÅÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�
1���2x�w�����x�+�2��=�1��
2����x�w���2�+���x�w�1����x�+�1��=���
����x�+���2�w��2x�w�1�2�=�1��
����x�w���2�w�2x��x�+����=��0�w�12x�
����x�+�����x�w����w���x�+�1���x�w�2��=�w21x�
����2x�w�1���2x�+�1��w�x��1�w�x��=�2x��x�+�1��

38.9.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1���x�w���2�=��x�w�11�
2���x�+���2�+��x�w�����x�+����=��x�w�1��
�����x�w�1���x�+����=��2x�+�����x�+����w�1��

38.10.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��2 5 15 02x x+ − = ;� ���
4

3

17

9

5 1

6

2 2x x x x+ + −− = ;

2��x x2 6 1 6 0− −( )− = ;� ���
2

3

2

2

2

4

2 2

3
x x x− − =+ +

.

���
x x2 4

8

2 3

3
1

− +− = − ;

38.11.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��x x2 3 2 4 0+ + = ;� ���
2

3

3

4

2

1
x x x

x
+ +− = − ;

2��x x2 3 2 2 3 0− +( )+ = ;� ���
3

4

3 17

10

2 7

5

2 2x x x x+ + −− = .

38.12.q�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�×ÈÑËÎ�
1

4
���ÊÎÐÅÍÅÌ�Ð�Â�

ÍßÍÍß�D2x2�+��Dx�w���=�0"
38.13.q�̄ ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�×ÈÑËÎ�2���ÊÎÐÅÍÅÌ�Ð�ÂÍßÍÍß�

x2�w�0��Dx�w��D2�=�0"
38.14.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÊÎËÈ�ÑÒÀÐØÈÉ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ���Â�ËÜÍÈÉ�×ËÅÍ�ÊÂÀ�

ÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÌÀÞÒÜ�Ð�ÇÍ��ÇÍÀÊÈ��ÒÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÌÀ��ÄÂÀ�ÊÎÐÅÍ��
38.15.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ��ÊÂÀÄÐÀÒ�ßÊÎÃÎ�ÍÀ��2�Á�ËÜØÈÉ�

ÇÀ�ÄÀÍÅ�×ÈÑËÎ�
38.16.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÏÅÐÈÌÅÒÐ�ÏÐßÌÎÊÓÒÍÈÊÀ��ÏËÎÙÀ�ßÊÎÃÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��

�0�ÑÌ2��À�ÎÄÍÀ�Ç��ÑÒÎÐ�Í�ÍÀ���ÑÌ�Á�ËÜØÀ�ÇÀ�ÄÐÓÃÓ�
38.17.q�¤ÎÁÓÒÎÊ�ÄÂÎÕ�×ÈÑÅË�ÄÎÐ�ÂÍÞ������§ÍÀÉÄ�ÒÜ�Ö��×ÈÑËÀ��ßÊÙÎ�

ÎÄÍÅ�Ç�ÍÈÕ�ÍÀ���ÌÅÍØÅ�Â�Ä�ÄÐÓÃÎÃÎ�
¿�38.18.q�¤ÎÁÓÒÎÊ�ÄÂÎÕ�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�ÍÀ����Á�ËÜ�

ØÈÉ�ÇÀ��ÕÍÞ�ÑÓÌÓ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�Ö��×ÈÑËÀ�

¿�38.19.q�±ÓÌÀ�ÊÂÀÄÐÀÒ�Â�ÄÂÎÕ�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�ÄÎ�
Ð�ÂÍÞ�������§ÍÀÉÄ�ÒÜ�Ö��×ÈÑËÀ�
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38.20.q�¢�Ä�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ËÈÑÒÀ�ÊÀÐÒÎÍÓ�Â�ÄÐ�ÇÀËÈ�ÑÌÓÆÊÓ�Ó�ÔÎÐÌ��
ÏÐßÌÎÊÓÒÍÈÊÀ�ÇÀÂØÈÐØÊÈ���ÑÌ���ÇÀÂÄÎÂÆÊÈ�Ç��ÑÒÎÐÎÍÓ�ÊÂÀÄÐÀ�
ÒÀ��¯ËÎÙÀ�ÐÅØÒÈ�ËÈÑÒÀ�ÑÒÀÍÎÂÈÒÜ��0�ÑÌ2��¿ÊÎÞ�ÁÓËÀ�ÄÎÂÆÈÍÀ�
ÑÒÎÐÎÍÈ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ËÈÑÒÀ�ÊÀÐÒÎÍÓ"

38.21.q�¢�Ä�ÏÐßÌÎÊÓÒÍÎÃÎ�ÀÐÊÓØÀ�ÏÀÏÅÐÓ�ÇÀÂÄÎÂÆÊÈ�1��ÑÌ�Â�ÄÐ�ÇÀËÈ�
ÊÂÀÄÐÀÒ��ÑÒÎÐÎÍÀ�ßÊÎÃÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ØÈÐÈÍ��ÀÐÊÓØÀ��̄ ËÎÙÀ�ÐÅØÒÈ�
ÀÐÊÓØÀ�ÑÒÀÍÎÂÈÒÜ��2�ÑÌ2��¿ÊÎÞ�ÁÓËÀ�ØÈÐÈÍÀ�ÀÐÊÓØÀ�ÏÀÏÅÐÓ"

38.22.q� §ÍÀÉÄ�ÒÜ� ÒÐÈ� ÏÎÑË�ÄÎÂÍÈÕ� ÍÅÏÀÐÍÈÕ� ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ� ×ÈÑËÀ��
ßÊÙÎ�ÊÂÀÄÐÀÒ�ÏÅÐØÎÃÎ�Ç�ÍÈÕ�ÍÀ����Á�ËÜØÈÉ�ÇÀ�ÏÎÄÂÎ�ÍÓ�ÑÓÌÓ�
ÄÐÓÃÎÃÎ�ÒÀ�ÒÐÅÒÜÎÃÎ�

38.23.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�×ÎÒÈÐÈ�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÈÕ�ÏÀÐÍÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑËÀ��
ßÊÙÎ�ÑÓÌÀ�ÏÅÐØÎÃÎ�ÒÀ�ÒÐÅÒÜÎÃÎ�×ÈÑÅË�Ó���ÐÀÇ�Â�ÌÅÍØÀ�Â�Ä�ÄÎ�
ÁÓÒÊÓ�ÄÐÓÃÎÃÎ�ÒÀ�×ÅÒÂÅÐÒÎÃÎ�×ÈÑÅË�

38.24.q��°Ñ¿ÏÍÃ¿ÁÌÞ��ÌÃ�ÈÐÛÉ¿�Æ¿Ã¿Ö¿��
À�ÄÂ��ÇÃÐÀ��ÐÎÇÄ�ËÈÂØÈÑÜ�
¬ÀÂÏÈ�Â�ÃÀ��ÂÅÑÅËÈËÈÑÜ�
®ÄÍÀ�ÂÎÑÜÌÀ��Õ�Â�ÊÂÀÄÐÀÒ�
³�ÊÓÙÀÕ�ÏÎÒ�ØÍÎ�ÃÐÀËÈ�
 �ÄÂÀÍÀÄÖßÒÜ�ÍÀ�Ë�ÀÍÀÕ
²Î�ÂÈÑ�ËÈ��ÒÎ�ÑÒÐÈÁÀËÈ�
°ÀÇÎÌ�ÑÊ�ËÜÊÈ��ÒÈ�Ä�ÇÍÀÉÑß�
¬ÀÂÏ�ÁÓËÎ�Ó�ÒÎÌÓ�ÃÀ�"

38.25.q�³�ÒÓÐÍ�Ð��Ç�ÔÓÒÁÎËÓ�ÁÓËÎ�Ç�ÃÐÀÍÎ����ÌÀÒ×�Â��±Ê�ËÜÊÈ�ÊÎÌÀÍÄ�
ÁÐÀËÎ�Ó×ÀÑÒÜ�Ó�ÒÓÐÍ�Ð���ßÊÙÎ�ÊÎÆÍÀ�ÊÎÌÀÍÄÀ�Ç�ÃÐÀËÀ�ÏÎ�ÎÄÍÎÌÓ�
ÐÀÇÓ�Ç�ÊÎÆÍÎÞ�Ç�ÐÅØÒÈ�ÊÎÌÀÍÄ"

38.26.q�±Ê�ËÜÊÈ�ÑÒÎÐ�Í�ÌÀ��ÌÍÎÃÎÊÓÒÍÈÊ��ßÊÙÎ�Â�ÍÜÎÌÓ�ÌÎÆÍÀ�ÏÐÎ�
ÂÅÑÒÈ��0�Ä�ÀÃÎÍÀËÅÉ"

38.27.q�̄ ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�E�ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��2x2�+��x�w�E�=�0�� 2���x2�w�Ex�+�12�=�0"

38.28.q�̄ ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�E�ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1���x2�w�1�x�+�E�=�0�� 2���x2�+�Ex�+�2�=�0"

38.29.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��_�x2�+��x�w���_�=���� � ���x2�+���_�x�_�+���=�0�
2��_�x2�w�x�w���_�=�1�� � ���x2�w�_�x�w���_�=���
���x2�w��_��x�_�w�21�=�0�� � ���x�_�2x�+�1�_�w��x�w���=�0�
����x2�w���_�x�_�+���=�0�� 10��x x2 28 15 0− + = ;

���x�_�x�_�+��x�w���=�0�� 11��x x2 24 12 0+ − = ;

���x
x

x
2

24
12 0+ − = ;� 12��_�_�x2�w��x�+���_�w���_�=�1�
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38.30.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��_�x2�+�10x�w���_�=�20�� � ���2 6 02
213

x
x

x
− + = ;

2��x2�w���_�x�_�+���=�0�� � ���
x

x
x

3

14 15 0− − = ;

���_�x2�w�x�w�1�_�=�1�� � ���x x2 28 9 0− − = ;

���x�_�x�_�+�12x�w����=�0�� 10��x x2 27 12 0+ + = ;

���x�_�x�_�w�1�x�+�1��=�0�� 11��x2�+�_�x�+���_�=���
����x2�+���_�x�_�w���=�0�� 12��x�_�x�w�2�_�w��x�+���=�0�

38.31.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��x x
x x

2 2 80
3

8

3

8
+ + = +

− −
;� ���2 9 1 27 02

2

x x+ +( ) − = ;

2��x x2
2

8 33 0+ ( ) − = ;� ���x x
x

x
2 5 14 0

2

2
− − =−

−
.

���x2�+� x −( ) − =2 5 0
2

;

38.32.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��6 5 12 1

1

1

1
x x

x x
+ − = −

+ +
;� ���x x2

2

4 2 13 0− +( ) − = ;

2��5 14 3 02
2

x x− ( ) − = ;� ���x x
x

x
2 2 3 0

1

1
+ + =−

−
.

���x x2
2

3 8 0− +( ) − = .

38.33.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1�� x x x x2 22 8 20 0+ + − − = ;���

2�� x x x x2 29 8 16 64 0− + + − + = .

38.34.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1�� x x x x2 22 3 8 7 1 0+ − + − − = ;�

2��x2�+��x�+���+�_�x2�+�x�w���_�=�0�
��� 36 5 6 02 2− + + − =x x x .

38.35.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1�� x x x−( ) + − =2 2 24 02( ) ;���

2��( ) ( ) .x x x x x2 22 5 3 11 4 0+ −( ) − − =

38.36.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß� x x x−( ) + − =3 4 21 02( ) .

38.37.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�S�ÌÀ��ÄÂÀ�
ÊÎÐÅÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�
1���x2�w�Sx�w���=�0�� 2��x2�+�Sx�+�S�w�2�=�0�
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38.38.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�P�ÍÅ�ÌÀ��
ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x2�+�Px�+�P2�+�1�=�0�� 2��x2�w�2Px�+�2P2�+���=�0�

38.39.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�E�Ð�ÂÍßÍÍß�
x2�+�Ex�w���=�0�ÌÀ��ÄÂÀ�ÊÎÐÅÍ��

38.40.x�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÌÀ��ÄÂÀ�ÊÎÐÅÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x2�+��x�+�D�=�0�� 2��x2�+�2Dx�+�D2�w��D�+�1�=�0"

38.41.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��_�x2�+�x�w���_�=�x�� ���_�x�w�2�_�=�x2�w�2x�
2��_�x2�+�x�w�1�_�=�2x�w�1�� ���_�2x�+�1�_�=�x2�w�x�w�1�

38.42.x�x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��_�x2�w�2x�_�=���w�2x�� 2��_�x�w���_�=�x2�w��x�+���

38.43.xx�¤Ëß�ÊÎÆÍÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÐÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x2�+���D�+�1��x�+�2D2�+�D�=�0��
2��x2�w��2D�+����x�+��D�=�0��
���D2x2�w�2�Dx�w�2��=�0�
������2D�w�1��x2�w�2��D�+�1��x�+�1�=�0�

38.44.xx�¤Ëß�ÊÎÆÍÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÐÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x2�w��2D�w����x�w��D2�+��D�=�0�� ���Dx2�w��D�+�1��x�+�1�=�0�
2��x2�+���D�w����x�w�12D�=�0�

38.45.xx�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�E�ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�Ð�Â�
ÍßÍÍß�
1��Ex2�w��x�w���=�0��
2���E�+����x2�w��E�+����x�+���=�0��
����E�w����x2�+��2E�w����x�+�1��=�0�
����E�+�2��x2�+��E2�+�2E��x�+�E�+�2�=�0"

38.46.xx�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�E�ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�Ð�Â�
ÍßÍÍß�
1��Ex2�+�x�+�E�=�0��
2���E�+����x2�+��E�+�1��x�w�2�=�0�
����E�w�2��x2�+����w�2E��x�+���=�0"

38.47.xx�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�Ð�ÂÍßÍÍß�Dx2�+��x�+���=�0�
ÌÀ��ÄÂÀ�ÊÎÐÅÍ�"

38.48.xx�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�Ð�ÂÍßÍÍß�
D��2D�+����x2�w��D�+�2��x�w��D�w�10�=�0�

ÌÀ��Á�ËÜØÅ�Í�Æ�ÎÄÈÍ�ÐÎÇÂsßÇÎÊ"



39.  Теорема Вієта 291

 39. Теорема Вієта39.

²ÅÎÐÅÌÀ�39.1��ÒÅÎÐÅÌÀ�¢��ÒÀ�. Якщо x1 і x2 x корені квадрат�
ного рівняння ax2�+�Ex + F�=�0, то

x x
b

a
1 2+ = − , � x x

c

a
1 2 = .

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��³ÌÎÂÎÞ�ÒÅÎÐÅÌÈ�ÏÅÐÅÄÁÀ×ÅÍÎ��ÙÎ�ÄÀÍÅ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�
Ð�ÂÍßÍÍß�ÌÀ�� ÊÎÐÅÍ��� ²ÎÌÓ� ÉÎÃÎ� ÄÈÑÊÐÈÌ�ÍÀÍÒ�'� ÍÅ� ÌÎÆÅ� ÁÓÒÈ�
Â�Äs�ÌÍÈÌ�

ÅÕÀÉ�'�!�0��§ÀÑÒÎÑÓÂÀÂØÈ�ÔÎÐÌÓËÓ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�Â�
ÍßÍÍß��ÇÀÏÈØÅÌÎ�

x
b D

a1 2
= − −

,�x
b D

a2 2
= − +

.

¬À�ÌÎ��x x
b D

a

b D

a

b D b D

a

b

a1 2 2 2 2
+ = + = = −− − − + − − − +

,

x x
b D

a

b D

a

b D

a

b D

a

b b ac

a

c

a1 2

2
2

2

2

2

2 2

22 2 4 4

4

4
= =

( )
= = =− − − + − − − − −

æ
( ) ( )

..

ÅÕÀÉ�'�=�0��³�ÖÜÎÌÓ�ÐÀÇ��ÂÂÀÆÀÞÒÜ��ÙÎ�x x
b

a1 2 2
= = −

.�¬À�ÌÎ�

x x
b

a

b

a1 2 2
2

+ = 



 = −−æ ,

x x
b

a

ac

a

c

a1 2

2

2 24

4

4
= = = .�

Французький математик, за фахом юрист. 
У 1591 р. упровадив буквені позначення 

не лише для невідомих величин, 
але й для коефіцієнтів рівнянь, завдяки 

чому стало можливим виражати 
властивості рівнянь та їхні корені 

загальними формулами. Серед своїх 
відкриттів сам Вієт особливо високо цінив 

установлення залежності між коренями 
й коефіцієнтами рівнянь.

Франсуа Вієт�
(1540–1603)
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ÀÑË�ÄÎÊ. Якщо x1 і x2 x корені зведеного квадратного рів�
няння x2�+�Ex + F�=�0, то

x1�+�x2�=�wE�
x1x2�=�F.

�ÍØÈÌÈ�ÑËÎÂÀÌÈ��ÐÒË¿�ÉÍÏÄÌ�Á�ÆÁÄÃÄÌÍÂÍ�ÉÁ¿ÃÏ¿ÑÌÍÂÍ�Ï�ÁÌÞÌÌÞ�
ÃÍÏ�ÁÌÝ��ÃÏÒÂÍËÒ�ÉÍÄÓ�Õ��ÌÑÒ��ÒÆÞÑÍËÒ�Æ�ÎÏÍÑÇÊÄÅÌÇË�ÆÌ¿ÉÍË��
¿�ÃÍÀÒÑÍÉ�ÉÍÏÄÌ�Á�ÃÍÏ�ÁÌÝ��Á�ÊÛÌÍËÒ�ÖÊÄÌÒ�

²ÅÎÐÅÌÀ�39.2��ÎÁÅÐÍÅÍÀ�ÄÎ�ÒÅÎÐÅÌÈ�¢��ÒÀ�. Якщо чиÑла 

D і E такі, що α + β = − b

a
����� αβ = c

a
,  то ці чиÑла є коренями ква�

дратного рівняння ax2�+�Ex + F�=�0.
£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�Dx2�+�Ex�+�F�=�0��

¯ÅÐÅÒÂÎÐÈÌÎ�ÉÎÃÎ�Ó�ÇÂÅÄÅÍÅ�

x x
b

a

c

a
2 0+ + = .

§Ã�ÄÍÎ�Ç�ÓÌÎÂÎÞ�ÒÅÎÐÅÌÈ�ÖÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ�ÒÀÊ�
� x2�w��D�+�E��x�+�DE�=�0�� ��

¯�ÄÑÒÀÂÈÌÎ�Â�Ë�ÂÓ�×ÀÑÒÈÍÓ�ÖÜÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÇÀÌ�ÑÒÜ�x�ÑÏÎ×ÀÒÊÓ�
×ÈÑËÎ�D��À�ÏÎÒ�Ì�×ÈÑËÎ�E��®ÒÐÈÌÓ�ÌÎ�

D2�w��D�+�E��D�+�DE�=�D2�w�D2�w�DE�+�DE�=�0�
E2�w��D�+�E��E�+�DE�=�E2�w�DE�w�E2�+�DE�=�0�

²ÀÊÈÌ�×ÈÍÎÌ��×ÈÑËÀ�D���E���ÊÎÐÅÍßÌÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�����À�ÎÒÆÅ����ÊÎ�
ÐÅÍßÌÈ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�Dx2�+�Ex�+�F�=�0��

ÀÑË�ÄÎÊ.�Якщо чиÑла D і E такі, що D�+�E�=�wE  і  DE�=�F, то ці 
чиÑла є коренями зведеного квадратного рівняння x2�+�Ex + F�=�0.

¶ÅÉ�ÍÀÑË�ÄÎÊ�ÄÀ��ÇÌÎÃÓ�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÒÈ�ÄÅßÊ��ÊÂÀÄÐÀÒÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�
ÓÑÍÎ��ÍÅ�ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ÔÎÐÌÓËÓ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�

П Р И К Л А Д   1  � §ÍÀÉÄ�ÒÜ� ÑÓÌÓ� ÒÀ� ÄÎÁÓÒÎÊ� ÊÎÐÅÍ�Â� Ð�ÂÍßÍÍß��
�x2�w�1�x�+�2�=�0�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �§sßÑÓ�ÌÎ��×È�ÌÀ��ÄÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÊÎÐÅÍ��
¬À�ÌÎ��D = − − = − >( ) .15 4 3 2 225 24 02 æ æ �®ÒÆÅ��Ð�ÂÍßÍÍß�ÌÀ��ÄÂÀ�

ÊÎÐÅÍ��x1���x2�

²ÎÄ��ÇÀ�ÒÅÎÐÅÌÎÞ�¢��ÒÀ�x x1 2

15

3
5+ = − =−

,�x x1 2

2

3
= .�

П Р И К Л А Д   2  �§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÈ�E���F�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+�Ex�+�F�=�0��
ßÊÙÎ�ÉÎÃÎ�ÊÎÐÅÍßÌÈ���×ÈÑËÀ�w������

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ
§À�ÒÅÎÐÅÌÎÞ�¢��ÒÀ�E�=�w�w��+����=����c = − = −7 4 28æ .�
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П Р И К Л А Д   3  �±ÊËÀÄ�ÒÜ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��Ç�Ö�ËÈÌÈ�ÊÎÅÔ�Ö��Í�

ÒÀÌÈ��ÊÎÐÅÍ��ßÊÎÃÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ��1������− 5

7
;�2��

6 7

2

−
���

6 7

2

+
.

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��1��ÅÕÀÉ�x1�=�����x2

5

7
= − .

²ÎÄ��x x1 2 4
5

7

23

7
+ = − = ,�x x1 2 4

5

7

20

7
= −



 = −æ .

§À�ÒÅÎÐÅÌÎÞ��ÎÁÅÐÍÅÍÎÞ�ÄÎ�ÒÅÎÐÅÌÈ�¢��ÒÀ��×ÈÑËÀ�x1���x2���ÊÎÐÅ�

ÍßÌÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�x x2 23

7

20

7
0− − = .�¯ÎÌÍÎÆÈÂØÈ�ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�ÖÜÎ�

ÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÍÀ����ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��Ç�Ö�ËÈÌÈ�ÊÎÅÔ��
Ö��ÍÒÀÌÈ�

�x2�w�2�x�w�20�=�0�

2��ÅÕÀÉ�x1

6 7

2
= −

���x2

6 7

2
= +

.

²ÎÄ��x x1 2

6 7

2

6 7

2
6+ = + =− +

,�x x1 2

6 7

2

6 7

2

36 7

4

29

4
= = =− + −

æ .

®ÒÆÅ��x1���x2���ÊÎÐÅÍßÌÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�x x2 6 0
29

4
− + = .�§Â�ÄÑÈ�ØÓÊÀ�

ÍÈÌ���Ð�ÂÍßÍÍß��x2�w�2�x�+�2��=�0��

П Р И К Л А Д  4  �¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�x1���x2�x�ÊÎÐÅÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�2x2�w��x�w���=�0��

Å� ÐÎÇÂsßÇÓÞ×È� Ð�ÂÍßÍÍß�� ÇÍÀÉÄ�ÒÜ� ÇÍÀ×ÅÍÍß� ÂÈÐÀÇÓ�� 1��
1 1

2 1x x
+ ;�

2��x x1
2

2
2+ .

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �§À�ÒÅÎÐÅÌÎÞ�¢��ÒÀ�x x1 2

3

2
+ = ,�x x1 2

9

2
= − .

²ÎÄ��ÌÀ�ÌÎ�

1��
1 1 3

2

9

2

1

32 1

1 2

1 2x x

x x

x x
+ = = −



 = −

+
: .

2��x x x x x x1
2

2
2

1 2
2

1 2

2

2 2 9
3

2

9

2

9

4

45

4
+ = + − = 



 − −



 = + =( ) .æ

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��1��− 1

3
;�2��

45

4
.�

П Р И К Л А Д   5  �·ÈÑËÎ�����ÊÎÐÅÍÅÌ�Ð�ÂÍßÍÍß��x2�w�10x�+�Q�=�0��§ÍÀÉ�
Ä�ÒÜ�ÄÐÓÃÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÒÀ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�Q�
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¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��ÅÕÀÉ�x1���x2�x�ÊÎÐÅÍ��ÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��ÏÐÈ×ÎÌÓ�

x1�=����§À�ÒÅÎÐÅÌÎÞ�¢��ÒÀ�x x1 2

10

3
+ = .�²ÎÄ��x2

10

3

2

3
4= − = − .�¬À�ÌÎ��

n
x x

3

8

31 2= = − ;�Q�=�w��

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��x2

2

3
= − ,�n = −8.�

П Р И К Л А Д   6  �±ÊËÀÄ�ÒÜ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��ÊÎÐÅÍ��ßÊÎÃÎ�ÍÀ���
Á�ËÜØ��ÇÀ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ��ÊÎÐÅÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+��x�w�1��=�0�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ�� �ÅÕÀÉ� x1� �� x2�x� ÊÎÐÅÍ�� ÄÀÍÎÃÎ� Ð�ÂÍßÍÍß�� ′x1 �

�� ′x2 �x�ÊÎÐÅÍ��ØÓÊÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�

§À�ÓÌÎÂÎÞ� ′ = +x x1 1 4,� ′ = +x x2 2 4.

§À�ÒÅÎÐÅÌÎÞ�¢��ÒÀ�x1�+�x2�=�w���x1x2�=�w1��
²ÎÄ��ÌÀ�ÌÎ�

′ + ′ = + + + = + + = − + =x x x x x x1 2 1 2 1 24 4 8 6 8 2( ) ;

′ ′ = + + = + + + = − + − + =x x x x x x x x1 2 1 2 1 2 1 24 4 4 16 14 4 6 16 22( ) ( ) ( ) ( ) .æ
®ÒÆÅ��ÇÀ�ÒÅÎÐÅÌÎÞ��ÎÁÅÐÍÅÍÎÞ�ÄÎ�ÒÅÎÐÅÌÈ�¢��ÒÀ��ØÓÊÀÍÈÌ���Ð�Â�

ÍßÍÍß�x2�w�2x�w�22�=�0�
¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��x2�w�2x�w�22�=�0��

П Р И К Л А Д   7  �¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÑÓÌÀ�ÊÂÀÄÐÀÒ�Â�
ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+�Dx�+�D�=�0�ÄÎÐ�ÂÍÞ���"

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� � ÅÕÀÉ�x1� �� x2�x� ÊÎÐÅÍ�� ÄÀÍÎÃÎ� Ð�ÂÍßÍÍß�� §À�
ÓÌÎÂÎÞ�x x1

2
2
2 3+ = ,�ÒÎÁÒÎ��x1�+�x2�2�w�2x1x2�=����§ÀÑÒÎÑÎÂÓÞ×È�ÒÅÎÐÅ�

ÌÓ�¢��ÒÀ��ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ���wD�2�w�2D�=����D2�w�2D�w���=�0��§Â�ÄÑÈ�
D�=�w1�ÀÁÎ�D�=����

§ÄÀÂÀËÎÑß� Á�� ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß� ÇÀÂÅÐØÅÍÅ�� ¯ÐÎÒÅ� ÒÅÎÐÅÌÀ� ¢��ÒÀ�
�ÏÐÀÖÞ���ËÈØÅ�ÄËß�ÒÈÕ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÕ�Ð�ÂÍßÍÜ��ßÊ��ÌÀÞÒÜ�ÊÎÐÅÍ���
 � ÇÀÄÀÍÅ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÌÀ��ÊÎÐÅÍ��ÍÅ�ÏÐÈ�ÂÑ�Õ� ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�
ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�� �ÑÍÓÂÀÍÍß�ÊÎÐÅÍ�Â�ÂÈÇÍÀ×À�ÒÜÑß�ÓÌÎÂÎÞ� DO0;�ÄËß�

ÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�'�=�D2�w��D��®ÒÆÅ��ÇÍÀÉÄÅÍ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�D�=�w1���D�=���
ÌÀÞÒÜ�ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÒÈ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ� a a2 4 0− O .�«ÅÃÊÎ�ÂÑÒÀÍÎÂÈÒÈ��ÙÎ�

Ï�ÄÕÎÄÈÒÜ�Ò�ËÜÊÈ�D�=�w1�
¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��D�=�w1��

1. Сформулюйте теорему Вієта.
2. Сформулюйте наслідок з теореми Вієта.
3. Сформулюйте теорему, обернену до теореми Вієта.
4. Сформулюйте наслідок з теореми, оберненої до теореми Вієта.
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ВПРАВИ

39.1.q�Å� ÐÎÇÂsßÇÓÞ×È� Ð�ÂÍßÍÍß�� ÇÍÀÉÄ�ÒÜ� ÑÓÌÓ� ÒÀ� ÄÎÁÓÒÎÊ� ÉÎÃÎ�
ÊÎÐÅÍ�Â�
1��x2�+��x�w��2�=�0�� ���2x2�w��x�+���=�0�
2��x2�w�10x�+���=�0�� ���10x2�+��2x�+�2��=�0�

39.2.q�Å� ÐÎÇÂsßÇÓÞ×È� Ð�ÂÍßÍÍß�� ÇÍÀÉÄ�ÒÜ� ÑÓÌÓ� ÒÀ� ÄÎÁÓÒÎÊ� ÉÎÃÎ�
ÊÎÐÅÍ�Â�
1��x2�w�12x�w�1��=�0�� ����x2�+��x�+�2�=�0�
2��x2�+�2x�w���=�0�� ���w�x2�w��x�+�2��=�0�

39.3.q�ªÎÐÈÑÒÓÞ×ÈÑÜ�ÒÅÎÐÅÌÎÞ��ÎÁÅÐÍÅÍÎÞ�ÄÎ�ÒÅÎÐÅÌÈ�¢��ÒÀ��ÓÑÒÀ�
ÍÎÂ�ÒÜ��×È���ÊÎÐÅÍßÌÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x2�w��x�+�12�=�0�×ÈÑËÀ�2�����
2��x2�+�x�w����=�0�×ÈÑËÀ�w������
���x2�w�1�x�+��2�=�0�×ÈÑËÀ�������
���x2�w�20x�w����=�0�×ÈÑËÀ�����11�

39.4.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÈ�E���F�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+�Ex�+�F�=�0��ßÊÙÎ�
ÉÎÃÎ�ÊÎÐÅÍßÌÈ���×ÈÑËÀ�
1��w��������� 2����������

39.5.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÈ�E���F�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+�Ex�+�F�=�0��ßÊÙÎ�
ÉÎÃÎ�ÊÎÐÅÍßÌÈ���×ÈÑËÀ�
1��w2�����0���� 2��w10�����w20�

39.6.q�±ÊËÀÄ�ÒÜ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��Ç�Ö�ËÈÌÈ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÀÌÈ��ÊÎÐÅÍ��
ßÊÎÃÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ�
1��2�������� ���w0�2�����w10�� ���0�������

2��− 1

3
����2�� ���2 3− ���2 3+ ;� ���− 7 ��� 7.

39.7.q�±ÊËÀÄ�ÒÜ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��Ç�Ö�ËÈÌÈ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÀÌÈ��ÊÎÐÅÍ��
ßÊÎÃÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ�

1��w������w�����2��������w0���������
1

2
�����

2

3
;�������5 10− ���5 10+ .

39.8.q�·ÈÑËÎ�w2���ÊÎÐÅÍÅÌ�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�w��x�+�T�=�0��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ�
×ÅÍÍß�T���ÄÐÓÃÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

39.9.q�·ÈÑËÎ�����ÊÎÐÅÍÅÌ�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+�Sx�w��2�=�0��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ�
×ÅÍÍß�S���ÄÐÓÃÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

39.10.q�·ÈÑËÎ�
1

3
���ÊÎÐÅÍÅÌ�Ð�ÂÍßÍÍß��x2�w�Ex�+���=�0��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ�

×ÅÍÍß�E���ÄÐÓÃÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
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39.11.q�·ÈÑËÎ�w0�2���ÊÎÐÅÍÅÌ�Ð�ÂÍßÍÍß��x2�w����x�+�P�=�0��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�
ÇÍÀ×ÅÍÍß�P���ÄÐÓÃÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

39.12.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�x1���x2�x�ÊÎÐÅÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�2x2�w��x�w�1��=�0��Å�
ÐÎÇ�ÂsßÇÓÞ×È�Ð�ÂÍßÍÍß��ÇÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�x1x2�w��x1�w��x2�

39.13.q�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�x1���x2�x�ÊÎÐÅÍ��Ð�ÂÍßÍÍß��x2�+��x�w�1��=�0��Å�
ÐÎÇ�ÂsßÇÓÞ×È�Ð�ÂÍßÍÍß��ÇÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ��x1x2�w�x1�w�x2�

39.14.q�¯ÐÈ�ßÊÎÌÓ� ÇÍÀ×ÅÍÍ��E�ÊÎÐÅÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+�Ex�w�1��=� 0�
��ÏÐÎÒÈËÅÆÍÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ"�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�Ö��ÊÎÐÅÍ��

39.15.q�§ÀÑÒÎÑÎÂÓÞ×È�ÒÅÎÐÅÌÓ��ÎÁÅÐÍÅÍÓ�ÄÎ�ÒÅÎÐÅÌÈ�¢��ÒÀ��ÐÎÇÂsßÆ�ÒÜ�
Ð�ÂÍßÍÍß�

1��x2�w��x�+���=�0�� ���x2�+�2x�w���=�0�
2��x2�+��x�+���=�0�� ���2x2�+��x�+���=�0�
���x2�w��x�+�20�=�0�� ���w�x2�w�1�x�+�2��=�0�

39.16.q�§ÀÑÒÎÑÎÂÓÞ×È�ÒÅÎÐÅÌÓ��ÎÁÅÐÍÅÍÓ�ÄÎ�ÒÅÎÐÅÌÈ�¢��ÒÀ��ÐÎÇÂsßÆ�ÒÜ�
Ð�ÂÍßÍÍß�

1��x2�w��x�w���=�0�� ���x2�w�x�w�2�=�0�
2��x2�+��x�w���=�0�� ���x2�w��x�w�1��=�0�
���2x2�w��x�+���=�0�� ���1�x2�w�2�x�+���=�0�

39.17.q�¿Ê��Ç�ÄÀÍÈÕ�Ð�ÂÍßÍÜ�ÌÀÞÒÜ�ÄÂÀ�ÄÎÄÀÒÍÈÕ�ÊÎÐÅÍ���ßÊ��x�ÄÂÀ�
Â�Äs�ÌÍÈÕ��À�ßÊ��x�ÊÎÐÅÍ��Ð�ÇÍÈÕ�ÇÍÀÊ�Â�

1��x2�w�12x�+�1��=�0�� ���x2�+�1�x�w�10�=�0�
2��x2�+��x�+�2�=�0�� ���x2�w�2�x�+�0�1�=�0�
���x2�w��x�w��0�=�0�� ���x2�+�20x�+���=�0"

39.18.x�®ÄÈÍ��Ç�ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�w�10x�+�F�=�0�ÍÀ���ÌÅÍØÈÉ�Â�Ä�
ÄÐÓÃÎÃÎ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�F���ÊÎÐÅÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�

39.19.x�ªÎÐÅÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+�20x�+�D�=�0�Â�ÄÍÎÑßÒÜÑß�ßÊ��������§ÍÀÉ�
Ä�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�D�ÒÀ�ÊÎÐÅÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�

39.20.x�ªÎÐÅÍ��x1���x2�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�w��x�+�P�=�0�ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�ÓÌÎÂÓ�
2x1�w��x2�=�2���§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÊÎÐÅÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�ÒÀ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�P�

39.21.x�ªÎÐÅÍ��x1���x2�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+��x�+�Q�=�0�ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�ÓÌÎÂÓ�
�x1�w�x2�=����§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÊÎÐÅÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�ÒÀ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�Q�

39.22.x� ¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ� x1� �� x2�x� ÊÎÐÅÍ�� Ð�ÂÍßÍÍß� x2� w� �x� +� �� =� 0��
Å�ÐÎÇÂsßÇÓÞ×È�Ð�ÂÍßÍÍß��ÇÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

1��
1 1

1 2x x
+ ;� ����x1�w�x2�2�� ���x1��+�x2��

2��x12�+�x22�� ���x1x2��+�x2x1��
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39.23.x�¢�ÄÎÌÎ��ÙÎ�x1� ��x2�x�ÊÎÐÅÍ�� Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+� �x� w� 1��=� 0��
Å�ÐÎÇÂsßÇÓÞ×È�Ð�ÂÍßÍÍß��ÇÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ��

1��x12x2�+�x22x1�� 2��
x

x

x

x
2

1

1

2

+ ;� ���_�x2�w�x1�_�

39.24.x�±ÊËÀÄ�ÒÜ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��ÊÎÐÅÍ��ßÊÎÃÎ�ÍÀ�2�ÌÅÍØ��Â�Ä�
Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÈÕ�ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+��x�w���=�0�

39.25.x�±ÊËÀÄ�ÒÜ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��ÊÎÐÅÍ��ßÊÎÃÎ�ÍÀ���Á�ËÜØ��ÇÀ�
Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ��ÊÎÐÅÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�x2�w�12x�+���=�0�

39.26.x�±ÊËÀÄ�ÒÜ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��ÊÎÐÅÍ��ßÊÎÃÎ�Â���ÐÀÇÈ�ÌÅÍØ��
Â�Ä�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÈÕ�ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�2x2�w�1�x�+���=�0�

39.27.x�±ÊËÀÄ�ÒÜ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��ÊÎÐÅÍ��ßÊÎÃÎ�Ó�2�ÐÀÇÈ�Á�ËÜØ��
ÇÀ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ��ÊÎÐÅÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�2x2�w�1�x�+���=�0�

39.28.xx�±ÓÌÀ�ÊÂÀÄÐÀÒ�Â�ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß��x2�+�Dx�w���=�0�ÄÎÐ�ÂÍÞ��
46

9
.�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�D�

39.29.xx�ªÎÐÅÍ��x1���x2�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�w�Dx�+���=�0�ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�ÓÌÎ�

ÂÓ�
x

x

x

x
1

2

2

1

5

2
+ = .�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�D�

39.30.xx�·È���ÏÐÀÂÈËÜÍÈÌ�ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß�
1��Ð�ÂÍßÍÍß��x2�+��x�w�D2�w�1�=�0�ÌÀ��ÊÎÐÅÍ��Ð�ÇÍÈÕ�ÇÍÀÊ�Â�ÏÐÈ�

ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��D�
2��ßÊÙÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+��x�+�D2�+���=�0�ÌÀ��ÊÎÐÅÍ���ÒÎ�ÍÅÇÀËÅÆÍÎ�

Â�Ä�ÇÍÀ×ÅÍÍß�D�ÂÎÍÈ�ÎÁÈÄÂÀ�Â�Äs�ÌÍ�"
39.31.xx� §ÍÀÉÄ�ÒÜ� ÓÑ�� Ö�Ë�� ÇÍÀ×ÅÍÍß� E�� ÏÐÈ� ßÊÈÕ�ÌÀ�� Ö�Ë�� ÊÎÐÅÍ��

Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x2�+�Ex�+���=�0�� 2��x2�+�Ex�w�12�=�0�

39.32.xx� §ÍÀÉÄ�ÒÜ� ÓÑ�� Ö�Ë�� ÇÍÀ×ÅÍÍß� E�� ÏÐÈ� ßÊÈÕ�ÌÀ�� Ö�Ë�� ÊÎÐÅÍ��
Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x2�+�Ex�+���=�0�� 2��x2�+�Ex�w�1��=�0�

39.33.xx�ªÎÐÅÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+�Ex�+�F�=�0�ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ�ÉÎÃÎ�ÊÎÅÔ�Ö��
�ÍÒÀÌ�E���F��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�E���F�

39.34.xx�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÑÓÌÀ�ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�
x2�+��D2�+�2D�w����x�+�D�=�0�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÍÓËÞ"

39.35.xx�̄ ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÄÎÁÓÒÎÊ�ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�
x2�+��D�+�2��x�+�D2�w��D�=�0�ÄÎÐ�ÂÍÞ���"

39.36.xx�̄ ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�Ð�ÇÍÈÖß�ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�
2x2�w��D�+�1��x�+�D�w�1�=�0�ÄÎÐ�ÂÍÞ���ÕÍÜÎÌÓ�ÄÎÁÓÒÊÓ"

39.37.xx� ¯ÐÈ� ßÊÈÕ� ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ� ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ� D� ÊÎÐÅÍ�� Ð�ÂÍßÍÍß�
x2�w��x�+�D�=�0�ÍÀ�1�ÌÅÍØ��Â�Ä�ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�w��x�+��D�w���=�0"
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 40. Квадратний тричлен40.

®ÇÍÀ×ÅÍÍß. ªÂÀÄÐÀÒÍÈÌ�ÒÐÈ×ËÅÍÎÌ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�
ÂÈÄÓ�ax2�+�Ex + F��ÄÅ�x�x�ÇÌ�ÍÍÀ��a��E���F�x�ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ��ÏÐÈ×ÎÌÓ�a�z�0.

ÀÂÅÄÅÌÎ�ÏÐÈÊËÀÄÈ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�Â��ßÊ����ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÌÈ�ÒÐÈ×ËÅÍÀÌÈ�
2x2�w��x�+�����x2�+��x���x2�w������x2�

§ÀÇÍÀ×ÈÌÎ��ÙÎ�Ë�ÂÀ�×ÀÑÒÈÍÀ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�Dx2�+�Ex�+�F�=�0�
��ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÌ�ÒÐÈ×ËÅÍÎÌ�

®ÇÍÀ×ÅÍÍß.  ªÎÐÅÍÅÌ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÒÐÈ×ËÅÍÀ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�
ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÇÌ�ÍÍÎ���ÏÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÒÐÈ×ËÅÍÀ�ÄÎ�
Ð�ÂÍÞ��ÍÓËÞ.

ÀÏÐÈÊËÀÄ��×ÈÑËÎ�2���ÊÎÐÅÍÅÌ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÒÐÈ×ËÅÍÀ�x2�w��x�+���
¹ÎÁ�ÇÍÀÉÒÈ�ÊÎÐÅÍ��ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÒÐÈ×ËÅÍÀ�Dx2�+�Ex�+�F�� ÒÐÅÁÀ�

ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÅ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�Dx2�+�Ex�+�F�=�0�
§ÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�'�=�E2�w��DF�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÄÈÑÊÐÈÌ�ÍÀÍÒÎÌ�ÊÂÀ�

ÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÒÐÈ×ËÅÍÀ�ax2�+�Ex + F�
¿ÊÙÎ�'���0��ÒÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÒÐÈ×ËÅÍ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅ�ÌÀ���¿ÊÙÎ�'�=�0��

ÒÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÒÐÈ×ËÅÍ�ÌÀ��ÎÄÈÍ�ÊÎÐ�ÍÜ��ßÊÙÎ�'�!�0�x�ÒÎ�ÄÂÀ�ÊÎÐÅÍ��
°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÒÐÈ×ËÅÍ�x2�w��x�+�2��°ÎÇÊËÀÄÅÌÎ�ÉÎÃÎ�

ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÌÅÒÎÄÎÌ�ÃÐÓÏÓÂÀÍÍß�
¬À�ÌÎ�

x2�w��x�+�2�=�x2�w�x�w�2x�+�2�=�
=�x��x�w�1��w�2��x�w�1��=��x�w�1���x�w�2��

¯ÐÎ�ÒÀÊÅ�ÒÎÒÎÆÍÅ�ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß�ÃÎÂÎÐßÒÜ��ÙÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÒÐÈ�
×ËÅÍ�x2�w��x�+�2�ÐÎÇÊËÀÄÅÍÎ�ÍÀ�Ë�Í�ÉÍ��ÌÍÎÆÍÈÊÈ�x�w�1���x�w�2�

§ÂsßÇÎÊ� Ì�Æ� ÊÎÐÅÍßÌÈ� ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ� ÒÐÈ×ËÅÍÀ� ÒÀ� Ë�Í�ÉÍÈÌÈ�
ÌÍÎÆÍÈÊÀÌÈ��ÍÀ�ßÊ��Â�Í�ÐÎÇÊËÀÄÀ�ÒÜÑß��ÓÑÒÀÍÎÂËÞ��ÒÀÊÀ�ÒÅÎÐÅÌÀ�

39.38.xx�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÌÎÄÓËÜ�Ð�ÇÍÈÖ��ÊÎÐÅÍ�Â�
Ð�ÂÍßÍÍß�x2�w�Dx�+�2D�=�0�ÄÎÐ�ÂÍÞ���"

39.39.xx�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÑÓÌÀ�ÊÂÀÄÐÀÒ�Â�ÊÎÐÅÍ�Â�
Ð�ÂÍßÍÍß��x2�w��x�+�D�=�0�ÄÎÐ�ÂÍÞ���1��12��2���"

39.40.xx�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÑÓÌÀ�ÊÂÀÄÐÀÒ�Â�ÊÎÐÅÍ�Â�
Ð�ÂÍßÍÍß��x2�+��D�w�1��x�w�2D�=�0�ÄÎÐ�ÂÍÞ���"

39.41.xx�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÑÓÌÀ�ÊÂÀÄÐÀÒ�Â�ÊÎÐÅÍ�Â�
Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+�2Dx�w���=�0���ÍÀÉÌÅÍØÎÞ"

39.42.xx�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÑÓÌÀ�ÊÂÀÄÐÀÒ�Â�ÊÎÐÅÍ�Â�
Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+�Dx�+�D2�w�2�=�0���ÍÀÉÁ�ËÜØÎÞ"
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²ÅÎÐÅÌÀ�40.1. Якщо диÑкримінант квадратного тричлена 
ax2�+�Ex + F додатний, то даний тричлен моÆна розклаÑти на 
лінійні мноÆники�

ax2�+�Ex + F = a �x w x1���x w x2��
де x1  і  x2 x корені квадратного тричлена.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��®ÑÊ�ËÜÊÈ�×ÈÑËÀ�x1� ��x2� �� ÊÎÐÅÍßÌÈ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�

Ð�ÂÍßÍÍß�Dx2�+�Ex�+�F�=�0��ÒÎ�ÇÀ�ÒÅÎÐÅÌÎÞ�¢��ÒÀ�x x
b

a1 2+ = − ,�x x
c

a1 2 = .�

²ÎÄ��
D��x�w�x1���x�w�x2��=�D��x2�w��x1�+�x2��x�+�x1x2��=

= + +



 = + +a x x ax bx c

b

a

c

a
2 2 .

²ÅÎÐÅÌÀ�40.2. Якщо диÑкримінант квадратного тричлена 
ax2�+�Ex + F дорівнÞє нÓлÞ, то його розклад на мноÆники має 
такий вигляд�

ax bx c x
b

a
2

2

2
+ + = +



 .

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��³�ÄÀÍÎÌÓ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÌÓ�ÒÐÈ×ËÅÍ��ÂÈÄ�ËÈÌÎ�ÊÂÀÄÐÀÒ�
ÄÂÎ×ËÅÍÀ�

ax bx c a x x a x x
b

a

c

a

b

a

b

a

c

a

b

a
2 2 2

2

2

2

24 4
+ + = + +



 = + + + −





 =

= +



 +





 = +



 −







−
a x a x

b

a

ac b

a

b

a

D

a2

4

4 2 4

2 2

2

2

2 .

²ÅÏÅÐ�ÇÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�ÊÎËÈ�'�=�0��ÒÎ�ax bx c a x
b

a
2

2

2
+ + = +



 .

²ÅÎÐÅÌÀ�40.3. Якщо диÑкримінант квадратного тричлена 
ax2�+�Ex + F відsємний, то даний тричлен не моÆна розклаÑти 
на лінійні мноÆники.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��¯ÐÈÏÓÑÒÈÌÎ��ÙÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÒÐÈ×ËÅÍ�Dx2�+�Ex�+�F�
ÌÎÆÍÀ�ÐÎÇÊËÀÑÒÈ�ÍÀ�Ë�Í�ÉÍ��ÌÍÎÆÍÈÊÈ��²ÎÄ���ÑÍÓÞÒÜ�ÒÀÊ��×ÈÑËÀ�N��
P���Q��ÏÐÈ�ßÊÈÕ�ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�Dx2�+�Ex�+�F�=�N��x�w�P���x�w�Q���
§Â�ÄÑÈ�ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ��ÙÎ�P���Q�x�ÊÎÐÅÍ��ÄÀÍÎÃÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÒÐÈ×ËÅÍÀ��
®ÒÆÅ��ÉÎÃÎ�ÄÈÑÊÐÈÌ�ÍÀÍÒ�ÍÅÂ�Äs�ÌÍÈÉ��ÙÎ�ÑÓÏÅÐÅ×ÈÒÜ�ÓÌÎÂ���

²ÅÎÐÅÌÀ�40.4.�Якщо диÑкримінант квадратного тричлена 
ax2�+�Ex + F відsємний, то Ïри вÑіÕ x значення цього тричлена 
маÞть той Ñамий знак, що й чиÑло a, а Ñаме�

якщо a !�0� то ax2�+�Ex + F !�0 Ïри вÑіÕ x�
якщо a ��0� то ax2�+�Ex + F ��0 Ïри вÑіÕ x.
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£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��¬À�ÌÎ��ax bx c a x
b

a

D

a
2

2

22 4
+ + = +



 −





 .�¿ÊÙÎ�'���0��

ÒÎ�− >D

a4 2 0.�²ÎÄ�� x
b

a

D

a
+



 − >

2 4

2

2 0 �ÏÐÈ�ÂÑ�Õ�x��®ÒÆÅ��ÇÍÀÊ�ÄÎÁÓÒÊÓ�

a x
b

a

D

a
+



 −





2 4

2

2 �ÇÀËÅÆÈÒÜ�Ò�ËÜÊÈ�Â�Ä�ÇÍÀÊÀ�×ÈÑËÀ�D��

П Р И К Л А Д   1  �°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÒÐÈ×ËÅÍ�
1��x2�w�1�x�w��2�� 2��wx2�+�1�x�w��0�� ����x2�w��x�+�2�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �1��§ÍÀÉÄÅÌÎ�ÊÎÐÅÍ��ÄÀÍÎÃÎ�ÒÐÈ×ËÅÍÀ�

x2�w�1�x�w��2�=�0�
x1�=�w2��x2�=�1��

®ÒÆÅ��x2�w�1�x�w��2�=��x�+�2���x�w�1���
2��°ÎÇÂsßÆÅÌÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�wx2�+�1�x�w��0�=�0��¬À�ÌÎ�

x2�w�1�x�+��0�=�0�
x1�=�2��x2�=�1��

®ÒÆÅ��wx2�+�1�x�w��0�=�w�x�w�2���x�w�1���
���°ÎÇÂsßÆÅÌÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��x2�w��x�+�2�=�0��¬À�ÌÎ��

x1

1

3
= ,�x2�=�2�

²ÎÄ��3 7 2 3 2 3 1 22 1

3
x x x x x x− + = −



 − = − −( ) ( ) ( ).

П Р И К Л А Д   2  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ��
1��w2x2�+��x�w�����0��� 2�� x x x( ) .2 2 3 0− + >
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �1��®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÄÈÑÊÐÈÌ�ÍÀÍÒ���ÑÒÀÐØÈÉ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ�

ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÒÐÈ×ËÅÍÀ�w2x2�+��x�w���Â�Äs�ÌÍ���ÒÎ�ÄÀÍÈÉ�ÒÐÈ×ËÅÍ�ÍÀ�
ÁÓÂÀ��Â�Äs�ÌÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÏÐÈ�ÂÑ�Õ�x��®ÒÆÅ��ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�
ÄÀÍÎ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ����ÌÍÎÆÈÍÀ�R�

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��R�
2��®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÄÈÑÊÐÈÌ�ÍÀÍÒ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÒÐÈ×ËÅÍÀ�x2�w�2x�+���Â�Äs�Ì�

ÍÈÉ��À�ÑÒÀÐØÈÉ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ�ÄÎÄÀÒÍÈÉ��ÒÎ�x2�w�2x�+���!�0�ÏÐÈ�ÂÑ�Õ�x��
²ÎÄ��ÇÀÄÀÍÀ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÀ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ�� x > 0.�§Â�ÄÑÈ�x�!�0�

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ���0��+����

П Р И К Л А Д   3  �±ÊÎÐÎÒ�ÒÜ�ÄÐ�Á�
6 1

9 1

2

2

a a

a

− −
−

.

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��°ÎÇÊËÀÄÅÌÎ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÒÐÈ×ËÅÍ��
ßÊÈÉ� �� ×ÈÑÅËÜÍÈÊÎÌ� ÄÀÍÎÃÎ� ÄÐÎÁÓ�� °ÎÇÂsßÇÀÂØÈ� Ð�ÂÍßÍÍß� �D2�w�

w�D�w�1�=�0��ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ��a1

1

3
= − ,�a2

1

2
= .
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²ÅÏÅÐ�ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ�

6 1 6 3 2 32 1
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2
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 = +æ ( 11 2 1) ( ).a −
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a
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П Р И К Л А Д   4  �¯ÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��P�ÐÎÇÊËÀÄ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÒÐÈ�
×ËÅÍÀ�2x2�+��x�+�P�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÌÍÎÆÍÈÊ��x�+���"

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÐÎÇÊËÀÄ�ÄÀÍÎÃÎ�ÒÐÈ×ËÅÍÀ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�
ÌÀ��Ì�ÑÒÈÒÈ�ÌÍÎÆÍÈÊ��x�+�����ÒÎ�ÎÄÈÍ��Ç�ÊÎÐÅÍ�Â�ÖÜÎÃÎ�ÒÐÈ×ËÅÍÀ�
ÄÎÐ�ÂÍÞ��w���²ÎÄ��ÌÀ�ÌÎ�

2 5 9 5 02æ æ( ) ( ) ;− + − + =m
P�=�w��

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��P�=�w���

П Р И К Л А Д   5  �°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�2x2�+�xy�w��y2�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÄÀÍÈÉ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�ßÊ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÒÐÈ�

×ËÅÍ�Ç��ÇÌ�ÍÍÎÞ�x��ÂÂÀÆÀÞ×È�y�ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÌ��§ÍÀÉÄÅÌÎ�ÉÎÃÎ�ÊÎÐÅÍ��

2x2�+�xy�w��y2�=�0��x
y y y= − ± +2 248

4
;�

x

x

y y

y y

=

=










− +

− −

7

4

7

4

;

;

�
x y

x y

=

= −








3

2

2

;

.

§Â�ÄÑÈ�2 6 2 2 2 2 32 2 3

2
x xy y x y x x y x y

y+ − = + −



 = + −( ) ( ) ( ).

П Р И К Л А Д   6  � ¯ÐÈ� ßÊÈÕ� ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ� ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ� D� ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
Dx2�w�2x�+���!�0�ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�ÏÐÈ�ÂÑ�Õ�x"

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� � ¿ÊÙÎ�D�=�0��ÒÎ�ÇÀÄÀÍÀ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�ÍÀÁÓÂÀ��ÂÈ�
ÃËßÄÓ�w2x�+���!�0��¬ÍÎÆÈÍÎÞ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�Ö����ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��ÍÅ���ÌÍÎ�
ÆÈÍÀ��.

¿ÊÙÎ�D�≠�0��ÒÎ�Ë�ÂÀ�×ÀÑÒÈÍÀ�ÇÀÄÀÍÎ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��x�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�
ÒÐÈ×ËÅÍ��¹ÎÁ�Â�Í�ÍÀÁÓÂÀÂ�ÄÎÄÀÒÍÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÏÐÈ�ÂÑ�Õ�x��ÉÎÃÎ�ÄÈÑ�
ÊÐÈÌ�ÍÀÍÒ�ÌÀ��ÁÓÒÈ�Â�Äs�ÌÍÈÌ��À�ÑÒÀÐØÈÉ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ�x�ÄÎÄÀÒÍÈÌ��
²ÎÌÓ� ØÓÊÀÍ�� ÇÍÀ×ÅÍÍß� ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ� D� �� ÐÎÇÂsßÇÊÀÌÈ� ÑÈÑÒÅÌÈ�

a

a

>
− <





0

4 12 0

,

.
�§Â�ÄÑÈ�a > 1

3
.

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��a > 1

3
.
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1. �Який многочлен називають квадратним тричленом?
2. �Що називають коренем квадратного тричлена?
3. �Що називають дискримінантом квадратного тричлена?
4. �У якому випадку квадратний тричлен не має коренів? має один корінь? 

має два корені?
5. �У якому випадку квадратний тричлен можна розкласти на лінійні множ-

ники?
6. �За якою формулою квадратний тричлен можна розкласти на лінійні 

множники?
7. �У якому випадку квадратний тричлен не можна розкласти на лінійні 

множники?
8. �Яких значень набуває квадратний тричлен з від’ємним дискримінантом?

ВПРАВИ

40.1.q�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�Ë�Í�ÉÍ��ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÒÐÈ×ËÅÍ�

1��x2�w��x�+�12�� ���wx2�+�x�+�2�� � ���
1

6

5

6
2 1b b− + ;

2��x2�+��x�+�1��� ����x2�w��x�w�1�� 10��w2x2�w�0��x�+�1���
���x2�w��x�w�10�� ����x2�+��x�w�22�� 11��0��x2�w�2x�+�2���
���wx2�w��x�w���� ���w�D2�+��D�+���� 12��w1�2P2�+�2��P�w�1�

40.2.q�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�Ë�Í�ÉÍ��ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÒÐÈ×ËÅÍ�

1��x2�w��x�w�1��� ����x2�+��x�w���� ���− − −1

4
2 2 3x x ;

2��x2�+��x�w�1��� ���2D2�w��D�+�1�� ���0��P2�w��P�+�����
���wx2�+��x�+���� ����E2�w�11E�w���� ���w0��x2�+�x�+�1���

40.3.q�±ÊÎÐÎÒ�ÒÜ�ÄÐ�Á�
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40.4.q�±ÊÎÐÎÒ�ÒÜ�ÄÐ�Á�
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40.5.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
1��x2�+�x�+�1�!�0�� ����2x�w�1���2x2�w��x�+������0�
2��− + −x x2 1 0P ;� ��� x x x− − + −1 5 8 5 02( ) .O

40.6.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�
1��7 9 3 02x x− + O ;� ���( ) ( ) ;2 3 3 8 6 02x x x+ − + O

2��w�y2�+�11y�w�11���0�� ��� x x x+ − +1 4 5 2 02( ) .P

40.7.x�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���

1��y
x x

x
= − +

+

2 3 4

2
;� 2��y

x x
=

− +

1

5 4 12
.

40.8.x�¯ÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�E�ÐÎÇÊËÀÄ�ÍÀ�Ë�Í�ÉÍ��ÌÍÎÆ�
ÍÈÊÈ�ÒÐÈ×ËÅÍÀ�
1��2x2�w��x�+�E�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÌÍÎÆÍÈÊ��x�w����
2��w�x2�+�Ex�+�2�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÌÍÎÆÍÈÊ��x�+�1��
����x2�w��x�+�E�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÌÍÎÆÍÈÊ���x�w�2�"

40.9.x�¯ÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÐÎÇÊËÀÄ�ÍÀ�Ë�Í�ÉÍ��ÌÍÎÆ�
ÍÈÊÈ�ÒÐÈ×ËÅÍÀ�
1��2x2�w��x�+�D�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÌÍÎÆÍÈÊ��x�w����
2���x2�w�Dx�+���Ì�ÑÒÈÒÜ�ÌÍÎÆÍÈÊ��2x�+�1�"

40.10.x�±ÏÐÎÑÒ�ÒÜ�ÂÈÐÀÇ�

1��
9 4

2 5 2

2

3 2

1

1 2

2

2

a

a a

a

a

a

a

−
− +

−
+

−
−

+æ ;�

2��
b

b b

b

b b b

−
−

−
+ + −

−





4 1

2 3 1

1

13 2 2: ;�

���
c

c c

c

c c

c c

c

+
− − − +

+
−

−





2

6

2

6 9

3

2 62 2

2

2: ;
( )

���
3

4

2

1

4 6

3 4

4 16

2 32m

m

m

m

m m

m

m− +
−

− −
−
−

+ +





. .

40.11.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÂÑ�Õ�ÄÎÏÓÑÒÈÌÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�D�ÇÍÀ×ÅÍÍß�
ÂÈÐÀÇÓ�ÍÅ�ÇÀËÅÆÈÒÜ�Â�Ä�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÇÌ�ÍÍÎ��

1��
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+
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40.12.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���

1��y
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= − +

−

2 6 5
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40.13.x�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���

1��y
x x

x
= − −

−

2 2 8

4
;� 2��y

x x

x

x x

x
= −− −

+
− −

+

2 22

1

30

5
.

40.14.xx�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�

1��x2�w��xy�+��y2�� ����P2�w��PQ�w��Q2�

2��D2�+��DE�w���E2�� ����x2�w��xy�+�y2�

40.15.xx�°ÎÇÊËÀÄ�ÒÜ�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�

1��D2�w�1�DE�+��0E2�� 2��12E2�+�EF�w��F2�

40.16.xx�±ÊÎÐÎÒ�ÒÜ�ÄÐ�Á�

1��
2 15

2 9 10

2 2

2 2

a ab b

a ab b

+ −
− + −

;� 2��
6 13 5

12 5 3

2 2

2 2

x xy y

x xy y

− −
− −

.

40.17.xx�±ÊÎÐÎÒ�ÒÜ�ÄÐ�Á�

1��
3 4

8 18 9

2 2

2 2

n mn m

m mn n

+ −
+ +

;� 2��
12 4 5

5 21 18

2 2

2 2

u ut t

t ut u

− −
− + −

.

40.18.xx�§ÎÁÐÀÇ�ÒÜ�ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏËÎÙÈÍ��ÌÍÎÆÈÍÓ�ÒÎ×ÎÊ��ÊÎÎÐ�
ÄÈÍÀÒÈ�ßÊÈÕ��x��y��ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�

1���x2�w��xy�+�y2�=�0��
2���x2�w��xy�w��y2�w�2x�+��y�w�2�=�0�

40.19.xx�¤Ëß�ÊÎÆÍÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÐÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1���D2�w�D�w����x�=�D2�w����
2���D2�w��D�+����x�=�2D2�w�1�D�w���

40.20.xx�¤Ëß�ÊÎÆÍÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÐÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß

�D2�+��D�w����x�=�D2�+�1�D�+����

40.21.xx�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÍÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�
ÏÐÈ�ÂÑ�Õ�x�

1���D�w�1��x2�w�x�+�2�!�0��
2��Dx2�w��2D�w�1��x�+�D�+�1���0"
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41.19.xx�¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�Ð�Â�
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 42. Розв’язування рівнянь 
методом заміни змінної

42.

П Р И К Л А Д   1  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�x��w�1�x2�+����=�0�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �ÅÕÀÉ�x2�=�W��²ÎÄ��x��=�W2��¯�ÄÑÒÀÂÈÂØÈ�Â�ÇÀÄÀÍÅ�

Ð�ÂÍßÍÍß�ÇÀÌ�ÑÒÜ�x2�����x���Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎ�W���W2��ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�
Ð�ÂÍßÍÍß�Ç��ÇÌ�ÍÍÎÞ�W�

W2�w�1�W�+����=�0�
°ÎÇÂsßÇÓÞ×È� ÖÅ� Ð�ÂÍßÍÍß�� ÇÍÀÕÎÄÈÌÎ�� W1� =� ��� W2� =� ��� ®ÑÊ�ËÜ�

ÊÈ� W� =� x2�� ÒÎ� ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß� ÇÀÄÀÍÎÃÎ� Ð�ÂÍßÍÍß� ÇÂÎÄÈÒÜÑß� ÄÎ�
ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ��

x

x

2

2

4

9

=
=






,

.

§Â�ÄÑÈ�x1�=�w2��x2�=�2��x��=�w���x��=���
¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ �ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ�ÄÂÎÌÀ�ÑÏÎÑÎÁÀÌÈ���w2��2��w�����ÀÁÎ�

r2��r���
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®ÇÍÀ×ÅÍÍß.  °�ÂÍßÍÍß�ÂÈÄÓ�ax4�+�Ex2�+�F�=�0��ÄÅ�x�x�ÇÌ�ÍÍÀ��
a��E���F�x�ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ��ÏÐÈ×ÎÌÓ�a�z�0��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Á�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÌ�
Ð�ÂÍßÍÍßÌ.

§ÀÌ�ÍÎÞ�x2�=�W�Á�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÇÂÎÄÈÒÜÑß�ÄÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�
Ð�ÂÍßÍÍß�DW2�+�EW�+�F�=�0��²ÀÊÈÉ�ÑÏÎÑ�Á�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�Ð�ÂÍßÍÜ�ÍÀ�
ÇÈÂÀÞÒÜ�ÌÅÒÎÄÎÌ�ÇÀÌ�ÍÈ�ÇÌ�ÍÍÎ��

¬ÅÒÎÄ�ÇÀÌ�ÍÈ�ÇÌ�ÍÍÎ��ÌÎÆÍÀ�ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÂÀÒÈ�ÄËß�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�
ÍÅ�ËÈØÅ�Á�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÕ�Ð�ÂÍßÍÜ�

П Р И К Л А Д   2  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß��2x�w�1���+��2x�w�1�2�w�2�=�0�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �§ÐÎÁÈÌÎ�ÇÀÌ�ÍÓ���2x�w�1�2�=�W��²ÎÄ��ÄÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�

ÇÂÎÄÈÒÜÑß�ÄÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß
W2�+�W�w�2�=�0�

§Â�ÄÑÈ�W1�=�w2��W2 =�1�
²ÅÏÅÐ�ÒÐÅÁÀ�ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ�ÒÀÊÓ�ÑÓÊÓÏÍ�ÑÒÜ�

( ) ,

( ) .

2 1 2

2 1 1

2

2

x

x

− = −
− =






¯ÅÐØÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ��ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅ�ÌÀ����Ç�ÄÐÓÃÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�
ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�

2 1 1

2 1 1

x

x

− = −
− =






,

.

§Â�ÄÑÈ�x1�=�0��x2�=�1�
¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ� �0��1��

П Р И К Л А Д   3  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�6 5 1 0x x+ + = .

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �ÅÕÀÉ� x t= .�²ÎÄ��x�=�W2��®ÒÐÈÌÓ�ÌÎ�
��W2�+��W�+�1�=�0�

§Â�ÄÑÈ�t1

1

3
= − ,�t2

1

2
= − .

®ÒÐÈÌÓ�ÌÎ�ÒÀÊÓ�ÑÓÊÓÏÍ�ÑÒÜ�

x

x

= −

= −










1

3

1

2

,

.

®ÑÊ�ËÜÊÈ� x O0,�ÒÎ�Öß�ÑÓÊÓÏÍ�ÑÒÜ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅ�ÌÀ���À�ÎÒÆÅ��

��ÇÀÄÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅ�ÌÀ��
¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ� �ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���
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П Р И К Л А Д   4  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
x x

x

x

x x

2

2

3 6 8

3 6
2

− −
− −

− = − .

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �ÅÕÀÉ�
x x

x
t

2 3 6− − = .�²ÎÄ��
8

3 6

8
2

x

x x t− −
= .�®ÒÐÈÌÓ�

�ÌÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�t
t

− = −8
2.�¶Å�Ð�ÂÍßÍÍß�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÅ�ÑÈÑÒÅÌ�

�
t t

t

2 2 8 0

0

+ − =
≠





,

.

§Â�ÄÑÈ��W1�=�w���W2�=�2�
²ÅÏÅÐ�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�ÇÀÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÇÂÎÄÈÒÜÑß�ÄÎ�ÐÎÇÂsßÇÓ�

ÂÀÍÍß�ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ��ÄÂÎÕ�Ð�ÂÍßÍÜ�
x x

x

x x

x

2

2

3 6

3 6

4

2

− −

− −

= −

=










,

.

°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�ÖÞ�ÑÓÊÓÏÍ�ÑÒÜ�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ�
¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ� �w���w1��2�����

П Р И К Л А Д   5  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
�2x2�+��x�w�1�2�w�10x2�w�1�x�+���=�0�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �¯ÅÐÅÒÂÎÐÈÌÎ�ÖÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�
�2x2�+��x�w�1�2�w�10x2�w�1�x�+���+���=�0�
�2x2�+��x�w�1�2�w����2x2�+��x�w�1��+���=�0�

ÅÕÀÉ�2x2�+��x�w�1�=�W��²ÎÄ���W2�w��W�+���=�0�
§Â�ÄÑÈ�W1�=�1��W2�=���
®ÒÆÅ��2x2�+��x�w�1�=�1��ÀÁÎ��2x2�+��x�w�1�=���
°ÎÇÂsßÇÀÂØÈ�Ö��ÄÂÀ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÕ�Ð�ÂÍßÍÍß��ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÜ�

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ� �w2��
1

2
;�− 5

2
;�1��

П Р И К Л А Д   6  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß��x�w�1��x��x�+�1���x�+�2��=�2��
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �¯�Ä�×ÀÑ�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�Ð�ÂÍßÍÜ�ÒÀÊÎÃÎ�ÂÈÄÓ�ÒÐÅÁÀ�

ÇÍÀÉÒÈ��ÂÈÃ�ÄÍÈÉ��ÑÏÎÑ�Á�ÃÐÓÏÓÂÀÍÍß�ÌÍÎÆÍÈÊ�Â��³�ÖÜÎÌÓ�ÏÐÈÊËÀÄ��
Â�Í�ÁÓÄÅ�ÒÀÊÈÌ����x�w�1���x�+�2����x��x�+�1���=�2��

¬À�ÌÎ���x2�+�x�w�2���x2�+�x��=�2���§ÐÎÁÈÌÎ�ÇÀÌ�ÍÓ��x2�+�x�=�W��²ÎÄ��
W��W�w�2��=�2���W2�w�2W�w�2��=�0��W1�=�w���W2�=����®ÒÐÈÌÓ�ÌÎ�

x x

x x

2

2

4

6

+ = −
+ =






,

.

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��w���2��
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³�ÖÜÎÌÓ�ÏÐÈÊËÀÄ��ÌÈ�ÂÈÊÎÐÈÑÒÀËÈ�ÇÀÌ�ÍÓ�ÇÌ�ÍÍÎ���ßÊÀ�ÇÀÑÒÎÑÎÂÍÀ�
ÄÎ�Ð�ÂÍßÍÜ�ÂÈÄÓ�

�x�+�D���x�+�E���x�+�F���x�+�G��=�I�
ÄÅ�D�+�G�=�E�+�F�

¶Å�Ð�ÂÍßÍÍß�ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ�ÒÀÊ�
�x2�+��D�+�G��x�+�DG���x2�+��E�+�F��x�+�EF��=�I

��ÄÀË��ÇÐÎÁÈÒÈ�ÇÀÌ�ÍÓ�x2�+��D�+�G��x�=�W�

П Р И К Л А Д   7  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�x��w��x��+�1�x2�+��x�w�2�=�0�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �¢ÈÄ�ËÈÌÎ�Â�Ë�Â�É�×ÀÑÒÈÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�ÊÂÀÄÐÀÒ�ÄÂÎ�

×ËÅÍÀ�
x��w��x��+�1�x2�w�x2�+��x�w�2�=�0�
�x2�w��x�2�w��x2�w��x��w�2�=�0�

§ÐÎÁÈÂØÈ�ÇÀÌ�ÍÓ�x2�w��x�=�W��ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�W2�w�W�w�2�=�0��

§Â�ÄÑÈ�
t

t

=
= −






2

1

,

;
�

x x

x x

2

2

4 2

4 1

− =
− = −






,

.

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��2 6+ ;�2 6− ;�2 3+ ;�2 3− .�

П Р И К Л А Д   8  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
�2x2�w��x�+�1���2x2�+��x�+�1��=��x2�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �§À�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÏÅÐÅÂ�ÐÊÈ�ËÅÃÊÎ�ÏÅÐÅÊÎÍÀÒÈÑß��ÙÎ�
×ÈÑËÎ�0�ÍÅ���ÊÎÐÅÍÅÌ�ÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��²ÎÄ���ÏÎÄ�ËÈÂØÈ�ÎÁÈÄÂ��×ÀÑ�
ÒÈÍÈ�ÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÍÀ�x2��ÏÅÐÅÉÄÅÌÎ�ÄÎ�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß

2 3 1 2 5 12 2

9
x x

x

x x

x

− + + + =æ .

§Â�ÄÑÈ� 2 3 2 5 9
1 1

x x
x x

− +



 + +



 = .

§ÐÎÁÈÌÎ� ÇÀÌ�ÍÓ�� 2 3
1

x t
x

+ − = .� ²ÎÄ�� W� �W�+����=���� ÇÂ�ÄÊÈ� W1�=�1��

W2�=�w��
§�ÓÐÀÕÓÂÀÍÍßÌ�ÇÀÌ�ÍÈ�ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�ÄÂÀ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��2 3 1
1

x
x

+ − = ;

2��2 3 9
1

x
x

+ − = − .

°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ö��Ð�ÂÍßÍÍß�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ�

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ� �
2 2

2

±
;�

− ±3 7

2
.�

°ÎÇÃËßÍÓÒÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÌÀ��ÂÈÄ��Dx2�+�Ex�+�F���Dx2�+�Gx�+�F��=�Nx2��
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¿ÊÙÎ�F�≠�0��ÒÎ�ÂÎÍÎ�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍÞ� ax b ax d k
c

x

c

x
+ +



 + +



 = ,�

ÄËß�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�ßÊÎÃÎ�ÌÎÆÍÀ�ÑÊÎÐÈÑÒÀÒÈÑß�ÇÀÌ�ÍÎÞ�ax t
c

x
+ = .

П Р И К Л А Д   9  �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�7 2 9
1 12

2x x
x x

+



 − +



 = .

¯ Í Æ Á sÞ Æ ¿ Ì Ì Þ� � ÅÕÀÉ� x t
x

+ =1
. � ²ÎÄ�� x t

x
+



 =1

2

2.� §Â�ÄÑÈ�

x t
x

2
2

22
1+ + = ;�x t

x
2

2
21

2+ = − .�¬À�ÌÎ�

�W�w�2��W2�w�2��=���
2W2�w��W�+���=�0�

§Â�ÄÑÈ��W1�=�1��t2

5

2
= .

®ÒÆÅ��x
x

+ =1
1�ÀÁÎ�x

x
+ =1 5

2
.

°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ö��Ð�ÂÍßÍÍß�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ�

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ� �
1

2
;�2��

¬ÅÒÎÄ��ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ßÊÎÃÎ�ÐÎÇÂsßÇÀÍÎ�ÖÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��ÇÀÑÒÎÑÎÂÍÈÉ�
ÄÎ�Ð�ÂÍßÍÜ�ÂÈÄÓ�Dx��+�Ex��+�Fx2�+�Ex�+�D�=�0��D�≠�0��³�ÖÜÎÌÓ�Ð�ÂÍßÍ�
Í��ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÈ�ÎÄÍÎ×ËÅÍ�Â�Dx�� ��D��Ex�� ��Ex�Ð�ÂÍ���²ÀÊÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�
ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÇÂÎÐÎÒÍÈÌ�Ð�ÂÍßÍÍßÌ�×ÅÒÂÅÐÒÎÃÎ�ÑÒÅÏÅÍß��¢ÎÍÎ�Ð�ÂÍÎ�

ÑÈËÜÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍÞ�ax bx c
b

x

a

x
2

2 0+ + + + = .�§Â�ÄÑÈ

�a x b x c
x x

2
2

1 1
0+



 + +



 + = .�

¤ÀË��ÇÀÑÒÎÑÎÂÓ�ÌÎ�ÇÀÌ�ÍÓ�x t
x

+ =1
.

П Р И К Л А Д   10 �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�x��w��x��w��x2�+�12x�+�1��=�0�
¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �®×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ�×ÈÑËÎ�0�ÍÅ���ÊÎÐÅÍÅÌ�ÄÀÍÎÃÎ�Ð�Â�

ÍßÍÍß��²ÎÄ���ÐÎÇÄ�ËÈÂØÈ�ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÍÀ�x2��ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�
Ð�ÂÍßÍÍß��Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÅ�ÇÀÄÀÍÎÌÓ�

x x
x x

2
23 8 0

12 16− − + + = ;

x x
x x

2
2

16 4
3 8 0+ − −



 − = .
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ÅÕÀÉ� x t
x

− =4
.� ²ÎÄ�� x t

x
2

2
216

8+ = + .� §Â�ÄÑÈ� W2�+���w��W�w���=�0��

W��W�w����=�0��
t

t

=
=






0

3

,

.
�¤ÀË��ÌÀ�ÌÎ��

x

x

x

x

− =

− =










4

4

0

3

,

;

�
x

x x

2

2

4 0

3 4 0

− =
− − =






,

.

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��w2��2��w1����
°�ÂÍßÍÍß�� ÐÎÇÂsßÇÀÍÅ� Â� ÏÐÈÊËÀÄ�� 10�� �� Ð�ÂÍßÍÍßÌ� ÂÈÄÓ� Dx��+�

+�Ex��+�Fx2�+�NEx�+�N2D�=�0��©ÎÃÎ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÈÌ�ÇÂÎÐÎÒÍÈÌ�
Ð�ÂÍßÍÍßÌ� ×ÅÒÂÅÐÒÎÃÎ� ÑÒÅÏÅÍß�� ¢ÎÍÎ� ÇÂÎÄÈÒÜÑß� ÄÎ� ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�

Ð�ÂÍßÍÍß�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÇÀÌ�ÍÈ�x t
k

x
+ = .

П Р И К Л А Д   11 �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
�x2�w�2x�+�2�2�+��x��x2�w�2x�+�2��=�10x2�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �§À�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÏÅÐÅÂ�ÐÊÈ�ÌÎÆÍÀ�ÏÅÐÅÊÎÍÀÒÈÑß��
ÙÎ�×ÈÑËÎ�0�ÍÅ���ÊÎÐÅÍÅÌ�ÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��

�®ÒÆÅ��ÌÎÆÍÀ�ÐÎÇÄ�ËÈÒÈ�ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÍÀ�x2��®ÒÐÈ�
ÌÀ�ÌÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍÅ�ÇÀÄÀÍÎÌÓ�

( ) ( )
.

x x

x

x x

x

2 2

2

22 2 3 2 2
10

− + − ++ =

§ÀÌ�ÍÀ�
x x

x
t

2 2 2− + = �ÏÐÈÂÎÄÈÒÜ�ÄÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß
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П Р И К Л А Д   12 �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß��x�+�1���+��x�+�����=��2�
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ÒÎÒÎÆÍÈÕ�ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÜ"

°�×�Ó�Ò�Ì��ÙÎ��ÂÈÊÎÍÀÂØÈ�ÒÎÒÎÆÍ��ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß��ÌÈ�ÑÒÈÊÍÓËÈÑß�Á��Ç�
ÍÅÎÁÕ�ÄÍ�ÑÒÞ�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÒÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÂÈÄÓ�Dx��+�Ex��+�Fx2�+�Gx�+�H�=�0�
�ÂÈ�ÌÎÆÅÒÅ�ÏÅÐÅÊÎÍÀÒÈÑß�Â�ÖÜÎÌÓ�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ���¯ÐÈ�D�≠�0�ÒÀÊÅ�Ð�Â�
ÍßÍÍß�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍßÌ�×ÅÒÂÅÐÒÎÃÎ�ÑÒÅÏÅÍß��ÏÐÈ�D�=�0���E�≠�0�x
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É�×ÅÒÂÅÐÒÎÃÎ�ÑÒÅÏÅÍ�Â�ÍÅÎÁÕ�ÄÍÎ�ÇÍÀÒÈ�ÔÎÐÌÓËÈ�ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß��ÕÍ�Õ�
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Â�ÎÏÎÂ�ÄÀÍÍ��Ï�ÑËß�ÖÜÎÃÎ�ÏÓÍÊÒÓ�

ВПРАВИ

42.1.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x��w��x2�+���=�0�� ���x��+�1�x2�w��2�=�0�
2��x��w��x2�+���=�0�� ����x��w��x2�+�2�=�0�
���x��w��x2�w���=�0�� ����x��+��x2�w���=�0�

42.2.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x��w�2�x2�+�100�=�0�� ���x��+��x2�w��0�=�0�
2��x��w��x2�+�20�=�0�� ����x��w�10x2�+�1�=�0�
���x��w�2x2�w�2��=�0�� ���2x��w��x2�+�2�=�0�
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42.3.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1���x�+�����w����x�+���2�w���=�0��
2���2x�+�1���w�10��2x�+�1�2�+���=�0�
�����x�w�����+�����x�w���2�+���=�0�
����x�w�����+�2��x�w���2�w���=�0�

42.4.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1����x�w�1���w�20���x�w�1�2�+����=�0��
2���2x�+�����w�2���2x�+���2�w�2��=�0�

42.5.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x x− + =3 2 0;� ���8 7 0x x+ + = ;

2��x x− − =12 0;� ���8 10 3 0x x− + = .

42.6.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x x− + =6 8 0;� 2��x x− − =5 50 0;� ���2 3 1 0x x− + = .

42.7.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß��ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ÌÅÒÎÄ�ÇÀÌ�ÍÈ�ÇÌ�ÍÍÎ��
1���x2�w�2�2�w����x2�w�2��+���=�0�
2���x2�+��x�2�w�2��x2�+��x��w�2��=�0�
����x2�w��x�+�1���x2�w��x�+����=���
����x2�+�2x�+�2���x2�+�2x�w����=�w��

42.8.q�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß��ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ÌÅÒÎÄ�ÇÀÌ�ÍÈ�ÇÌ�ÍÍÎ��
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42.11.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
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42.12.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1����x2�w��x�+�1�2�=��2x2�w�12x�+�1����
2���x2�w��x�+�����x�w�2��x�w����=�2�

42.13.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1���x2�+�x�+�1�2�w��x2�w��x�w�1�=�0������
2���x2�w��x���x�+�����x�w����+�10���=�0�

42.14.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1���x�w�����x�w�����x�w�����x�w����=�1��0����
2��x��x�+�����x�+�����x�+����=�100�

42.15.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1���x�w�����x�+�2���x�+�����x�+�1���=�120��
2���x�+�����x�+�1���x�+�����x�+����=�w1��

42.16.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1��x��+��x��+�10x2�w�2�x�+����=�0�
2��x��+��x��w�10x2�w�2�x�w�1��=�0�
���10x2��x�w�2�2�=����x2�+��x�w�2�2��

42.17.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1���2x2�w��x�+�2���2x2�+��x�+�2��=�w20x2�
2���x�+�2���x�+�����x�+�����x�+�12��=��x2�

42.18.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�

1�����x�+�����x�+�����x�+�10���x�+�12��w��x2�=�0�
2���x�w�����x�+�����x�+�10���x�w�2��=�1�x2�

42.19.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
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42.20.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
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42.21.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
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42.22.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x��+��x2��x�+�1��=����x�+�1�2�
2���x2�w��x�+�1�2�+����x�w�1���x2�w��x�+�1��=����x�w�1�2�

42.23.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1���x�+�����+��x�+�1���=�1��� 2��x��+��x�w�1���=����

42.24.xx�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1���x�w�2���+��x�w�����=�1�� 2���x�w�����+��x�w�����=��2�
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Таємна зброя Сципіона дель Ферро

¢È�ËÅÃÊÎ�ÐÎÇÂsßÆÅÒÅ�ÊÎÆÍÅ�Ç�ÒÀÊÈÕ�Ð�ÂÍßÍÜ�ÒÐÅÒÜÎÃÎ�ÑÒÅÏÅÍß�

x��w���=�0����x��+�x2�=�0����x��w�x�=�0�
³Ñ��ÂÎÍÈ���ÎÊÐÅÌÈÌÈ�ÂÈÄÀÌÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÂÈÄÓ�Dx��+�Ex2�+�Fx�+�G�=�0��

ÄÅ�x�x�ÇÌ�ÍÍÀ��D��E��F���G�x�ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ��ÏÐÈ×ÎÌÓ�D�≠�0��¢ÈÂÅÑÒÈ�
ÔÎÐÌÓËÓ�ÉÎÃÎ�ÊÎÐÅÍ�Â�x�ÇÀÄÀ×À�ÑÊËÀÄÍÀ��ÅÄÀÐÌÀ�ÏÎßÂÓ�Ö����ÔÎÐ�
ÌÓËÈ�ÂÂÀÆÀÞÒÜ�ÂÈÄÀÒÍÈÌ�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÈÌ�Â�ÄÊÐÈÒÒßÌ�;9,�ÑÒÎË�ÒÒß�

¯ÅÐØÈÌ�ÂÈÍÀÉØÎÂ�ÐÎÇÂsßÇÀÍÍß�Ð�ÂÍßÍÍß�ÂÈÄÓ�x��+�Sx�=�T��ÄÅ�S�
��T�x�ÄÎÄÀÒÍ��×ÈÑËÀ���ÒÀË�ÉÑÜÊÈÉ�ÌÀÒÅÌÀÒÈÊ�±ÖÈÏ�ÎÍ�ÄÅËÜ�´ÅÐÐÎ�
�1���w1�2����§ÍÀÉÄÅÍÓ�ÔÎÐÌÓËÓ�Â�Í�ÇÁÅÐ�ÃÀÂ�Ó�ÑÅÊÐÅÒ���¶Å�ÁÓËÎ�ÇÓ�
ÌÎÂËÅÍÎ�ÒÈÌ��ÙÎ�ÊÀÐs�ÐÀ�Â×ÅÍÎÃÎ�ÒÎÃÎ�×ÀÑÓ�ÁÀÃÀÒÎ�Â�×ÎÌÓ�ÇÀËÅÆÀËÀ�
Â�Ä�ÉÎÃÎ�ÂÈÑÒÓÏ�Â�Ó�ÏÓÁË�×ÍÈÕ�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÈÕ�ÒÓÐÍ�ÐÀÕ��²ÎÌÓ�ÁÓËÎ�
ÂÈÃ�ÄÍÎ�ÇÁÅÐ�ÃÀÒÈ�Â�ÄÊÐÈÒÒß�Â�ÒÀ�ÌÍÈÖ���ÐÎÇÐÀÕÎÂÓÞ×È�ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÒÈ�
�Õ�Ó�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÈÕ�ÇÌÀÃÀÍÍßÕ�ßÊ�ÑÅÊÐÅÒÍÓ�ÇÁÐÎÞ�

¯�ÑËß�ÑÌÅÐÒ��ÄÅËÜ�´ÅÐÐÎ�ÉÎÃÎ�Ó×ÅÍÜ�´�ÎÐÅ��ÂÎËÎÄ�Þ×È�ÑÅÊÐÅÒ�
ÍÎÞ�ÔÎÐÌÓËÎÞ��ÂÈÊËÈÊÀÂ�ÍÀ�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÈÉ�ÄÂÎÁ�É�ÒÀËÀÍÎÂÈÒÎÃÎ�
ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ�ÑÀÌÎÓ×ÊÓ��ÊÊÎËÎ�²ÀÐÒÀËÜß��§À�Ê�ËÜÊÀ�ÄÍ�Â�ÄÎ�ÒÓÐÍ�ÐÓ�
²ÀÐÒÀËÜß�ÑÀÌ�ÂÈÂ�Â�ÔÎÐÌÓËÓ�ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß�ÒÐÅÒÜÎÃÎ�ÑÒÅÏÅÍß��
¤ÈÑÏÓÒ��ÍÀ�ßÊÎÌÓ�²ÀÐÒÀËÜß�ÇÄÎÁÓÂ�ÏÅÐÅÊÎÍËÈÂÓ�ÏÅÐÅÌÎÃÓ��Â�ÄÁÓÂÑß�
20�ËÞÒÎÃÎ�1����ÐÎÊÓ�

³ÏÅÐØÅ�ÑÅÊÐÅÒÍÓ�ÔÎÐÌÓËÓ�ÁÓËÎ�ÎÏÓÁË�ÊÎÂÀÍÎ�Â�ÊÍÈÇ��Â�ÄÎÌÎÃÎ�
�ÒÀË�ÉÑÜÊÎÃÎ� Â×ÅÍÎÃÎ� ¤ÆÅÐÎËÀÌÎ� ªÀÐÄÀÍÎ� �¢ÅËÈÊÅ� ÌÈÑÒÅÖÒÂÎ���
³�Ö�É�ÐÎÁÎÒ��ÒÀÊÎÆ�ÎÏÈÑÀÍÎ�ÌÅÒÎÄ�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�Ð�ÂÍßÍÍß�×ÅÒÂÅÐ�
ÒÎÃÎ�ÑÒÅÏÅÍß��Â�ÄÊÐÈÒÈÉ�«ÎÄÎÂ�ÊÎ�´ÅÐÐÀÐ���1�22w1�����

Нікколо  
Тарталья

(1499–1557)

Джероламо  
Кардано 

(1501–1576)

Нільс Хенрік  
Абель

(1802–1829�



§ 7.  КВАДРАТНІ РІВНЯННЯ322

³�;9,,w;9,,,�ÑÒ��ÇÓÑÈËËß�ÁÀÃÀÒÜÎÕ�ÏÐÎÂ�ÄÍÈÕ�ÌÀÒÅÌÀÒÈÊ�Â�ÇÎ�
ÑÅÐÅÄÈËÈÑß�ÍÀ�ÏÎØÓÊÓ�ÔÎÐÌÓËÈ�ÄËß�ÐÎÇÂsßÇÀÍÍß�Ð�ÂÍßÍÜ�ÏsßÒÎÃÎ�
ÑÒÅÏÅÍß��®ÒÐÈÌÀÍÍÞ�ÐÅÇÓËÜÒÀÒÓ�ÑÏÐÈßËÈ�ÐÎÁÎÒÈ��ÒÀË�ÉÑÜÊÎÃÎ�ÌÀ�
ÒÅÌÀÒÈÊÀ�¯ÀÎËÎ�°ÓÔÔ�Í���1���w1�22��ÒÀ�ÍÎÐÂÅÇÜÊÎÃÎ�ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ�
�ËÜÑÀ�µÅÍÐ�ÊÀ� ÁÅËß��±ÀÌ�ÐÅÇÓËÜÒÀÒ� ÂÈßÂÈÂÑß�Ö�ËÊÎÌ�ÍÅÑÏÎÄ��
ÂÀÍÈÌ�� ÁÓËÎ�ÄÎÂÅÄÅÍÎ��ÙÎ�ÍÅ� �ÑÍÓ��ÔÎÐÌÓËÈ�� ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ßÊÎ��
ÌÎÆÍÀ�ÂÈÐÀÇÈÒÈ�ÊÎÐÅÍ��ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÏsßÒÎÃÎ�ÀÁÎ�ÂÈÙÎÃÎ�
ÑÒÅÏÅÍß�×ÅÐÅÇ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÈ�Ð�ÂÍßÍÍß��ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ËÈØÅ�×ÎÒÈÐÈ�
ÀÐÈÔÌÅÒÈ×Í��Ä���ÒÀ�Ä�Þ�ÄÎÁÓÂÀÍÍß�ÊÎÐÅÍß�

 43. Раціональні рівняння як математичні 
моделі реальних ситуацій

43.

³�Ï��20�ÂÈ�ÂÆÅ�ÎÇÍÀÉÎÌÈËÈÑß��Ç�ÇÀÄÀ×ÀÌÈ��Ó�ßÊÈÕ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍ��
Ð�ÂÍßÍÍß�ÑËÓÃÓÂÀËÈ�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÈÌÈ�ÌÎÄÅËßÌÈ�ÐÅÀËÜÍÈÕ�ÑÈÒÓÀÖ�É��
²ÅÏÅÐ��ÊÎËÈ�ÂÈ�ÍÀÂ×ÈËÈÑß�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÒÈ�ÊÂÀÄÐÀÒÍ��Ð�ÂÍßÍÍß��ÌÎÆÍÀ�
�ÑÒÎÒÍÎ�ÐÎÇØÈÐÈÒÈ�ÊÎËÎ�ÇÀÄÀ×��ßÊ��ÐÎÇÃËßÄÀÞÒÜÑß�

П Р И К Л А Д   1  ��Ç�ÏÓÍÊÒÓ�$�ÂÈ�ÕÀÂ�ÂÅËÎÑÈÏÅÄÈÑÒ��À�×ÅÐÅÇ����ÕÂ�Ï�ÑËß�
ÖÜÎÃÎ�Â�ÒÎÌÓ�ÑÀÌÎÌÓ�ÍÀÏÐßÌÊÓ�ÂÈ�ÕÀËÀ�ÂÀÍÒÀÆ�ÂÊÀ��ßÊÀ�ÍÀÇÄÎÃÍÀËÀ�
ÂÅËÎÑÈÏÅÄÈÑÒÀ�ÍÀ�Â�ÄÑÒÀÍ��1��ÊÌ�Â�Ä�ÏÓÍÊÒÓ�$��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�
ÂÅËÎÑÈÏÅÄÈÑÒÀ�ÒÀ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÂÀÍÒÀÆ�ÂÊÈ��ßÊÙÎ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÂÀÍÒÀ�
Æ�ÂÊÈ�ÍÀ�1��ÊÌ�ÃÎÄ�Á�ËÜØÀ�ÇÀ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÂÅËÎÑÈÏÅÄÈÑÒÀ�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��ÅÕÀÉ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÂÅËÎÑÈÏÅÄÈÑÒÀ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��x�ÊÌ�ÃÎÄ��
ÒÎÄ��ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÂÀÍÒÀÆ�ÂÊÈ�ÑÒÀÍÎÂÈÒÜ��x�+�1���ÊÌ�ÃÎÄ��¢ÅËÎÑÈÏÅÄÈÑÒ�

ÏÐÎ�ÆÄÆÀ��1��ÊÌ�ÇÀ�
15

x
�ÃÎÄ��À�ÂÀÍÒÀÆ�ÂÊÀ�x�ÇÀ�

15

18x +
�ÃÎÄ��°�ÇÍÈÖß�

15 15

18x x
−

+
�ÏÎÊÀÇÓ���ÍÀ�ÑÊ�ËÜÊÈ�ÃÎÄÈÍ�ÂÀÍÒÀÆ�ÂÊÀ�ÏÐÎ�ÆÄÆÀ��1��ÊÌ�

ØÂÈÄØÅ��Í�Æ�ÂÅËÎÑÈÏÅÄÈÑÒ��®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÂÀÍÒÀÆ�ÂÊÀ�ÏÐÎ�ÕÀËÀ�1��ÊÌ�

ÍÀ����ÕÂ��ÒÎÁÒÎ�ÍÀ�
3

4
�ÃÎÄ��ØÂÈÄØÅ��Í�Æ�ÂÅËÎÑÈÏÅÄÈÑÒ��ÒÎ�ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�

Ð�ÂÍßÍÍß�
15 15

18

3

4x x
− =

+
.

°ÎÇÂsßÆÅÌÎ�ÖÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�
15 15

18

3

4x x
− =

+
;

5 5

18

1

4x x
− =

+
;
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°ÎÇÂsßÇÀÂØÈ� ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ� Ð�ÂÍßÍÍß� ÑÈÑÒÅÌÈ�� ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ� x� =� 12�
ÀÁÎ�x�=�w�0�

ªÎÐ�ÍÜ�w�0�ÍÅ�ÇÀÄÎÂÎËÜÍß��ÓÌÎÂÓ�ÇÀÄÀ×��
®ÒÆÅ��ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÂÅËÎÑÈÏÅÄÈÑÒÀ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��12�ÊÌ�ÃÎÄ��À�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�

ÂÀÍÒÀÆ�ÂÊÈ�ÑÒÀÍÎÂÈÒÜ��12�+�1��=��0��ÊÌ�ÃÎÄ��
¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��12�ÊÌ�ÃÎÄ���0�ÊÌ�ÃÎÄ��

П Р И К Л А Д   2  �®ÄÍÀ�ÁÐÈÃÀÄÀ�ÏÐÀÖÞÂÀËÀ�ÍÀ�ÐÅÌÎÍÒ��ÄÎÐÎÃÈ���ÃÎÄ��
Ï�ÑËß�×ÎÃÎ�ÄÎ�ÍÅ��ÏÐÈ�ÄÍÀËÀÑß�ÄÐÓÃÀ�ÁÐÈÃÀÄÀ��·ÅÐÅÇ�2�ÃÎÄ��ÕÍÜÎ��
ÑÏ�ËÜÍÎ��ÐÎÁÎÒÈ�ÐÅÌÎÍÒ�ÁÓËÎ�ÇÀÊ�Í×ÅÍÎ��§À�ÑÊ�ËÜÊÈ�ÃÎÄÈÍ�ÌÎÆÅ�Â�Ä�
ÐÅÌÎÍÒÓÂÀÒÈ�ÄÎÐÎÃÓ�ÊÎÆÍÀ�ÁÐÈÃÀÄÀ��ÏÐÀÖÞÞ×È�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ��ßÊÙÎ�
ÏÅÐØ�É�ÄËß�ÖÜÎÃÎ�ÏÎÒÐ�ÁÍÎ�ÍÀ���ÃÎÄ�Á�ËÜØÅ��Í�Æ�ÄÐÓÃ�É"

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �ÅÕÀÉ�ÏÅÐØÀ�ÁÐÈÃÀÄÀ�ÌÎÆÅ�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ�Â�ÄÐÅÌÎÍ�
ÒÓÂÀÒÈ�ÄÎÐÎÃÓ�ÇÀ�x�ÃÎÄ��ÒÎÄ��ÄÐÓÃ�É�ÄËß�ÖÜÎÃÎ�ÏÎÒÐ�ÁÍÎ��x�w����ÃÎÄ��

§À�1�ÃÎÄ�ÏÅÐØÀ�ÁÐÈÃÀÄÀ�ÐÅÌÎÍÒÓ��
1

x
�×ÀÑÒÈÍÓ�ÄÎÐÎÃÈ��À�ÄÐÓÃÀ�x�

1

4x −
�

×ÀÑÒÈÍÓ�ÄÎÐÎÃÈ��¯ÅÐØÀ�ÁÐÈÃÀÄÀ�ÏÐÀÖÞÂÀËÀ���ÃÎÄ���Â�ÄÐÅÌÎÍÒÓÂÀËÀ�
9

x
�ÄÎÐÎÃÈ��À�ÄÐÓÃÀ�ÁÐÈÃÀÄÀ�ÏÐÀÖÞÂÀËÀ�2�ÃÎÄ���Â�ÄÐÅÌÎÍÒÓÂÀËÀ�Â�Ä�

ÏÎÂ�ÄÍÎ�
2

4x −
�ÄÎÐÎÃÈ��®ÑÊ�ËÜÊÈ�Â�ÐÅÇÓËÜÒÀÒ��ÁÓËÎ�Â�ÄÐÅÌÎÍÒÎÂÀÍÎ�

ÂÑÞ�ÄÎÐÎÃÓ��ÒÎ�ÌÎÆÍÀ�ÑÊËÀÑÒÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�
9 2

4
1

x x
+ =

−
.

®ÒÐÈÌÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÌÀ��ÄÂÀ�ÊÎÐÅÍ��x1�=�12���x2�=����ÏÅÐÅÊÎÍÀÉ�
ÒÅÑß� Â� ÖÜÎÌÓ� ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ��� ¤ÐÓÃÈÉ� ÊÎÐ�ÍÜ� ÍÅ� ÇÀÄÎÂÎËÜÍß�� ÓÌÎÂÓ�
ÇÀÄÀ×���ÎÑÊ�ËÜÊÈ�ÒÎÄ��ÄÐÓÃÀ�ÁÐÈÃÀÄÀ�ÌÀËÀ�Á�Â�ÄÐÅÌÎÍÒÓÂÀÒÈ�ÄÎÐÎÃÓ�
ÇÀ���w���=�w1��ÃÎÄ���ÙÎ�ÍÅ�ÌÀ��ÇÌ�ÑÒÓ�

®ÒÆÅ��ÏÅÐØÀ�ÁÐÈÃÀÄÀ�ÌÎÆÅ�Â�ÄÐÅÌÎÍÒÓÂÀÒÈ�ÄÎÐÎÃÓ�ÇÀ�12�ÃÎÄ��
À�ÄÐÓÃÀ�x�ÇÀ���ÃÎÄ�

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��12�ÃÎÄ����ÃÎÄ��

П Р И К Л А Д   3  �¢ÎÄÍÈÉ�ÐÎÇ×ÈÍ�ÑÎË��Ì�ÑÒÈÂ�120�Ã�ÂÎÄÈ��¯�ÑËß�ÒÎÃÎ�
ßÊ�ÄÎ�ÐÎÇ×ÈÍÓ�ÄÎÄÀËÈ�10�Ã�ÑÎË������ÊÎÍÖÅÍÒÐÀÖ�ß�ÇÁ�ËÜØÈËÀÑß�ÍÀ�
�����±Ê�ËÜÊÈ�ÃÐÀÌ�Â�ÑÎË��Ì�ÑÒÈÂ�ÐÎÇ×ÈÍ�ÑÏÎ×ÀÒÊÓ"
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¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ��ÅÕÀÉ�ÏÎ×ÀÒÊÎÂÈÉ�ÐÎÇ×ÈÍ�Ì�ÑÒÈÂ�x�Ã�ÑÎË���²ÎÄ��
ÉÎÃÎ�ÌÀÑÀ�ÄÎÐ�ÂÍÞÂÀËÀ��x�+�120��Ã��À�ÊÎÍÖÅÍÒÐÀÖ�ß�ÑÎË��ÑÒÀÍÎÂÈËÀ�

x

x +120
.�¯�ÑËß�ÒÎÃÎ�ßÊ�ÄÎ�ÐÎÇ×ÈÍÓ�ÄÎÄÀËÈ�10�Ã�ÑÎË������ÌÀÑÀ�Â�ÐÎÇ�

×ÈÍ��ÑÊËÀËÀ��x�+�10��Ã��À�ÌÀÑÀ�ÐÎÇ×ÈÍÓ�x��x�+�1�0��Ã��²ÅÏÅÐ�ÊÎÍÖÅÍ�

ÒÐÀÖ�ß�ÑÎË��ÑÒÀÍÎÂÈÒÜ�
x

x

+
+

10

130
,�ÙÎ�ÍÀ������ÒÎÁÒÎ�ÍÀ�

1

20
,�Á�ËÜØÅ��Í�Æ�

x

x +120
.�§Â�ÄÑÈ�ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ��

x

x

x

x

+
+ +

− =10

130 120

1

20
.

®ÒÐÈÌÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÌÀ��ÄÂÀ�ÊÎÐÅÍ���x1�=��0���x2�=�w2�0��ÏÅÐÅÊÎ�
ÍÀÉÒÅÑß�Â�ÖÜÎÌÓ�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ���Ç�ßÊÈÕ�ÄÐÓÃÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�ÍÅ�ÇÀÄÎÂÎËÜÍß��
ÓÌÎÂÓ�ÇÀÄÀ×��

®ÒÆÅ��ÐÎÇ×ÈÍ�Ì�ÑÒÈÂ�ÑÏÎ×ÀÒÊÓ��0�Ã�ÑÎË��
¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ���0�Ã��

ВПРАВИ

43.1.x�¯ÅÐØ��1�0�ÊÌ�ÄÎÐÎÃÈ�Ç�Ì�ÑÒÀ�$�ÄÎ�Ì�ÑÒÀ�%�ÀÂÒÎÌÎÁ�ËÜ�ÏÐÎ��
�ÕÀÂ�Ç�ÏÅÂÍÎÞ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÞ��À�ÐÅØÒÓ�2�0�ÊÌ�x�Ç��ØÂÈÄÊ�ÑÒÞ�ÍÀ�
��ÊÌ�ÃÎÄ�Á�ËÜØÎÞ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÏÎ×ÀÒÊÎÂÓ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÀÂÒÎÌÎÁ�Ëß��
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43.2.x�¯ÅÐØÈÉ�ÌÎÒÎÖÈÊË�ÑÒ� ÏÐÎ�ÆÄÆÀ�� �0� ÊÌ� ÍÀ� 1�� ÕÂ�ØÂÈÄØÅ�
ÇÀ�ÄÐÓÃÎÃÎ�� ÎÑÊ�ËÜÊÈ�ÉÎÃÎ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÍÀ�10�ÊÌ�ÃÎÄ� Á�ËÜØÀ� ÇÀ�
ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÄÐÓÃÎÃÎ�ÌÎÒÎÖÈÊË�ÑÒÀ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÊÎÆÍÎÃÎ�
ÌÎÒÎÖÈÊË�ÑÒÀ�

43.3.x�§�ÎÄÍÎÃÎ�Ì�ÑÒÀ�Â�ÄÐÓÃÅ��Â�ÄÑÒÀÍÜ�Ì�Æ�ßÊÈÌÈ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��2�0�ÊÌ��
ÂÈ�ÕÀËÈ� ÎÄÍÎ×ÀÑÍÎ� ÀÂÒÎÁÓÑ� �� ÀÂÒÎÌÎÁ�ËÜ��  ÂÒÎÁÓÑ� ÐÓÕÀÂÑß� Ç��
ØÂÈÄÊ�ÑÒÞ�ÍÀ�20�ÊÌ�ÃÎÄ�ÌÅÍØÎÞ��Í�Æ�ÀÂÒÎÌÎÁ�ËÜ����ÏÐÈÁÓÂ�ÄÎ�
ÏÓÍÊÒÓ�ÏÐÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÍÀ�1�ÃÎÄ�Ï�ÇÍ�ØÅ�ÇÀ�ÀÂÒÎÌÎÁ�ËÜ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�
ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÀÂÒÎÌÎÁ�Ëß�ÒÀ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÀÂÒÎÁÓÑÀ�

43.4.x�¯Î�ÇÄ�ÇÀÏ�ÇÍÞÂÀÂÑß�ÍÀ�10�ÕÂ��¹ÎÁÈ�ÏÐÈÁÓÒÈ�ÍÀ�ÑÒÀÍÖ�Þ�ÏÐÈ�
ÇÍÀ×ÅÍÍß�Â×ÀÑÍÎ��Â�Í�ÇÀ��0�ÊÌ�Â�Ä�Ö����ÑÒÀÍÖ���ÇÁ�ËÜØÈÂ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�
ÍÀ�1��ÊÌ�ÃÎÄ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÏÎ×ÀÒÊÎÂÓ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÏÎ�ÇÄÀ�

43.5.x��Ç�ÑÅËÀ�¢ÈØÍÅÂÅ�Â�ÑÅËÎ�¿ÁËÓÍÅÂÅ��Â�ÄÑÒÀÍÜ�Ì�Æ�ßÊÈÌÈ�ÄÎÐ�Â�
ÍÞ��1��ÊÌ��ÂÅÐØÍÈÊ�ÏÐÎÑÊÀÊÀÂ�Ç�ÏÅÂÍÎÞ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÞ��̄ ÎÂÅÐÒÀÂÑß�
Â�Í�Ç��ØÂÈÄÊ�ÑÒÞ�ÍÀ���ÊÌ�ÃÎÄ�Á�ËÜØÎÞ���ÂÈÒÐÀÒÈÂ�ÍÀ�ÇÂÎÐÎÒÍÈÉ�
ØËßÕ�ÍÀ�1��ÕÂ�ÌÅÍØÅ��Í�Æ�ÍÀ�ØËßÕ��Ç�¢ÈØÍÅÂÎÃÎ�ÄÎ�¿ÁËÓÍÅÂÎÃÎ��
§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÏÎ×ÀÒÊÎÂÓ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÂÅÐØÍÈÊÀ�
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43.6.x�®ÏÅÐÀÒÎÐ�ÊÎÌÏsÞÒÅÐÍÎÃÎ�ÍÀÁÎÐÓ�ÌÀÂ�ÇÀ�ÄÅßÊÈÉ�×ÀÑ�ÍÀÁÐÀÒÈ�
1�0�ÑÒÎÐ�ÍÎÊ�ÒÅÊÑÒÓ��¯ÐÎÒÅ�Â�Í�ÂÈÊÎÍÀÂ�ÖÞ�ÐÎÁÎÒÓ�ÍÀ���ÃÎÄ�ÐÀ�
Í�ØÅ�ÑÒÐÎÊÓ��ÎÑÊ�ËÜÊÈ�ÍÀÁÈÐÀÂ�ÙÎÃÎÄÈÍÈ�ÍÀ���ÑÒÎÐ�ÍÊÈ�Á�ËÜØÅ��
Í�Æ�ÏËÀÍÓÂÀÂ��±Ê�ËÜÊÈ�ÑÒÎÐ�ÍÎÊ�Â�Í�ÍÀÁÈÐÀÂ�ÙÎÃÎÄÈÍÈ"

43.7.x�¯ÅÐØÈÉ�ÍÀÑÎÑ�ÏÅÐÅÊÀ×Ó���0�Ì��ÂÎÄÈ�ÍÀ�1�ÃÎÄ�ØÂÈÄØÅ��Í�Æ�
ÄÐÓÃÈÉ�ÏÅÐÅÊÀ×Ó��100�Ì���±Ê�ËÜÊÈ�ÊÓÁ�×ÍÈÕ�ÌÅÒÐ�Â�ÂÎÄÈ�ÙÎÃÎ�
ÄÈÍÈ�ÏÅÐÅÊÀ×Ó��ÊÎÆÅÍ�ÍÀÑÎÑ��ßÊÙÎ�ÏÅÐØÈÉ�ÏÅÐÅÊÀ×Ó��ÇÀ�ÃÎÄÈÍÓ�
ÍÀ���Ì��ÂÎÄÈ�Á�ËÜØÅ��Í�Æ�ÄÐÓÃÈÉ"

43.8.x�°ÎÁ�ÒÍÈÊ�ÌÀÂ�ÇÀ�ÏÅÂÍÈÉ�×ÀÑ�ÂÈÃÎÒÎÂÈÒÈ��2�ÄÅÒÀË���̄ ÐÎÒÅ�ÙÎÄÍß�
Â�Í�ÂÈÃÎÒÎÂËßÂ�ÍÀ���ÄÅÒÀË��Á�ËÜØÅ��Í�Æ�ÏËÀÍÓÂÀÂ����ÇÀÊ�Í×ÈÂ�ÐÎ�
ÁÎÒÓ�ÍÀ���ÄÍ��ÐÀÍ�ØÅ�ÑÒÐÎÊÓ��§À�ÑÊ�ËÜÊÈ�ÄÍ�Â�Â�Í�ÂÈÊÎÍÀÂ�ÐÎÁÎÒÓ"

43.9.x�ªÀÒÅÐ�ÏÐÎÉØÎÂ�1��ÊÌ�ÇÀ�ÒÅ×��Þ�Ð�×ÊÈ�ÒÀ��0�ÊÌ�ÏÐÎÒÈ�ÒÅ×����
ÂÈÒÐÀÒÈÂØÈ�ÍÀ�ÂÅÑÜ�ØËßÕ�1�ÃÎÄ��0�ÕÂ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÂËÀÑÍÓ�ØÂÈÄ�
Ê�ÑÒÜ�ÊÀÒÅÐÀ��ßÊÙÎ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÒÅ×���Ð�×ÊÈ�ÑÒÀÍÎÂÈÒÜ�1�ÊÌ�ÃÎÄ�

43.10.x�·ÎÂÅÍ�ÏÐÎÏËÈÂ�1��ÊÌ�ÇÀ�ÒÅ×��Þ�Ð�×ÊÈ�É�ÏÎÂÅÐÍÓÂÑß�ÍÀÇÀÄ��
ÂÈÒÐÀÒÈÂØÈ�ÍÀ�ÇÂÎÐÎÒÍÈÉ�ØËßÕ�ÍÀ�1�ÃÎÄ�Á�ËÜØÅ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ØÂÈÄ�
Ê�ÑÒÜ�×ÎÂÍÀ�ÇÀ�ÒÅ×��Þ�Ð�×ÊÈ��ßÊÙÎ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÒÅ×��� ÑÒÀÍÎÂÈÒÜ�
2�ÊÌ�ÃÎÄ�

43.11.x�§À�ÒÅ×��Þ�Ð�×ÊÈ�Â�Ä�ÏÐÈÑÒÀÍ��Â�ÄÏËÈÂ�ÏË�Ò��·ÅÐÅÇ���ÃÎÄ�Â�Ä�
Ö����ÏÐÈÑÒÀÍ��Â�ÒÎÌÓ�ÑÀÌÎÌÓ�ÍÀÏÐßÌÊÓ�Â�Ä×ÀËÈÂ�×ÎÂÅÍ��ßÊÈÉ�ÍÀ�
ÇÄÎÃÍÀÂ�ÏË�Ò�ÍÀ�Â�ÄÑÒÀÍ��1��ÊÌ�Â�Ä�ÏÐÈÑÒÀÍ���§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�
ÒÅ×���Ð�×ÊÈ��ßÊÙÎ�ÂËÀÑÍÀ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�×ÎÂÍÀ�ÑÒÀÍÎÂÈÒÜ�12�ÊÌ�ÃÎÄ�

43.12.x�ªÀÒÅÐ�ÏÐÎÉØÎÂ����ÊÌ�ÇÀ�ÒÅ×��Þ�Ð�×ÊÈ�ÒÀ�2��ÊÌ�ÏÐÎÒÈ�ÒÅ×����
ÂÈÒÐÀÒÈÂØÈ�ÍÀ�ÂÅÑÜ�ØËßÕ���ÃÎÄ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÒÅ×���Ð�×ÊÈ��
ßÊÙÎ�ÂËÀÑÍÀ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÊÀÒÅÐÀ�ÑÒÀÍÎÂÈÒÜ�1��ÊÌ�ÃÎÄ�

43.13.x�²ÓÐÈÑÒ�ÏÐÎÏËÈÂ�
5

8
�ÓÑÜÎÃÎ�ØËßÕÓ�ÍÀ�ÊÀÒÅÐ���À�ÐÅØÒÓ�ÏÐÎ�ÕÀÂ�

ÍÀ�ÀÂÒÎÌÎÁ�Ë���¸ÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÀÂÒÎÌÎÁ�Ëß�ÍÀ�20�ÊÌ�ÃÎÄ�Á�ËÜØÀ�ÇÀ�
ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÊÀÒÅÐÀ�� ÂÒÎÌÎÁ�ËÅÌ�Â�Í��ÕÀÂ�ÍÀ�1�ÃÎÄ��0�ÕÂ�ÌÅÍØÅ��
Í�Æ�ÏËÈÂ�ÊÀÒÅÐÎÌ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÀÂÒÎÌÎÁ�Ëß�ÒÀ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�
ÊÀÒÅÐÀ��ßÊÙÎ�ÂÑÜÎÃÎ�ÒÓÐÈÑÒ�ÏÎÄÎËÀÂ�1�0�ÊÌ�

43.14.x�¬�ÆÌ�ÑÜÊÈÉ� ÀÂÒÎÁÓÑ� ÌÀÂ� ÏÐÎ�ÕÀÒÈ� �2� ÊÌ��¯�ÑËß� ÒÎÃÎ� ßÊ�
Â�Í�ÏÐÎ�ÕÀÂ�2��ÊÌ��ÉÎÃÎ�ÇÀÒÐÈÌÀËÈ�Á�Ëß�ÇÀË�ÇÍÈ×ÍÎÃÎ�ÏÅÐÅ�ÇÄÓ�
ÍÀ�12�ÕÂ��¯ÎÒ�Ì�Â�Í�ÇÁ�ËÜØÈÂ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÍÀ�12�ÊÌ�ÃÎÄ���ÏÐÈÁÓÂ�
Ó�ÏÓÍÊÒ�ÏÐÈÇÍÀ×ÅÍÍß��Ç�ÇÀÏ�ÇÍÅÍÍßÌ�ÍÀ���ÕÂ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÏÎ×ÀÒÊÎÂÓ�
ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÀÂÒÎÁÓÑÀ�

43.15.x�£ÐÓÏÀ�ØÊÎËßÐ�Â�ÂÈ�ÕÀËÀ�ÍÀ�ÅÊÑÊÓÐÑ�Þ�Ç�Ì�ÑÒÀ�$�ÄÎ�Ì�ÑÒÀ�%�
ÀÂÒÎÁÓÑÎÌ��À�ÏÎÂÅÐÍÓËÀÑß�ÄÎ�Ì�ÑÒÀ�$�ÇÀË�ÇÍÈÖÅÞ��ÂÈÒÐÀÒÈÂØÈ�
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ÍÀ�ÇÂÎÐÎÒÍÈÉ�ØËßÕ�ÍÀ��0�ÕÂ�Á�ËÜØÅ��Í�Æ�ÍÀ�ØËßÕ�ÄÎ�Ì�ÑÒÀ�%��
§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÏÎ�ÇÄÀ��ßÊÙÎ�ÂÎÍÀ�ÍÀ�20�ÊÌ�ÃÎÄ�ÌÅÍØÀ��Í�Æ�
ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÀÂÒÎÁÓÑÀ��ÄÎÂÆÈÍÀ�ØÎÑÅ�Ì�Æ�Ì�ÑÒÀÌÈ�$���%�ÑÒÀÍÎÂÈÒÜ�
1�0�ÊÌ��À�ÄÎÂÆÈÍÀ�ÇÀË�ÇÍÈ×ÍÎ��ÊÎË���x�1�0�ÊÌ�

43.16.x�²ÓÐÈÑÒ�ÏÐÎÏËÈÂ�ÍÀ�ÁÀÉÄÀÐÖ����ÊÌ�ÏÎ�ÎÇÅÐÓ�����ÊÌ�ÇÀ�ÒÅ×��Þ�
Ð�×ÊÈ�ÇÀ�ÒÎÉ�ÑÀÌÈÉ�×ÀÑ��ÇÀ�ßÊÈÉ�Â�Í�ÏÐÎÏËÈÂ�ÁÈ���ÊÌ�ÏÐÎÒÈ�ÒÅ×����
§�ßÊÎÞ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÞ�ÒÓÐÈÑÒ�ÏËÈÂ�ÏÎ�ÎÇÅÐÓ��ßÊÙÎ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÒÅ×���
Ð�×ÊÈ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��2�ÊÌ�ÃÎÄ"

43.17.x�²ÅÏËÎÕ�Ä�ÏÐÎÉØÎÂ�1��ÊÌ�ÏÎ�ÎÇÅÐÓ��À�ÏÎÒ�Ì�1��ÊÌ�ÏÎ�Ð�×Ö���
ßÊÀ�ÁÅÐÅ�ÏÎ×ÀÒÎÊ��Ç�ÖÜÎÃÎ�ÎÇÅÐÀ��ÇÀ�1�ÃÎÄ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�
ÒÅÏËÎÕÎÄÀ�Â�ÑÒÎß×�É�ÂÎÄ���ßÊÙÎ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÒÅ×���Ð�×ÊÈ�ÑÒÀÍÎÂÈÒÜ�
��ÊÌ�ÃÎÄ�

43.18.x�§ÍÀÌÅÍÍÈÊ�ÇÂÈ×ÀÉÍÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ�ÍÀ���Á�ËÜØÈÉ�ÇÀ�ÉÎÃÎ�×ÈÑÅËÜ�
ÍÈÊ��¿ÊÙÎ�×ÈÑÅËÜÍÈÊ�ÖÜÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ�ÇÁ�ËÜØÈÒÈ�ÍÀ����À�ÇÍÀÌÅÍ�

ÍÈÊ�x�ÍÀ����ÒÎ�ÎÒÐÈÌÀÍÈÉ�ÄÐ�Á�ÁÓÄÅ�ÍÀ�
1

6
�Á�ËÜØÈÉ�ÇÀ�ÄÀÍÈÉ��

§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÄÀÍÈÉ�ÄÐ�Á�

43.19.x�·ÈÑÅËÜÍÈÊ�ÇÂÈ×ÀÉÍÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ�ÍÀ���ÌÅÍØÈÉ�Â�Ä�ÉÎÃÎ�ÇÍÀÌÅÍ�
ÍÈÊÀ��¿ÊÙÎ�×ÈÑÅËÜÍÈÊ�ÖÜÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ�ÇÌÅÍØÈÒÈ�ÍÀ����À�ÇÍÀÌÅÍÍÈÊ�

ÇÁ�ËÜØÈÒÈ�ÍÀ����ÒÎ�ÎÒÐÈÌÀÍÈÉ�ÄÐ�Á�ÁÓÄÅ�ÍÀ�
1

3
�ÌÅÍØÈÉ�Â�Ä�ÄÀÍÎ�

ÃÎ��§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÄÀÍÈÉ�ÄÐ�Á�

43.20.x�¤ÂÀ�ÐÎÁ�ÒÍÈÊÈ��ÏÐÀÖÞÞ×È�ÐÀÇÎÌ��ÌÎÆÓÒÜ�ÂÈÊÎÍÀÒÈ�ÂÈÐÎÁ�
ÍÈ×Å�ÇÀÂÄÀÍÍß�ÇÀ�20�ÄÍ�Â��§À�ÑÊ�ËÜÊÈ�ÄÍ�Â�ÌÎÆÅ�ÂÈÊÎÍÀÒÈ�ÖÅ�
ÇÀÂÄÀÍÍß� ÊÎÆÅÍ� �Ç� ÍÈÕ�� ÏÐÀÖÞÞ×È� ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ�� ßÊÙÎ� ÎÄÍÎÌÓ�
Ç�ÍÈÕ�ÄËß�ÖÜÎÃÎ�ÏÎÒÐ�ÁÍÎ�ÍÀ���ÄÍ�Â�Á�ËÜØÅ��Í�Æ�ÄÐÓÃÎÌÓ"

43.21.x�®ÄÍÎÌÓ�ÌÀËßÐÓ�ÏÎÒÐ�ÁÍÎ�ÍÀ���ÃÎÄ�Á�ËÜØÅ��Í�Æ�ÄÐÓÃÎÌÓ��ÙÎÁÈ�
ÏÎÔÀÐÁÓÂÀÒÈ�ÔÀÑÀÄ�ÁÓÄÈÍÊÓ��ªÎËÈ�ÏÅÐØÈÉ�ÌÀËßÐ�ÏÐÎÏÐÀÖÞÂÀÂ�
��ÃÎÄ��À�ÏÎÒ�Ì�ÉÎÃÎ�ÇÌ�ÍÈÂ�ÄÐÓÃÈÉ��ßÊÈÉ�ÏÐÎÏÐÀÖÞÂÀÂ�2�ÃÎÄ��ÒÎ�
ÂÈßÂÈËÎÑß��ÙÎ�ÏÎÔÀÐÁÎÂÀÍÎ��0���ÏËÎÙ��ÔÀÑÀÄÓ��§À�ßÊÈÉ�×ÀÑ�
ÌÎÆÅ�ÏÎÔÀÐÁÓÂÀÒÈ�ÔÀÑÀÄ�ÊÎÆÍÈÉ�ÌÀËßÐ��ÏÐÀÖÞÞ×È�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ"

43.22.x�¯ÅÐØÎÃÎ�ÄÍß�ÒÐÀÊÒÎÐÈÑÒ�ÎÐÀÂ�ÏÎËÅ���ÃÎÄ��¤ÐÓÃÎÃÎ�ÄÍß�ÄÎ�
ÍÜÎÃÎ�ÏÐÈ�ÄÍÀÂÑß�ÄÐÓÃÈÉ�ÒÐÀÊÒÎÐÈÑÒ����×ÅÐÅÇ���ÃÎÄ�ÑÏ�ËÜÍÎ��ÐÎ�
ÁÎÒÈ�ÂÎÍÈ�ÇÀÊ�Í×ÈËÈ�ÎÐÀÍÊÓ��§À�ÑÊ�ËÜÊÈ�ÃÎÄÈÍ�ÌÎÆÅ�ÇÎÐÀÒÈ�ÖÅ�
ÏÎËÅ�ÊÎÆÍÈÉ�ÒÐÀÊÒÎÐÈÑÒ��ÏÐÀÖÞÞ×È�ÑÀÌÎÑÒ�ÉÍÎ��ßÊÙÎ�ÏÅÐØÎÌÓ�
ÄËß�ÖÜÎÃÎ�ÏÎÒÐ�ÁÍÎ�ÍÀ���ÃÎÄ�ÌÅÍØÅ��Í�Æ�ÄÐÓÃÎÌÓ"

43.23.x�¤Î�ÐÎÇ×ÈÍÓ��ßÊÈÉ�Ì�ÑÒÈÂ�20�Ã�ÑÎË���ÄÎÄÀËÈ�100�Ã�ÂÎÄÈ��Ï�ÑËß�
×ÎÃÎ�ÊÎÍÖÅÍÒÐÀÖ�ß�ÑÎË��ÇÌÅÍØÈËÀÑß�ÍÀ�10����±Ê�ËÜÊÈ�ÃÐÀÌ�Â�
ÂÎÄÈ�Ì�ÑÒÈÂ�ÐÎÇ×ÈÍ�ÑÏÎ×ÀÒÊÓ"
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43.24.x� §ËÈÂÎÊ� ÑÏËÀÂÓ�Ì�Ä�� ÒÀ�ÖÈÍÊÓ��ßÊÈÉ�Ì�ÑÒÈÂ�10�ÊÃ�ÖÈÍÊÓ��
ÑÏËÀÂÈËÈ� Ç� 10�ÊÃ�Ì�Ä���¢�ÄÑÎÒÊÎÂÈÉ�ÂÌ�ÑÒ�Ì�Ä�� Â� ÎÄÅÐÆÀÍÎÌÓ�
ÑÏËÀÂ��ÂÈßÂÈÂÑß�ÍÀ�����Á�ËÜØÈÌ��Í�Æ�Ó�ÏÎ×ÀÒÊÎÂÎÌÓ��±Ê�ËÜÊÈ�
Ê�ËÎÃÐÀÌ�Â�Ì�Ä��Ì�ÑÒÈÂ�ÏÎ×ÀÒÊÎÂÈÉ�ÇËÈÂÎÊ�ÑÏËÀÂÓ"

43.25.xx�·ÅÐÅÇ�2�ÃÎÄ��0�ÕÂ�Ï�ÑËß�Â�ÄÏÐÀÂËÅÍÍß�ÏËÎÒÀ�Â�Ä�ÏÐÈÑÒÀÍ��$�
ÇÀ�ÒÅ×��Þ�Ð�×ÊÈ�ÍÀÇÓÑÒÐ�×�ÉÎÌÓ�Â�Ä�ÏÐÈÑÒÀÍ��%�Â�Ä�ÉØÎÂ�ÊÀÒÅÐ��
§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÒÅ×���Ð�×ÊÈ��ßÊÙÎ�ÏË�Ò���ÊÀÒÅÐ�ÇÓÑÒÐ�ËÈÑß�
ÍÀ�Â�ÄÑÒÀÍ��1��ÊÌ�Â�Ä�ÏÐÈÑÒÀÍ��$��ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÊÀÒÅÐÀ�Â�ÑÒÎß×�É�
ÂÎÄ��ÄÎÐ�ÂÍÞ��12�ÊÌ�ÃÎÄ��À�Â�ÄÑÒÀÍÜ�Ì�Æ�ÏÐÈÑÒÀÍßÌÈ�$���%�ÑÒÀ�
ÍÎÂÈÒÜ��2�ÊÌ�

43.26.xx�¤Î�ÁÀÑÅÉÍÓ�Ï�ÄÂÅÄÅÍÎ�ÄÂ��ÒÐÓÁÈ��·ÅÐÅÇ�ÎÄÍÓ�ÒÐÓÁÓ�ÂÎÄÓ�ÍÀ�
ËÈÂÀÞÒÜ�Ó�ÁÀÑÅÉÍ��À�×ÅÐÅÇ�ÄÐÓÃÓ�ÇËÈÂÀÞÒÜ��ÏÐÈ×ÎÌÓ�ÄËß�ÇËÈÂÓ�
ÂÎÄÈ�ÏÎÒÐ�ÁÍÎ�ÍÀ�1�ÃÎÄ�Á�ËÜØÅ��Í�Æ�ÄËß�ÍÀÏÎÂÍÅÍÍß�ÁÀÑÅÉÍÓ��
¿ÊÙÎ�Æ�Â�ÄÊÐÈÒÈ�ÎÁÈÄÂ��ÒÐÓÁÈ�ÎÄÍÎ×ÀÑÍÎ��ÒÎ�ÁÀÑÅÉÍ�ÍÀÏÎÂÍÈÒÜÑß�
ÂÎÄÎÞ�ÇÀ��0�ÃÎÄ��§À�ÑÊ�ËÜÊÈ�ÃÎÄÈÍ�ÌÎÆÍÀ�ÍÀÏÎÂÍÈÒÈ�ÏÎÐÎÆÍ�É�
ÁÀÑÅÉÍ�ÂÎÄÎÞ�×ÅÐÅÇ�ÏÅÐØÓ�ÒÐÓÁÓ"

43.27.xx�¤Ëß�ÍÀÏÎÂÍÅÍÍß�ÁÀÑÅÉÍÓ�×ÅÐÅÇ�ÏÅÐØÓ�ÒÐÓÁÓ�ÏÎÒÐ�ÁÍÎ�ÑÒ�ËÜÊÈ�
Æ�×ÀÑÓ��ßÊ���ÄËß�ÍÀÏÎÂÍÅÍÍß�×ÅÐÅÇ�ÄÐÓÃÓ�É�ÒÐÅÒÞ�ÒÐÓÁÈ�ÎÄÍÎ×ÀÑ�
ÍÎ��·ÅÐÅÇ�ÏÅÐØÓ�ÒÐÓÁÓ�ÁÀÑÅÉÍ�ÍÀÏÎÂÍÞ�ÒÜÑß�ÍÀ�2�ÃÎÄ�ØÂÈÄØÅ��
Í�Æ�×ÅÐÅÇ�ÄÐÓÃÓ����ÍÀ���ÃÎÄ�ØÂÈÄØÅ��Í�Æ�×ÅÐÅÇ�ÒÐÅÒÞ��±Ê�ËÜÊÈ�
×ÀÑÓ�ÏÎÒÐ�ÁÍÎ�ÄËß�ÍÀÏÎÂÍÅÍÍß�ÁÀÑÅÉÍÓ�×ÅÐÅÇ�ÊÎÆÍÓ�ÒÐÓÁÓ"

43.28.xx�  ÂÒÎÁÓÑ� ÌÀÂ� ÏÐÎ�ÕÀÒÈ� Â�ÄÑÒÀÍÜ� Ì�Æ� ÄÂÎÌÀ� Ì�ÑÒÀÌÈ�� ßÊÀ�
ÄÎÐ�ÂÍÞ���00�ÊÌ��Ç�ÄÅßÊÎÞ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÞ��¯ÐÎ�ÕÀÂØÈ�2�ÃÎÄ��Ç�ÇÀ�
ÏËÀÍÎÂÀÍÎÞ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÞ��Â�Í�ÇÓÏÈÍÈÂÑß�ÍÀ�20�ÕÂ����ÙÎÁÈ�ÏÐÈ�
ÁÓÒÈ�Â�ÏÓÍÊÒ�ÏÐÈÇÍÀ×ÅÍÍß�Â×ÀÑÍÎ��ÇÁ�ËÜØÈÂ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÜ�ÐÓÕÓ�ÍÀ�
10�ÊÌ�ÃÎÄ��§�ßÊÎÞ�ØÂÈÄÊ�ÑÒÞ�ÀÂÒÎÁÓÑ�ÌÀÂ�ÏÐÎ�ÕÀÒÈ�Â�ÄÑÒÀÍÜ�
Ì�Æ�Ì�ÑÒÀÌÈ"

43.29.xx�°ÎÁ�ÒÍÈÊ�ÇÀ�ÏÅÂÍÈÉ�×ÀÑ�ÌÀÂ�ÂÈÃÎÒÎÂÈÒÈ���0�ÄÅÒÀËÅÉ��̄ ÅÐØ��
��ÄÍ�Â�Â�Í�ÙÎÄÅÍÍÎ�ÂÈÃÎÒÎÂËßÂ�ÇÀÏËÀÍÎÂÀÍÓ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÄÅÒÀËÅÉ��
À�ÏÎÒ�Ì�ÙÎÄÍß�ÂÈÃÎÒÎÂËßÂ�ÍÀ���ÄÅÒÀË��Á�ËÜØÅ����ÂÆÅ�ÇÀ�ÄÅÍÜ�ÄÎ�
ÑÒÐÎÊÓ�ÂÈÃÎÒÎÂÈÂ���2�ÄÅÒÀË���±Ê�ËÜÊÈ�ÄÅÒÀËÅÉ�ÙÎÄÍß�ÌÀÂ�ÂÈ�
ÃÎÒÎÂËßÒÈ�ÐÎÁ�ÒÍÈÊ�ÇÀ�ÏËÀÍÎÌ"

43.30.xx�¹ÎÁ��ÂÈÊÎÍÀÒÈ��ÏÅÂÍÅ��ÂÈÐÎÁÍÈ×Å��ÇÀÂÄÀÍÍß���ÏÅÐØÎÌÓ�
ÐÎÁ�ÒÍÈÊÎÂ�� ÏÎÒÐ�ÁÍÎ� ÍÀ� 12� ÃÎÄ� ÌÅÍØÅ�� Í�Æ� ÄÐÓÃÎÌÓ�� �� ÍÀ�
��ÃÎÄ�Á�ËÜØÅ��Í�Æ�ÎÁÎÌ�ÐÎÁ�ÒÍÈÊÀÌ�ÄËß�ÑÏ�ËÜÍÎÃÎ�ÂÈÊÎÍÀÍÍß�
�ÇÀÂÄÀÍÍß��§À�ÑÊ�ËÜÊÈ�ÃÎÄÈÍ�ÌÎÆÅ�ÂÈÊÎÍÀÒÈ�ÖÅ�ÇÀÂÄÀÍÍß�ÏÅÐ�
ØÈÉ�ÐÎÁ�ÒÍÈÊ"
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 44. Ділення многочленів44.

¢È�ÂÌ��ÒÅ�ÄÎÄÀÂÀÒÈ��Â�ÄÍ�ÌÀÒÈ�ÒÀ�ÌÍÎÆÈÒÈ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÈ��³�ÖÜÎÌÓ�
ÏÓÍÊÒ��ÌÈ�ÄÎÌÎÂÈÌÎÑß�ÏÐÎ�Ä�Þ�Ä�ËÅÍÍß�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�Â�

¢È� ÇÍÀ�ÒÅ��ÙÎ�Ö�ËÅ� ×ÈÑËÎ�D� Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ� ÍÀ�Ö�ËÅ� ×ÈÑËÎ� E�
�E�≠�0���ßÊÙÎ��ÑÍÓ��ÒÀÊÅ�Ö�ËÅ�×ÈÑËÎ�F��ÙÎ�D�=�EF���ÐÓÍÒÓÞ×ÈÑÜ�ÍÀ�
ÖÈÕ�Ì�ÐÊÓÂÀÍÍßÕ��ÏÐÈÉÌÅÌÎ�ÒÀÊÅ�ÎÇÍÀ×ÅÍÍß�

®ÇÍÀ×ÅÍÍß. �£ÎÂÎÐßÒÜ��ÙÎ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�$ �x � �Ä �ËÈÒÜÑß�ÍÀ�
Ö�ËÎ� ÍÀ� ÒÎÒÎÆÍÎ� ÍÅ� Ð�ÂÍÈÉ� ÍÓËÞ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�% �x��� ßÊÙÎ� �ÑÍÓ��
ÒÀÊÈÉ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�4 �x���ÙÎ�ÄËß�ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ� x ∈� �ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�Ð�Â�
Í�ÑÒÜ�A x B x Q x( ) ( ) ( ).= æ

¬ÍÎÃÎ×ËÅÍ�$��x��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Ä�ËÅÍÈÌ��ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�%��x��x�Ä�ËÜÍÈ�
ÊÎÌ��ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�4��x��x�×ÀÑÒÊÎÞ�

¿ÊÙÎ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�$��x��Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�%��x���ÒÎ�
ÖÅ�ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�ÒÀÊ��A x B x( ) ( ).�

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�Ê�ËÜÊÀ�ÏÐÈÊËÀÄ�Â�
¬ÍÎÃÎ×ËÅÍ�x��+�1�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�x�+�1��±ÏÐÀÂÄ���

x��+�1�=��x�+�1�� �x2�w�x�+�1��� ²ÓÒ� ÐÎËÜ� ×ÀÑÒÊÈ� ÂÈÊÎÍÓ�� ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�
x2�w�x�+�1�

¬ÍÎÃÎ×ËÅÍ� �x��w��x��+��x2�w�x� Ä�ËÈÒÜÑß� ÍÀÖ�ËÎ� ÍÀ� ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�
2x2�w�x�+�1��±ÏÐÀÂÄ����x��w��x��+��x2�w�x�=��2x2�w�x�+�1����x2�w�x��

¯ÎØÓÊ�×ÀÑÒÊÈ�Â�Ä�Ä�ËÅÍÍß�ÄÂÎÕ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�Â�ÌÎÆÍÀ�ÇÄ�ÉÑÍÞÂÀÒÈ�
ÇÀ�ÀËÃÎÐÈÒÌÎÌ�Ä�ËÅÍÍß�ÊÓÒÎ×ÊÎÌ�ÀÍÀËÎÃ�×ÍÎ�ÒÎÌÓ��ßÊ�ÖÅ�ÐÎÁËßÒÜ�
ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��×ÈÑÅË�

w
�x��+�1� x�+�1
� x��+�x2� x2�w�x�+�1
����

w
� wx2�+�1

� �x2�w�x�
�

w
x�+�1

� x�+�1
��������������������0

w
��x��w��x��+��x2�w�x� 2x2�w�x�+�1
� �x��w��x��+��x2� �x2�w�x
������

w
�w2x��+�x2�w�x

� w2x��+�x2�w�x
������������������������0

¿ÊÙÎ� A x B x( ) ( ),� �ÒÎÁÒÎ� A x B x Q x( ) ( ) ( ),= æ � ��ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�$� �x��

ÍÅÍÓËÜÎÂÈÉ��ÒÎ�ÑÒÅÏ�ÍÜ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�$� �x��ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÑÓÌ��ÑÒÅÏÅÍ�Â�
ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�Â�%� �x�� ��4� �x���²ÎÌÓ�ÄËß�Ä�ËÅÍÍß�ÍÀÖ�ËÎ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�Â�
ÍÅÎÁÕ�ÄÍÎ��ÙÎÁ�ÑÒÅÏ�ÍÜ�Ä�ËÅÍÎÃÎ�ÁÓÂ�ÍÅ�ÌÅÍØÈÌ�Â�Ä�ÑÒÅÏÅÍß�Ä�ËÜ�
ÍÈÊÀ��¯ÐÎÒÅ�Öß�ÓÌÎÂÀ�ÍÅ���ÄÎÑÒÀÒÍÜÎÞ��²ÀÊ��ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�x��+�1�ÍÅ�
Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�x�w�1��±ÏÐÀÂÄ���ßÊÁÈ��ÑÍÓÂÀÂ�ÌÍÎÃÎ�±ÏÐÀÂÄ���ßÊÁÈ��ÑÍÓÂÀÂ�ÌÍÎÃÎ�
×ËÅÍ�4��x��ÒÀÊÈÉ��ÙÎ�ÄËß�ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ�x ∈� �ÂÈÊÎÍÓÂÀËÀÑß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�
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x��+�1�=��x�w�1��4��x���ÒÎ�ÏÐÈ�x�=�1�ÎÒÐÈÌÀËÈ�Á�ÍÅÏÐÀÂÈËÜÍÓ�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�
1��+�1�=�0�

¿ÊÙÎ�ÎÄÍÅ�Ö�ËÅ�×ÈÑËÎ�ÍÅ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÄÐÓÃÅ��ÒÎ�ÌÎÆÍÀ�
ÐÎÇÃËßÄÀÒÈ� Ä�ËÅÍÍß� Ç� ÎÑÒÀ×ÅÞ�� ¢ÂÅÄÅÌÎ� ÏÎÍßÒÒß� Ä�ËÅÍÍß�ÌÍÎÃÎ�
×ËÅÍ�Â�Ç�ÎÑÒÀ×ÅÞ�

²ÅÎÐÅÌÀ� 44.1.�¤ля ÁÓдь�якого многочлена $ �x� і ненÓльо�ненÓльо�
вого многочлена % �x� іÑнÓє єдина Ïара многочленів 4 �x� і 5 �x� 
такиÕ, що

A x B x Q x R x( ) ( ) ( ) ( ),= +æ

де ÑтеÏінь многочлена 5 �x� менØий від ÑтеÏеня многочлена 
% �x��аÁо 5 �x� x нÓльовий многочлен�

³�Ö�É�Ð�ÂÍÎÑÒ��ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�4��x��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÍÅÏÎÂÍÎÞ�×ÀÑÒÊÎÞ��
À�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�5��x��x�ÎÑÒÀ×ÅÞ�

¢È� ÇÌÎÆÅÒÅ� ÄÎÂÅÑÒÈ� ÖÞ� ÒÅÎÐÅÌÓ� ÍÀ� ÇÀÍßÒÒßÕ� ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎÃÎ�
ÃÓÐÒÊÀ�

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ� ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÈ� $� �x��=�2x��w�x��+�x2�w�1� ��%� �x��=�
=�x2�w��x�+�2��§ÍÀÉÄÅÌÎ�ÄËß�ÖÈÕ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�Â�ÍÅÏÎÂÍÓ�×ÀÑÒÊÓ�É�ÎÑÒÀ�§ÍÀÉÄÅÌÎ�ÄËß�ÖÈÕ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�Â�ÍÅÏÎÂÍÓ�×ÀÑÒÊÓ�É�ÎÑÒÀ�
×Ó��¶Å�ÌÎÆÍÀ�ÇÐÎÁÈÒÈ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�Ä�ËÅÍÍß�ÊÓÒÎ×ÊÎÌ�

w
�2x��w�x��+�x2�w�1� x2�w��x�+�2
� 2x��w��x��+��x2� 2x2�+��x�+�12������ÍÅÏÎÂÍÀ�×ÀÑÒÊÀ�
��������

w
��x��w���x2�w�1

� �x��w�1�x2���10x

� �w
�12x2�w�10x�w�1

� 12x2�w���x���2�
��������������������������2�x�w�2�����ÎÑÒÀ×À�

²ÅÏÅÐ�ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ�
� 2x��w�x��+�x2�w�1�=��x2�w��x�+�2���2x2�+��x�+�12��+�2�x�w�2��� �1�

°ÎÇÃËßÍÅÌÎ� ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÉ� ÄÐ�Á�
2 1

3 2

4 3 2

2

x x x

x x

− + −
− +

.� §À� ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�

Ð�ÂÍÎÑÒ���1��ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ�
2 1

3 2

26 25

3 2

4 3 2

2
2

22 5 12
x x x

x x

x

x x
x x

− + −
− +

−
− +

= + + + .

¯ÐÀÂÀ� ×ÀÑÒÈÍÀ� Ö���� Ð�ÂÍÎÑÒ�� �� ÑÓÌÎÞ� ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ� ÒÀ� ÄÐÎÁÓ��
³�×ÈÑÅËÜÍÈÊÓ�ÄÐÎÁÓ�ÇÀÏÈÑÀÍÎ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ��ÑÒÅÏ�ÍÜ�ßÊÎÃÎ�ÌÅÍØÈÉ�
Â�Ä�ÑÒÅÏÅÍß�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ��ßÊÈÉ�ÇÀÏÈÑÀÍÎ�Â�ÇÍÀÌÅÍÍÈÊÓ��²ÀÊÈÉ�ÄÐ�Á�
ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÏÐÀÂÈËÜÍÈÌ��¯ÎÄÀÍÍß�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ�Ó�ÂÈÃËßÄ��
ÑÓÌÈ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�ÒÀ�ÏÐÀÂÈËÜÍÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÂÈÄ�ËÅÍÍßÌ�Ö�ËÎ��
×ÀÑÒÈÍÈ�Ç�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ�
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1.  У якому випадку говорять, що многочлен $�(x) ділиться націло на мно-ділиться націло на мно-
гочлен %�(x)?

2.  Яка необхідна умова ділення многочленів націло?

3.  Сформулюйте теорему про ділення многочленів з остачею.

4.  Як називають многочлени 4�(x) і 5�(x) у записі 

                             A x B x Q x R x( ) ( ) ( ) ( ),= +æ  

      якщо степінь многочлена 5�(x) менший від степеня многочлена %�(x)?

5.  Подання в якому вигляді раціонального дробу називають виділенням 
цілої частини з раціонального дробу?

ВПРАВИ

44.1.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�$��x��Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�%��x��
1��$��x��=�x2�w��x�+����%��x��=�x�w���
2��$��x��=�x��w�1��%��x��=�x��+�x2�+�x�+�1�
���$��x��=��x��w��x��+�2x2�+��x�w�1��%��x��=�x��w�2x2�+�1�

44.2.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�$��x��Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�%��x��
1��$��x��=�x��w�1��%��x��=�x2�+�x�+�1�
2��$��x��=��x��w��x2�+��x�w�1��%��x��=�2x2�w��x�+�1�
���$��x��=�2x��w�x��+�2x2�+�1��%��x��=�x2�w�x�+�1�

44.3.q�¯ÎÄ�ËÈÂØÈ�ÊÓÒÎ×ÊÎÌ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�$��x��ÍÀ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�%��x���
ÇÍÀÉÄ�ÒÜ�ÍÅÏÎÂÍÓ�×ÀÑÒÊÓ�É�ÎÑÒÀ×Ó�
1��$��x��=�2x��+��x��+��x�w����%��x��=�x��+�x�
2��$��x��=�x��+�x�+�1��%��x��=�x2�+�x�+�1�
���$��x��=�x��+�x2�+�1��%��x��=�x�+���

44.4.q�¯ÎÄ�ËÈÂØÈ�ÊÓÒÎ×ÊÎÌ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�$��x��ÍÀ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�%��x���
ÇÍÀÉÄ�ÒÜ�ÍÅÏÎÂÍÓ�×ÀÑÒÊÓ�É�ÎÑÒÀ×Ó�
1��$��x��=�x��w��x��+�2x2�w����%��x��=�x2�w�x�+�1�
2��$��x��=�x��w�1��%��x��=�x��+�x�+�1�
���$��x��=�x��+��x2�w��x�w����%��x��=�x�w�2�

44.5.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�$��x��ÍÅ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÌÍÎÃÎ��ÍÅ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÌÍÎÃÎ��ÍÀ�ÌÍÎÃÎ�ÍÀ�ÌÍÎÃÎ�
×ËÅÍ�%��x��
1��$��x��=�x2�+�1��%��x��=�x�w�1�
2��$��x��=�x��+�x�w�1��%��x��=�x�+�1�
���$��x��=�2x��w��x��w�x�+�1��%��x��=�x2�w���x�+�2�

44.6.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�( ) ( ),x a x an n k k− −� �ßÊÙÎ�n k� ,�n ∈�,�k ∈�.
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44.7.x�¢ÈÄ�Ë�ÒÜ�Ö�ËÓ�×ÀÑÒÈÍÓ�Ç�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ�

1��
x x

x

3

2

2

1

− +
+

;� ���
x x x x

x x

4 3 2

2

2 3 4 1

2

− + + +
+ −

.

2��
2 3 4 1

1

4 3 2

2

x x x

x

− + +
−

;

44.8.x�¢ÈÄ�Ë�ÒÜ�Ö�ËÓ�×ÀÑÒÈÍÓ�Ç�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ�

1��
2 5 14 3 2

2

x x x x

x x

+ − − +
−

;� ���
x x x x

x x

5 3 2

2

3 2 1

1

− + + −
+ −

.

2��
5 3 3 1

1

4 5

2

x x x

x x

− + −
+ −

;

 45. Корені многочлена. Теорема Безу45.

®ÇÍÀ×ÅÍÍß.�·ÈÑËÎ�D�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÊÎÐÅÍÅÌ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�$ �x���
ßÊÙÎ�$ �D��=�0.

§ÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�ÊÎÐ�ÍÜ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�$��x��x�ÖÅ�ÊÎÐ�ÍÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
$��x��=�0�

«ÅÃÊÎ�ÇÍÀÉÒÈ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÊÎÐÅÍ�Â�Ð�ÂÍßÍÍß
��x�w������x�+�1���2x�w�����x�+�1��=�0�

¯ÐÎÒÅ��ßÊÙÎ�Ë�ÂÓ�×ÀÑÒÈÍÓ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÏÎÄÀÒÈ�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÌÍÎÃÎ×ËÅ�
ÍÀ��0x��w�1��x��+���x2�+����x�+�����ÒÎ�ÇÀÄÀ×À�ÏÎØÓÊÓ�ÉÎÃÎ�ÊÎÐÅÍ�Â�
ÑÒÀ��ÍÅÏÐÎÑÒÎÞ�

²ÎÌÓ�ÄËß�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�Ð�ÂÍßÍÜ�ÂÈÄÓ�$��x��=�0��ÄÅ�$��x��x�ÌÍÎÃÎ�
×ËÅÍ��ÂÀÆËÈÂÎ�ÍÀÂ×ÈÒÈÑß�ÂÈÄ�ËßÒÈ�Â�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ��Ë�Í�ÉÍÈÉ�ÌÍÎÆÍÈÊ��
ÒÎÁÒÎ�ÏÎÄÀÂÀÒÈ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÄÎÁÓÒÊÓ�$��x��=��x�w�D��%��x���ÄÅ�
%��x��x�ÄÅßÊÈÉ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ��ÑÒÅÏ�ÍÜ�ßÊÎÃÎ�ÍÀ�1�ÌÅÍØÈÉ�Â�Ä�ÑÒÅÏÅÍß�
ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�$��x��

¶ÜÎÌÓ�ÇÍÀ×ÍÎÞ�Ì�ÐÎÞ�ÑÏÐÈßÒÈÌÅ�ÒÀÊÀ�ÒÅÎÐÅÌÀ�

²ÅÎÐÅÌÀ� 45.1� �ÒÅÎÐÅÌÀ� ¡ÅÇÓ�. ®Ñтача від ділення много�
члена $ �x� на двочлен x w�D дорівнÞє $ �D�.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ�� ®ÑÊ�ËÜÊÈ� ÑÒÅÏ�ÍÜ� Ä�ËÜÍÈÊÀ� �ÄÂÎ×ËÅÍÀ� x�w�D�� ÄÎ�
Ð�ÂÍÞ��1��ÒÎ�ÑÒÅÏ�ÍÜ�ÎÑÒÀ×��ÌÀ��ÄÎÐ�ÂÍÞÂÀÒÈ�ÍÓËÞ�ÀÁÎ�ÎÑÒÀ×À�ÌÀ��
ÁÓÒÈ�ÍÓËÜÎÂÈÌ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÌ��ÒÎÁÒÎ�ØÓÊÀÍÀ�ÎÑÒÀ×À�x�ÖÅ�ÄÅßÊÅ�×ÈÑ�
ËÎ�U��¤Ëß�ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ�x���R�ÌÀ�ÌÎ�

$��x��=��x�w�D��4��x��+�U�
¯ÎÊËÀÂØÈ�Â�Ö�É�Ð�ÂÍÎÑÒ��x�=�D��ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�

$��D��=��D�w�D��4��D��+�U�
§Â�ÄÑÈ�$��D��=�U��
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²ÅÎÐÅÌÀ� 45.2. ¤ля того щоÁ чиÑло D ÁÓло коренем много�
члена $ �x�, неоÁÕідно і доÑтатньо, щоÁ многочлен $ �x� діливÑя 
націло на двочлен x w�D.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��ÅÕÀÉ�$��D��=�0��¤ÎÂÅÄÅÌÎ��ÙÎ�A x x( ) ( ).� − α
§À�ÒÅÎÐÅÌÎÞ�¡ÅÇÓ�$��D����ÎÑÒÀ×ÅÞ�Â�Ä�Ä�ËÅÍÍß�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�$��x��

ÍÀ�ÄÂÎ×ËÅÍ�x�w�D��¯ÐÎÒÅ�$��D��=�0��ÎÒÆÅ��A x x( ) ( ).� − α
ÅÕÀÉ�ÒÅÏÅÐ�A x x( ) ( ).� − α �¤ÎÂÅÄÅÌÎ��ÙÎ�$��D��=�0�
®ÑÊ�ËÜÊÈ� A x x( ) ( ),� − α �ÒÎ�ÎÑÒÀ×À�Â�Ä�Ä�ËÅÍÍß�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�$��x��

ÍÀ�ÄÂÎ×ËÅÍ�x�w�D�ÄÎÐ�ÂÍÞ��0��ÒÎÁÒÎ�$��D��=�0��
ÀÑË�ÄÎÊ�1.�Якщо ^D1��D2��...��Dn` x мноÆина коренів много�

члена $ �x�, то A x x x x Q xn( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ),= − − −α α α1 2 æ æ æ �де 4 �x��x�
деякий многочлен�

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��¿ÊÙÎ�D1�x�ÊÎÐ�ÍÜ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�$��x���ÒÎ�ÇÀ�ÒÅÎÐÅÌÎÞ�
���2�ÌÀ�ÌÎ��$��x��=��x�w�D1��41��x���¯ÎÊËÀÄÅÌÎ�Â�Ö�É�Ð�ÂÍÎÑÒ��x�=�D2��
®ÒÐÈÌÀ�ÌÎ���D2�w�D1��41��D2��=�0��®ÒÆÅ��D2�x�ÊÎÐ�ÍÜ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�41��x���
²ÎÄ��ÇÀ�ÒÅÎÐÅÌÎÞ����2�ÌÀ�ÌÎ��41��x��=��x�w�D2��42��x���®ÒÐÈÌÓ�ÌÎ��
$��x��=��x�w�D1��41��x��=��x�w�D1���x�w�D2��42��x��

§ÀÑÒÎÑÎÂÓÞ×È�ÀÍÀËÎÃ�×Í��ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß�ÄËß�ÊÎÐÅÍ�Â�D���D��� �����
DQ��ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�� A x x x x Q xn( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ).= − − −α α α1 2 æ æ æ �

ÀÑË�ÄÎÊ� 2. ¬ноÆина коренів многочлена ÑтеÏеня n міÑ�
тить не ÁільØе ніÆ n елементів.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��¯ÐÈÏÓÑÒÈÌÎ��ÙÎ�D1��D2�������DQ��DQ�+�1�x�ÊÎÐÅÍ��ÌÍÎ�
ÃÎ×ËÅÍÀ�$��x���ÑÒÅÏ�ÍÜ�ßÊÎÃÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��Q��²ÎÄ��ÇÃ�ÄÍÎ�Ç�ÍÀÑË�ÄÊÎÌ�1�
ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀÒÈ�

A x x x x Q xn( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ).� − − − +α α α1 2 1æ æ æ
¯ÐÎÒÅ�Öß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�ÍÅÌÎÆËÈÂÀ��ÎÑÊ�ËÜÊÈ�Â�Ë�Â�É�×ÀÑÒÈÍ��ÇÀÏÈÑÀÍÎ�

ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�ÑÒÅÏÅÍß�Q��À�Â�ÏÐÀÂ�É�x�ÂÈÐÀÇ��ßÊÈÉ�ÒÎÒÎÆÍÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��
ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÓ��ÑÒÅÏ�ÍÜ�ßÊÎÃÎ�Á�ËÜØÈÉ�ÇÀ�Q��

Етьєн Безу�
(1730–1783) 

Французький математик, основні 
роботи якого стосуються вищої 
алгебри. Викладав математику 
в училищі гардемаринів, Королівському 
артилерійському корпусі. Автор 
шеститомної праці «Курс математики».
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ÀÑË�ÄÎÊ�3. Якщо мноÆина коренів многочлена anxn + an�w�1xn�w�1
�+ 

+ ... + a1x�+�a0�міÑтить ÁільØе ніÆ n елементів, то�an�=�an�w�1�=
= ...�=�a1�=�a0�=�0, тоÁто цей многочлен тотоÆно дорівнÞє нÓлÞ.

П Р И К Л А Д   1  �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÂÈÐÀÇ�$��x��=��x�w�2�100�+��x�w�1��0�w�1�
Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�%��x��=�x2�w��x�+�2�

¯ÍÆÁ sÞÆ¿ÌÌÞ� � ¬À�ÌÎ��%� �x��=�x2�w��x�+�2�=��x�w�1�� �x�w�2���
®ÑÊ�ËÜÊÈ�$� �1��=�$� �2��=�0��ÒÎ�ÇÀ�ÒÅÎÐÅÌÎÞ����2�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�$� �x��
Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ��x�w�1���x�w�2���ÒÎÁÒÎ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÌÍÎÃÎ�
×ËÅÍ�x2�w��x�+�2��
П Р И К Л А Д   2  �®ÑÒÀ×��Â�Ä�Ä�ËÅÍÍß�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�3��x��ÍÀ�ÄÂÎ×ËÅÍÈ�
x�w�2���x�w���Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ��������§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÑÒÀ×Ó�Â�Ä�Ä��
ËÅÍÍß�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�3��x��ÍÀ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�x2�w��x�+���

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÑÒÅÏ�ÍÜ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�x2�w��x�+���ÄÎÐ�Â�
ÍÞ��2��ÒÎ�ÑÒÅÏ�ÍÜ�ØÓÊÀÍÎ��ÎÑÒÀ×��ÍÅ�Á�ËÜØÈÉ�ÇÀ�1��²ÎÌÓ�ÎÑÒÀ×À�x�ÖÅ�
ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�ÂÈÄÓ�Dx�+�E�

¬À�ÌÎ��3��x��=��x2�w��x�+����4��x��+�Dx�+�E�
3��x��=��x�w�2���x�w����4��x��+�Dx�+�E�

¯�ÄÑÒÀÂÈÌÎ�ÏÎ�×ÅÐÇ��Â�ÖÞ�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�x�=�2���x�=����®ÒÐÈÌÓ�ÌÎ�
3��2��=�2D�+�E��3�����=��D�+�E�

§ÀÑÒÎÑÎÂÓÞ×È�ÒÅÎÐÅÌÓ�¡ÅÇÓ��ÌÀ�ÌÎ��3� �2��=��� ��3� ����=����²ÎÄ��

ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ�ÑÈÑÒÅÌÓ�
2 5

3 7

a b

a b

+ =
+ =





,

.

§Â�ÄÑÈ�D�=�2��E�=�1��²ÎÄ��ØÓÊÀÍÎÞ�ÎÑÒÀ×ÅÞ���ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�2x�+�1�
¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��2x�+�1��

П Р И К Л А Д   3  �¯ÐÈ�ßÊÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�Q�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�I��x��=�xQ�+�DQ�
Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÄÂÎ×ËÅÍ�x�+�D"

¯ÍÆÁ sÞÆ¿ÌÌÞ� � ¬À�ÌÎ�� x�+�D�=�x�w��wD��� §sßÑÓ�ÌÎ�� ÏÐÈ� ßÊÈÕ�
ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�Q�ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�I��wD��=�0��ÒÎÁÒÎ��wD�Q�+�DQ�=�0��
®×ÅÂÈÄÍÎ��Öß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�Ò�ËÜÊÈ�ÏÐÈ�ÂÑ�Õ�ÍÅÏÀÐÍÈÕ�Q��

П Р И К Л А Д   4  �¤ÎÂÅÄ�ÒÜ�ÒÎÒÎÆÍ�ÑÒÜ
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) (

x b x c

a b a c

x c x a

b c b a

x a x b

c a

− −
− −

− −
− −

− −
−

+ +
cc b−

− =
)

.1 0

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �®×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ�D�≠�E��E�≠�F��F�≠�D��§ÀÇÍÀ×ÈÌÎ��ÙÎ�
ÂÈÐÀÇ�I��x���ÇÀÏÈÑÀÍÈÉ�Â�Ë�Â�É�×ÀÑÒÈÍ��Ð�ÂÍÎÑÒ���ßÊÓ�ÒÐÅÁÀ�ÄÎÂÅÑÒÈ��
ÒÎÒÎÆÍÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÓ��ÑÒÅÏ�ÍÜ�ßÊÎÃÎ�ÍÅ�Á�ËÜØÈÉ�ÇÀ�2�

«ÅÃÊÎ� ÏÅÐÅÂ�ÐÈÒÈ��ÙÎ� I� �D��=�I� �E��=�I� �F��=�0�� ®ÒÐÈÌÓ�ÌÎ��ÙÎ�
ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�ÑÒÅÏÅÍß��ÍÅ�ÂÈÙÎÃÎ�ÇÀ�2��ÌÀ��ÒÐÈ�Ð�ÇÍÈÕ�ÊÎÐÅÍ���®ÒÆÅ��
ÖÅÉ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�ÒÎÒÎÆÍÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÍÓËÞ��
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1. Що називають коренем многочлена?

2. Сформулюйте теорему Безу.

3. Сформулюйте необхідну і достатню умови для того, щоб число D було 
коренем многочлена  $�(x).

4. Яку найбільшу кількість елементів може містити множина коренів мно-
гочлена Q-го степеня?

5. Що можна сказати про многочлен степеня Q, якщо множина його ко-
ренів містить більше ніж Q елементів?

ВПРАВИ

45.1.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÑÒÀ×Ó�Â�Ä�Ä�ËÅÍÍß�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�$��x��ÍÀ�ÄÂÎ×ËÅÍ�%��x��
1��$��x��=�x��+�2x2�+��x�+�1��%��x��=�x�w�1�
2��$��x��=�2x��w��x��w�x�w�1��%��x��=�x�+�2�

45.2.q�§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÑÒÀ×Ó�Â�Ä�Ä�ËÅÍÍß�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�$��x��ÍÀ�ÄÂÎ×ËÅÍ�%��x��
1��$��x��=�2x��w��x2�+�x�+����%�x��=�x�w���
2��$��x��=��x��w��x��w���x2�+���x�w����%��x��=�x�+�1�

45.3.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�$��x��Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÄÂÎ×ËÅÍ�%��x��
1��$��x��=�2x��+��x2�+��x�+�2��%��x��=�x�+�2�
2��$��x��=��x��w��x��+�2x2�+��x�w�2��%��x��=�x�w�2�
���$��x��=��x��w��x��w�x2�+�x�+�1��%��x��=�x�w�1�
���$��x��=�x��w��x��w�x��+�2x��+��x2�+�x�w����%��x��=�x�w���

45.4.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÂÈÐÀÇ��x�+�1�2Q�w�x2Q�w�2x�w�1�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�
ÂÈÐÀÇ��x��x�+�1���2x�+�1���ÄÅ�n ∈�.

45.5.q�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÂÈÐÀÇ��x2�+�x�w�1�2Q�+��x2�w�x�+�1�2Q�w�2�Ä�ËÈÒÜÑß�
ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�x2�w�x��ÄÅ�n ∈�.

45.6.x�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�$��x��Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�
%��x��
1��$��x��=�x��w��x��+�1�x2�+��x�w�20��%��x��=�x2�w�x�w�2�
2��$��x��=�x��w��x��+��x2�+��1x�w��2��%��x��=�x2�+�x�w�2�
���$��x��=�x��w��x��+�2�x��w�1�x2�w�2�x�+�2���%��x��=�x2�w��x�+���

45.7.x�¯ÐÈ�ßÊÎÌÓ�ÇÍÀ×ÅÍÍ��ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�D�ÎÑÒÀ×À�Â�Ä�Ä�ËÅÍÍß�ÌÍÎÃÎ�
×ËÅÍÀ�
1��x��+�Dx��w�2x2�+�x�w�1�ÍÀ�ÄÂÎ×ËÅÍ�x�w�1�ÄÎÐ�ÂÍÞ����
2��2x��w��x��w�Dx2�w�x�w�2�ÍÀ�ÄÂÎ×ËÅÍ�x�+�1�ÄÎÐ�ÂÍÞ���"
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45.8.x�̄ ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�E�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�x��+��x2�w�Ex�+���
Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÄÂÎ×ËÅÍ�x�+�2"

45.9.x�̄ ÐÈ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐ�Â�D���E�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�$��x��Ä�ËÈÒÜÑß�
ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�%��x��
1��$��x��=�2x��w�x2�+�Dx�+�E��%��x��=�x2�w�1�
2��$��x��=��x��w�x��+�Dx2�+�Ex�+����%��x��=�x2�w��"

45.10.x�¯ÐÈ�ßÊÈÕ� ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÏÀÐÀÌÅÒÐ�Â�D� �� E�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�$� �x��=�
=� �x��+��x��+�Dx2�+�Ex�+�10� Ä�ËÈÒÜÑß� ÍÀÖ�ËÎ� ÍÀ� ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�
%��x��=�x2�+�x�w�2"

45.11.x� ¯ÐÈ� ßÊÈÕ� ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ� ÏÀÐÀÌÅÒÐ�Â� D�� E� �� F� ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�
x��+�Dx2�+�Ex�+�F�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÄÂÎ×ËÅÍÈ�x�w�1���x�+�2��À�ÏÐÈ�
Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ�ÄÂÎ×ËÅÍ�x�+�1�ÄÀ��Â�ÎÑÒÀ×��10"

45.12.x� ¯ÐÈ� ßÊÈÕ� ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ� ÏÀÐÀÌÅÒÐ�Â� D� �� E� ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�
x��+�Dx2�+�Ex�+�DE�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ�x�w�2�ÄÀ��Â�ÎÑÒÀ×��1���À�ÏÐÈ�
Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ�x�+�1�ÄÀ��Â�ÎÑÒÀ×��0"

45.13.x�®ÑÒÀ×��Â�Ä�Ä�ËÅÍÍß�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�$��x��ÍÀ�ÄÂÎ×ËÅÍÈ�x�w�����x�w�1�
Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ��������§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÎÑÒÀ×Ó�Â�Ä�Ä�ËÅÍÍß�ÌÍÎÃÎ�
×ËÅÍÀ�$��x��ÍÀ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�x2�w��x�+���

45.14.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÂÈÐÀÇ�D���E�w�F��+�E���F�w�D��+�F���D�w�E��Ä�ËÈÒÜÑß�
ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÂÈÐÀÇ��D�w�E���E�w�F���F�w�D��

45.15.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�
1���ÂÈÐÀÇ��D�+�E�+�F���DE�+�EF�+�FD��w�DEF�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÂÈÐÀÇ�

D�+�E�
2��ÂÈÐÀÇ�x��+�y��+�]��w��xy]�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÂÈÐÀÇ�x�+�y�+�]�

45.16.xx�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ�ÒÎÒÎÆÍ�ÑÒÜ�

1��a b c
x b x c

a b a c

x c x a

b c b a

x a x b

c

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

(

− −
− −

− −
− −

− −
−

+ +
aa c b

x
) ( )

;
−

=

2��a b c
x b x c

a b a c

x c x a

b c b a

x a x b2 2 2( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )− −
− −

− −
− −

− −+ +
(( ) ( )

.
c a c b

x
− −

= 2

45.17.�·ÈÑËÀ�1�������ÊÎÐÅÍßÌÈ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�3��x��=�DQxQ�+�DQ�w�1xQ�w�1�+�
+�����+�D1x�+�2010��ÄÅ�DQ��DQ�w�1�������D1�x�Ö�Ë��×ÈÑËÀ��·È��ÑÍÓ��ÒÀÊÅ�
Ö�ËÅ�×ÈÑËÎ�x0��ÙÎ�3��x0��=�1000"
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 46. Ціле раціональне рівняння46.

®ÇÍÀ×ÅÍÍß. �°�ÂÍßÍÍß�ÂÈÄÓ�anxn�+�an�w�1xn�w�1�+�...�+�a1x�+�a0�=�0��
ÄÅ�a0��a1��...��an�x�ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Ö�ËÈÌ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌ�
Ð�ÂÍßÍÍßÌ.

·ÈÑËÎ�D0�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Â�ËÜÍÈÌ�×ËÅÍÎÌ�ÖÜÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�

²ÅÎÐÅÌÀ� 46.1. Якщо ціле раціональне рівняння із цілими 
коефіцієнтами має цілий корінь, то він є дільником вільного  
члена.

£ÍÁÄÃÄÌÌÞ��ÅÕÀÉ�x0�x�Ö�ËÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�Ð�ÂÍßÍÍß
DQxQ�+�DQ�w�1xQ�w�1�+�����+�D1x�+�D0�=�0�

ÄÅ�D0��D1�������DQ�x�Ö�Ë��×ÈÑËÀ��²ÎÄ��ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ

a x a x a x an
n

n
n

0 1 0
1

1 0 0 0+ + + + =−
− ... .

§Â�ÄÑÈ�a a x a x a xn
n

n
n

0 0 1 0
1

1 0= − + − −−
− ... ;

a x a x a x an
n

n
n

0 0 0
1

1 0
2

1= − − − −−
−

−( ... ).

®ÒÆÅ��Ö�ËÅ�×ÈÑËÎ�D0�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÄÎÁÓÒÊÓ�ÄÂÎÕ�Ö�ËÈÕ�×ÈÑÅË��ÎÄÍÅ�
Ç�ßÊÈÕ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��x0��²ÎÄ��a x0 0� .�

§ÀÓÂÀÆÅÍÍß��§�ÄÎÂÅÄÅÍÎ��ÒÅÎÐÅÌÈ�ÍÅ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�Ä�ËÜÍÈÊ�
Â�ËÜÍÎÃÎ�×ËÅÍÀ�Ö�ËÎÃÎ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��Ç�Ö�ËÈÌÈ�ÊÎÅÔ�Ö��

�ÍÒÀÌÈ�ÎÁÎÂsßÇÊÎÂÎ���ÊÎÐÅÍÅÌ�Ð�ÂÍßÍÍß��
³�ÒÅÎÐÅÌ��ÉÄÅÒÜÑß�ËÈØÅ�ÏÐÎ�ÒÅ��ÙÎ�Ö�Ë��
ÊÎÐÅÍ��Ö�ËÎÃÎ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��Ç�
Ö�ËÈÌÈ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÀÌÈ�ÒÐÅÁÀ�ØÓÊÀÒÈ�ÑÅÐÅÄ�
Ä�ËÜÍÈÊ�Â�Â�ËÜÍÎÃÎ�×ËÅÍÀ�

�ÍØÈÌÈ� ÑËÎÂÀÌÈ�� ÄËß� ÒÎÃÎ�ÙÎÁ� Ö�ËÅ�
×ÈÑËÎ�ÁÓËÎ�ÊÎÐÅÍÅÌ�Ö�ËÎÃÎ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�
Ð�ÂÍßÍÍß��Ç�Ö�ËÈÌÈ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÀÌÈ��ÍÅÎÁ�
Õ�ÄÍÎ��ÙÎÁ�ÂÎÍÎ�ÁÓËÎ�Ä�ËÜÍÈÊÎÌ�Â�ËÜÍÎÃÎ�
×ËÅÍÀ��ÐÈÑ�����1���®ÄÍÀÊ�Öß�ÓÌÎÂÀ�ÍÅ���ÄÎ�
ÑÒÀÒÍÜÎÞ�

ÀÏÐÈÊËÀÄ��×ÈÑËÀ�w2���2���Ä�ËÜÍÈÊÀÌÈ�Â�ËÜÍÎÃÎ�×ËÅÍÀ�Ð�ÂÍßÍÍß�
�x2�w��x�w�2�=�0��¯ÐÎÒÅ�Ò�ËÜÊÈ�ÎÄÍÅ�Ç�ÍÈÕ���ÊÎÐÅÍÅÌ�Ð�ÂÍßÍÍß�

²ÀÊÎÆ�ÇÀÇÍÀ×ÈÌÎ��ÙÎ�ÒÅÎÐÅÌÀ����1�ÄÎÏÎÌÀÃÀ��ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÒÈ�Ò��
Ö�Ë��ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍ��Ð�ÂÍßÍÍß��Ç�Ö�ËÈÌÈ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÀÌÈ��ßÊ��ÌÀÞÒÜ�Ö�Ë��
ÊÎÐÅÍ���¯ÅÐÅÊÎÍÀ�ÌÎÑß�Â�ÖÜÎÌÓ�ÍÀ�ÒÀÊÎÌÓ�ÏÐÈÊËÀÄ��

rÎÖ. ��.1
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П Р И К Л А Д       �°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
2x��w��x��w�2x2�w�x�w���=�0�

¯ÍÆÁsÞÆ¿ÌÌÞ� �¹ÎÁ�ÏÅÐÅÂ�ÐÈÒÈ�ÍÀßÂÍ�ÑÒÜ�Ö�ËÈÕ�ÊÎÐÅÍ�Â�Ó�ÖÜÎÃÎ�
Ð�ÂÍßÍÍß��ÂÈÏÈØÅÌÎ�ÂÑ��Ä�ËÜÍÈÊÈ�ÉÎÃÎ�Â�ËÜÍÎÃÎ�×ËÅÍÀ��1��w1��2��
w2�����w������w��

¯ÅÐÅÂ�ÐÊÎÞ�ÂÑÒÀÍÎÂËÞ�ÌÎ��ÙÎ�x�=�w1���ÊÎÐÅÍÅÌ�ÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍ�
Íß��®ÒÆÅ��ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�I��x���ßÊÈÉ�ÑÒÎ�ÒÜ�Ó�Ë�Â�É�×ÀÑÒÈÍ��Ð�ÂÍßÍÍß��
Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÄÂÎ×ËÅÍ�x�+�1��ÒÎÁÒÎ�I��x��=��x�+�1��J��x��

¬ÍÎÃÎ×ËÅÍ�J��x��ÌÎÆÍÀ�ÇÍÀÉÒÈ��ÂÈÊÎÍÀÂØÈ�Ä�ËÅÍÍß�ÊÓÒÎ×ÊÎÌ�
ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�I��x��ÍÀ�ÄÂÎ×ËÅÍ�x�+�1��¯ÐÎÒÅ��ÑÍÓ��ÙÅ��ÍØÈÉ�ÑÏÎÑ�Á�

®ÑÊ�ËÜÊÈ�I��x��=��x�+�1��J��x���ÒÎ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�I��x��ÌÎÆÍÀ�ÇÀÏÈÑÀ�
ÒÈ�Â�ÒÀÊÎÌÓ�ÂÈÃËßÄ���ÙÎÁ�ÌÎÆÍÀ�ÁÓËÎ�ÂÈÍÅÑÒÈ�ÇÀ�ÄÓÆÊÈ�ÑÏ�ËÜÍÈÉ�
ÌÍÎÆÍÈÊ�x�+�1��¯ÎÄÀÌÎ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�I��x��Ó�ÂÈÃËßÄ��ÑÓÌÈ�ÄÂÎ×ËÅÍ�Â��
ÊÎÆÍÈÉ�Ç�ßÊÈÕ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀ�x�+�1��¬À�ÌÎ�

2 5 2 6 2 2 7 7 5 54 3 2 4 3 3

3

2 2

25 2
x x x x x x x x x x

x x
− − − − = + − − + +

= − = −
� �� �� � �� �� −− − =

= −
6 6x
x

��� ��

=�2x���x�+�1��w��x2��x�+�1��+��x��x�+�1��w����x�+�1��=�
�=��x�+�1���2x��w��x2�+��x�w����

®ÒÆÅ��J��x��=�2x��w��x2�+��x�w���
§sßÑÓ�ÌÎ�� ×È�ÌÀ�� Ö�Ë�� ÊÎÐÅÍ�� Ð�ÂÍßÍÍß� 2x��w��x2�+��x�w���=�0��

¢ÈÏÈØÅÌÎ�Ä�ËÜÍÈÊÈ�Â�ËÜÍÎÃÎ�×ËÅÍÀ��1��w1��2��w2�����w������w��
¯ÅÐÅÂ�ÐÊÎÞ�ÂÑÒÀÍÎÂËÞ�ÌÎ��ÙÎ�×ÈÑËÎ�����ÊÎÐÅÍÅÌ�ÖÜÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍ�

Íß��²ÎÄ��J��x��=��x�w����K��x���§ÍÀÉÄÅÌÎ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�K��x���¤Ëß�ÖÜÎÃÎ�
ÏÎÄÀÌÎ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�J��x��Ó�ÂÈÃËßÄ��ÑÓÌÈ�ÄÂÎ×ËÅÍ�Â��ÊÎÆÍÈÉ�Ç�ßÊÈÕ�
Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�x�w���

2 7 5 6 2 6 3 2 63 2 3 2 2

27 5
x x x x x x x x

x x
− + − = − − + + − =

= − =
� �� �� ��� ��

=�2x2��x�w����w�x��x�w����+�2��x�w���=��x�w�����2x2�w�x�+�2��
®ÒÆÅ��K��x��=�2x2�w�x�+�2�
®×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�K��x��=�0�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅ�ÌÀ���²ÀÊÈÌ�×ÈÍÎÌ��

ÇÀÄÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÌÀ��ÄÂÀ�ÊÎÐÅÍ��w1�����

¡�ÃÎÍÁ�ÃÛ��w1�����

1.  Яке рівняння називають цілим раціональним?
2.  Яку властивість мають цілі корені цілого раціонального рівняння із ці-

лими коефіцієнтами?
3. Яке співвідношення між множиною дільників вільного члена цілого 

раціонального рівняння із цілими коефіцієнтами та множиною його 
цілих коренів?
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ВПРАВИ

46.1.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x��+��x2�+�2�x�+�1��=�0�
2��2x��w�x2�w��x�w�2�=�0�
����x��+��x��w�x2�w��x�w�2�=�0�
����x��+��x��w�2x2�w��x�w���=�0�
���2x��w��x��w��x2�+��x�+���=�0�
���x��+��x��+�2�x��+���x2�+�2�x�+�12�=�0�

46.2.x�°ÎÇÂsßÆ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�
1��x��+�x2�w��x�+�2�=�0�� ���x��+��x��w�2x2�w��x�+�1�=�0�
2��x��w�x2�w��x�+�12�=�0�� ���x��+�2x��w�11x2�+��x�+���=�0�
���x��+��x2�+��x�+�2�=�0�� ����x��+��x��w��x2�w��x�+�10�=�0�

46.3.xx� ¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ� ÊÎËÈ� Ö�ËÅ� ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÅ� Ð�ÂÍßÍÍß� �Ç� Ö�ËÈÌÈ�
ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÀÌÈ�

xQ�+�DQ�w�1xQ�w�1�+�����+�D1x�+�D0�=�0
ÌÀ��ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ��ÒÎ�Â�Í���Ö�ËÈÌ�×ÈÑËÎÌ�

46.4.xx� ¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ� ÊÎËÈ� Ö�ËÅ� ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÅ� Ð�ÂÍßÍÍß� �Ç� Ö�ËÈÌÈ�
ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÀÌÈ

DQxQ�+�DQ�w�1xQ�w�1�+�����+�D1x�+�D0�=�0

ÌÀ��ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�x
p

q0 = ,�ÄÅ�
p

q
�x�ÍÅÑÊÎÐÎÒÍÈÉ�ÄÐ�Á��ÒÎ�

S�x�Ä�ËÜÍÈÊ�Â�ËÜÍÎÃÎ�×ËÅÍÀ�D0��T�x�Ä�ËÜÍÈÊ�ÑÒÀÐØÎÃÎ�ÊÎÅÔ�Ö��
�ÍÒÀ�DQ�
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ДРУЖИМО З КОМП’ЮТЕРОМ
³�ÖÜÎÌÓ�ÐÎÇÄ�Ë��ÍÀÂÅÄÅÍÎ�ÇÀÂÄÀÍÍß��ßÊ��ÂÈ�ÇÌÎÆÅÒÅ�ÂÈÊÎÍÓÂÀÒÈ�

ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÊÎÌÏsÞÒÅÐÀ�Â�Ì�ÐÓ�ÂÈÂ×ÅÍÍß�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÈÕ�ÒÅÌ��¤ÅßÊ��
Ç�ÍÈÕ�x�ÏÐÎÄÎÂÆÅÍÍß�ÒÀ�ÐÎÇÂÈÒÎÊ�ÂÏÐÀÂ�ÖÜÎÃÎ�Ï�ÄÐÓ×ÍÈÊÀ��ÒÀÊ��
ÂÏÐÀÂÈ�Â�ÒÅÊÑÒ��Ï�ÄÐÓ×ÍÈÊÀ�ÏÎÌ�×ÅÍÎ�ÇÍÀ×ÊÎÌ��¿���À�ÒÓÒ�ÓÊÀÇÀÍÎ�
ÍÎÌÅÐ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎ��ÂÏÐÀÂÈ��

§ÀÂÄÀÍÍß��ßÊ��ÏÎÒÐÅÁÓÞÒÜ�ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÒÈ�ÊÀËÜÊÓËßÒÎÐ��ÂÈÊÎÍÓÉÒÅ�
ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�Ì�ÊÐÎÊÀËÜÊÓËßÒÎÐÀ�ÀÁÎ�ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎ��ÏÐÎÃÐÀÌÈ��ÊÀËÜ�
ÊÓËßÒÎÐ���ÙÎ���ÍÀ�ÂÀØÎÌÓ�ÊÎÌÏsÞÒÅÐ��

²ÈÌ�� ÕÒÎ�Ö�ÊÀÂÈÒÜÑß� �ÍÔÎÐÌÀÒÈÊÎÞ��ÏÐÎÏÎÍÓ�ÌÎ� ÇÀÂÄÀÍÍß�ÍÀ�
ÑÊËÀÄÀÍÍß�ÀËÃÎÐÈÒÌ�Â���ÏÐÎÃÐÀÌ��Ó�ßÊÈÕ�ÌÎÆÍÀ�ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÒÈ�ÎÒÐÈ�
ÌÀÍ��ÌÀÒÅÌÀÒÈ×Í��ÇÍÀÍÍß��¶��ÇÀÂÄÀÍÍß�ÏÎÌ�×ÅÍÎ�Ç�ÐÎ×ÊÎÞ��¯ÎÊÈ�
ÂÈ�ÍÅ�ÎÏÀÍÓÂÀËÈ�ÍÀ�ÏÎÒÐ�ÁÍÎÌÓ�Ð�ÂÍ��ßÊÓ�ÍÅÁÓÄÜ�ÌÎÂÓ�ÏÐÎÃÐÀÌÓ�
ÂÀÍÍß��ÄÎÑÒÀÒÍÜÎ�ÏÐÈÄÓÌÀÒÈ�ÀËÃÎÐÈÒÌ���ÇÀÏÈÑÀÒÈ�ÉÎÃÎ�ÑËÎÂÀÌÈ�ÀÁÎ�
Ó�ÂÈÃËßÄ��ÁËÎÊ�ÑÕÅÌÈ��§ÀÓÂÀÆÈÌÎ��ÙÎ�ÂÌ�ÍÍß�ÑÊËÀÄÀÒÈ�ÀËÃÎÐÈÒÌÈ�
�ÏÎÑË�ÄÎÂÍÎÑÒ��Ä�É��ÑÒÀÍÅ�ÂÀÌ�Ó�ÏÐÈÃÎÄ��ÍÅ�ËÈØÅ�Â�ÏÐÎÃÐÀÌÓÂÀÍÍ���
À�É�Â��ÍØÈÕ�ÃÀËÓÇßÕ�Ä�ßËÜÍÎÑÒ��

ªÐ�Ì�ÒÎÃÎ���ÑÍÓ��ÁÀÃÀÒÎ�ÏÐÎÃÐÀÌ��ÑÒÂÎÐÅÍÈÕ�ÑÏÅÖ�ÀËÜÍÎ�ÄËß�ØÊÎ�
ËßÐ�Â�ÒÀ�ØÊÎËßÐÎÊ���ÏÐÈÇÍÀ×ÅÍÈÕ�ÄËß�ÒÎÃÎ��ÙÎÁ�ÄÎÏÎÌÎÃÒÈ�ÎÏÀÍÓ�
ÂÀÒÈ�ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÓ��¢È�ÇÌÎÆÅÒÅ�ÇÍÀÉÒÈ��Õ�ÍÀ�ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ��ÍÒÅÐÍÅÒÓ��

 �ÌÎÆÅ��ÂÈ�É�ÑÀÌ��ÏÐÈÄÓÌÀ�ÒÅ�ÊÎÐÈÑÍ��ÏÐÎÃÐÀÌÈ�ÄËß�ÂÈÂ×ÅÍÍß�
ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ"

¤Î�Ï.�2��´ÓÍÊÖ�ß.�£ÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ��.�«�Í�ÉÍÀ�ÔÓÍÊÖ�ß�

2.3��2.4.�±ÊËÀÄ�ÒÜ�ÀËÃÎÐÈÒÌ�ÄËß�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�Ö����ÇÀÄÀ×���³�ßÊÎ�
ÌÓ�ÂÈÃËßÄ��ÇÐÓ×ÍÎ�ÏÎÄÀÒÈ�ÇÀÄÀÍÅ�×ÈÑËÎ"

2.16.�±ÊËÀÄ�ÒÜ�ØÓÊÀÍÓ�ÒÀÁËÈÖÞ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÒÀÁËÈ×ÍÎÃÎ�ÐÅ�
ÄÀÊÒÎÐÀ��§ÐÎÁ�ÒÜ�ÒÀÊ��ÙÎÁ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���ÄËß�ÇÀÄÀÍÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�
ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�ÎÁ×ÈÑËÞÂÀËÎÑÜ�ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÍÎ�

Понад 70 років у нашій державі діє Мала академія наук Укра-
їни (МАН), у наукових відділеннях і численних секціях якої 
учні та учениці можуть проводити дослідницьку та практичну 
роботу за найрізноманітнішими напрямами. Ви можете брати 
участь у роботі її секцій та позашкільному навчанні, турнірах 
і конкурсах фахової майстерності, всеукраїнських учнівських 
олімпіадах з базових і спеціальних дисциплін, представляти 
свої роботи на Всеукраїнському конкурсі-захисті науково-
дослідницьких робіт учнів і учениць — членів МАН.

∫

∫

∫
∫

∫
∫

∫
∫
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¤Î�Ï.�4��¬ÍÎÆÈÍÀ�ÒÀ����ÅËÅÌÅÍÒÈ�

§ÍÀÉÄ�ÒÜ� ÇÀ� ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ� �ÍÒÅÐÍÅÒÓ� ßÊ��ÍÅÁÓÄÜ� Ö�ÊÀÂ�� ÔÀÊÒÈ� ÒÀ�
ÎÏÈØ�ÒÜ��Õ��ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ÑËÎÂÀ��ÌÍÎÆÈÍÀ����ÅËÅÌÅÍÒ�ÌÍÎÆÈÍÈ���
�ÏÎÐÎÆÍß�ÌÍÎÆÈÍÀ���§ÀÄÀÉÒÅ�ßÊÓ�ÍÅÁÓÄÜ��Ç�ÐÎÇÃËßÍÓÒÈÕ�ÌÍÎÆÈÍ�
ÏÅÐÅË�ÊÎÌ�ÅËÅÌÅÍÒ�Â���ÇÀÄÀÍÍßÌ�ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÍÎ��ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��

§À� ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ� ßÊÎ�� ÑÒÐÓÊÒÓÐÈ� ÄÀÍÈÕ� Ó� ÏÐÎÃÐÀÌÓÂÀÍÍ�� ÇÐÓ×ÍÎ�
ÇÀÄÀÂÀÒÈ�×ÈÑËÎÂÓ�ÌÍÎÆÈÍÓ"

4.7.�ÅÕÀÉ�ÄÀÍÎ�×ÈÑËÎÂÓ�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÒÀ�ÄÅßÊÅ�×ÈÑËÎ��§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀË�ÒÀ�ÄÅßÊÅ�×ÈÑËÎ��§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀË��ÄÅßÊÅ�×ÈÑËÎ��§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀË�
ÃÎÐÈÒÌ��ßÊÈÉ�ÂÈÇÍÀ×À���×È���ÄÀÍÅ�×ÈÑËÎ�ÅËÅÌÅÍÒÎÌ�ÄÀÍÎ��ÌÍÎÆÈÍÈ�

4.14.�ÅÕÀÉ�ÄÀÍÎ�ÄÂ��×ÈÑËÎÂ��ÌÍÎÆÈÍÈ��§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀËÃÎÐÈÒÌ��ßÊÈÉ�
ÂÈÇÍÀ×À���×È���ÄÀÍ��ÌÍÎÆÈÍÈ�Ð�ÂÍÈÌÈ�

¤Î�Ï.�5��¯�ÄÌÍÎÆÈÍÀ.�®ÏÅÐÀÖ���ÍÀÄ�ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ�

§ÀÄÀÉÒÅ�ßÊÅ�ÍÅÁÓÄÜ�ÑÏÎËÓ×ÅÍÍß�ÑË�Â���ÂÈÊÎÍÀÉÒÅ�ÏÎØÓÊ�Â��ÍÒÅÐ�
ÍÅÒ��ÇÀ�ÖÈÌ�ÑÏÎËÓ×ÅÍÍßÌ��¢ÈÊÎÍÀÉÒÅ�ÏÎØÓÊ�ÇÀ�ÊÎÆÍÈÌ�ÑËÎÂÎÌ��Ç�
ÖÜÎÃÎ�ÑÏÎËÓ×ÅÍÍß�ÎÊÐÅÌÎ��§ÀÍÎÒÓÉÒÅ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÂÈÁÐÀÍÈÕ�ÐÅÇÓËÜ�
ÒÀÒ�Â��®ÏÈØ�ÒÜ�ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×Í��ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��ÌÍÎÆÈÍ��ÎÒÐÈÌÀÍÈÕ�
Ó�ÐÅÇÓËÜÒÀÒ��ÊÎÆÍÎÃÎ�ÏÎØÓÊÓ��®ÏÈØ�ÒÜ�Ó�ÒÅÐÌ�ÍÀÕ�ÎÏÅÐÀÖ�É�ÍÀÄ�
ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ�� ßÊ� ÑÏ�ÂÂ�ÄÍÎÑßÒÜÑß� Ì�Æ� ÑÎÁÎÞ� ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ� ÏÎØÓÊÓ�
Â�ÊÎÆÍÎÌÓ�Ç�ÂÈÏÀÄÊ�Â��§ÐÎÁ�ÒÜ�ÂÈÑÍÎÂÊÈ��ÍÀÑÊ�ËÜÊÈ�ÂÀÆËÈÂÎ�ÒÎ×ÍÎ�
ÇÀÄÀÂÀÒÈ�ÓÌÎÂÓ�ÏÎØÓÊÓ�

5.5.�ÅÕÀÉ�ÄÀÍÎ�ÄÂ��×ÈÑËÎÂ��ÌÍÎÆÈÍÈ��§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀËÃÎÐÈÒÌ��ßÊÈÉ�
ÂÈÇÍÀ×À���×È����1��ÄÐÓÃÀ�ÌÍÎÆÈÍÀ�Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÏÅÐØÎ���2��ÎÄÍÀ�
Ç�ÌÍÎÆÈÍ�ÂËÀÑÍÎÞ�Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÎÞ��ÍØÎ��

5.19�� 5.28.�ÅÕÀÉ� ÄÀÍÎ� ÄÂ�� ×ÈÑËÎÂ��ÌÍÎÆÈÍÈ�� §ÀÏÈØ�ÒÜ� ÀËÃÎ�
ÐÈÒÌ��ßÊÈÉ�ÔÎÐÌÓ��ÌÍÎÆÈÍÓ��ÙÎ����1��ÎÁs�ÄÍÀÍÍßÌ�ÄÀÍÈÕ�ÌÍÎÆÈÍ��
2��ÏÅÐÅÐ�ÇÎÌ�ÄÀÍÈÕ�ÌÍÎÆÈÍ�����Ð�ÇÍÈÖÅÞ�ÏÅÐØÎ��ÒÀ�ÄÐÓÃÎ��ÌÍÎÆÈÍ�

¤Î�Ï.�6��±Ê�Í×ÅÍÍ��ÌÍÎÆÈÍÈ.�¢ÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÀ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�

6.11�� 6.13�� 6.16�� 6.17�� 6.18�� 6.20.� §ÀÏÈØ�ÒÜ� ÀËÃÎÐÈÒÌ� ÄËß�
ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�Ö����ÇÀÄÀ×��ÌÅÒÎÄÎÌ�ÏÅÐÅÁÎÐÓ�

¤Î�Ï.�7��ÅÑÊ�Í×ÅÍÍ��ÌÍÎÆÈÍÈ.�§Ë�×ÅÍÍ��ÌÍÎÆÈÍÈ�

ªÎÐÈÑÒÓÞ×ÈÑÜ��ÍÒÅÐÍÅÒÎÌ��ÎÇÍÀÉÎÌÒÅÑß�Ç�ÄÂ�ÉÊÎÂÎÞ�ÑÈÑÒÅÌÎÞ�
×ÈÑËÅÍÍß��¿Ê��ÇÀÄÀ×��ÖÜÎÃÎ�ÏÓÍÊÒÓ�ËÅÃÊÎ�ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ��ÊÎÐÈÑÒÓÞ×ÈÑÜ�
Ö��Þ�ÑÈÑÒÅÌÎÞ"

¤Î�Ï.�8��¯ÎÄ�ËÜÍ�ÑÒÜ�ÍÀÖ�ËÎ�ÒÀ����ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��

·È�ÌÎÆÍÀ�ÑÒÂÅÐÄÆÓÂÀÒÈ��ÙÎ�ÎÄÍÅ�×ÈÑËÎ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ�ÄÐÓÃÅ��
ÂÈÊÎÍÀÂØÈ�Ä�ËÅÍÍß�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÊÀËÜÊÓËßÒÎÐÀ"�·ÎÌÓ"

¿Ê���Ç�ÇÀÄÀ×�ÖÜÎÃÎ�ÏÓÍÊÒÓ�ÌÎÆÍÀ�ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ��ÌÅÒÎÄÎÌ�ÏÅÐÅÁÎÐÓ"�
§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀËÃÎÐÈÒÌÈ�ÄËß�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�Ê�ËÜÊÎÕ��Ç�ÖÈÕ��ÇÀÄÀ×�
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¤Î�Ï.�9��¤�ËÅÍÍß�Ç�ÎÑÒÀ×ÅÞ.�ªÎÍÃÐÓÅÍÖ���ÒÀ��ÕÍ��ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��

§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀËÃÎÐÈÒÌ��ÂÕ�ÄÍÈÌÈ�ÄÀÍÈÌÈ�ÄËß�ßÊÎÃÎ���ÄÂÀ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�
×ÈÑËÀ��À�ÂÈÕ�ÄÍÈÌÈ�x�ÍÅÏÎÂÍÀ�×ÀÑÒÊÀ�ÒÀ�ÎÑÒÀ×À�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÏÅÐØÎÃÎ�
×ÈÑËÀ�ÍÀ�ÄÐÓÃÅ��¿Ê��ÎÊÐÅÌ��ÂÈÏÀÄÊÈ�ÏÎÒÐ�ÁÍÎ�ÐÎÇÃËßÍÓÒÈ"�¿Ê�ÒÐÅÁÀ�
ÇÌ�ÍÈÒÈ�ÖÅÉ�ÀËÃÎÐÈÒÌ��ßÊÙÎ�Ä�ËÅÍÅ���Ö�ËÈÌ�×ÈÑËÎÌ"

·È���Ó�ÂÈÁÐÀÍ�É�ÂÀÌÈ�ÌÎÂ��ÏÐÎÃÐÀÌÓÂÀÍÍß�ÎÏÅÐÀÖ�ß��ßÊÀ�ÄÀ��
ÇÌÎÃÓ�ÇÍÀÉÒÈ�ÍÅÏÎÂÍÓ�×ÀÑÒÊÓ�É�ÎÑÒÀ×Ó�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÄÂÎÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜ�
ÍÈÕ�×ÈÑÅË"

9.42�� 9.43.� §ÀÏÈØ�ÒÜ� ÀËÃÎÐÈÒÌ� ÄËß� ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß� ÖÈÕ� ÇÀÄÀ×�
ÌÅÒÎÄÎÌ�ÏÅÐÅÁÎÐÓ�

9.45��9.46.�§ÀÂÄßÊÈ�ßÊ�É�ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��Ä�ËÅÍÍß�Ç�ÎÑÒÀ×ÅÞ�Ö��ÇÀ�
ÄÀ×��ÌÎÆÍÀ�ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ�ÌÅÒÎÄÎÌ�ÏÅÐÅÁÎÐÓ"�§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀËÃÎÐÈÒÌ�ÄËß�
ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�ÎÄÍ����Ç�ÍÈÕ�

¤Î�Ï.�10��ÀÉÁ�ËÜØÈÉ�ÑÏ�ËÜÍÈÉ�Ä�ËÜÍÈÊ���ÍÀÉÌÅÍØÅ�ÑÏ�ËÜÍÅ�ÊÐÀÒÍÅ�
ÄÂÎÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË.�¢ÇÀ�ÌÍÎ�ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ�

§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀËÃÎÐÈÒÌ�ÄËß�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÒÎÃÎ��×È���ÎÄÍÅ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�
×ÈÑËÎ� Ä�ËÜÍÈÊÎÌ� ÄÐÓÃÎÃÎ�� ³ÐÀÕÓÉÒÅ��ÙÎ� Ä�ËÅÍÍß� ÂÅËÈÊÈÕ� ×ÈÑÅË�
ÌÎÆÅ�ÂÈÊÎÍÓÂÀÒÈÑß�ÍÅÒÎ×ÍÎ�

§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀËÃÎÐÈÒÌÈ�ÄËß�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÍÀÉÁ�ËÜØÎÃÎ�ÑÏ�ËÜÍÎÃÎ�Ä�ËÜ�
ÍÈÊÀ�ÒÀ�ÍÀÉÌÅÍØÎÃÎ�ÑÏ�ËÜÍÎÃÎ�ÊÐÀÒÍÎÃÎ�ÄÂÎÕ�×ÈÑÅË��°ÎÇÃËßÍÜÒÅ�ÄÂÀ�
ÂÀÐ�ÀÍÒÈ��Ç�ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÍßÌ�Ò�ËÜÊÈ�ÎÇÍÀ×ÅÍÍß�ÒÀ�Ç�ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÍßÌ�
ÒÅÎÐÅÌ�ÖÜÎÃÎ�ÏÓÍÊÒÓ�

§ÀÏÈØ�ÒÜ� ÀËÃÎÐÈÒÌ�� ßÊÈÉ� ÂÈÇÍÀ×À��� ×È� �� ÄÂÀ� ×ÈÑËÀ� ÂÇÀ�ÌÍÎ�
ÏÐÎÑÒÈÌÈ�

10.18.�ÀÏÈØ�ÒÜ�ÏÐÎÃÐÀÌÓ�ÄËß�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�Ö����ÇÀÄÀ×��
10.25.�§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀËÃÎÐÈÒÌ�ÄËß�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�Ö����ÇÀÄÀ×��ÌÅÒÎÄÎÌ�

ÏÅÐÅÁÎÐÓ�

¤Î�Ï.�11��®ÇÍÀÊÈ�ÏÎÄ�ËÜÍÎÑÒ��

§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀËÃÎÐÈÒÌÈ��ÙÎ�ÐÅÀË�ÇÓÞÒÜ�ÎÇÍÀÊÈ�ÏÎÄ�ËÜÍÎÑÒ��ÍÀ����
ÍÀ����ÍÀ�11��·ÈÑËÎ��ÙÎ�ÏÅÐÅÂ�Ðß�ÒÜÑß��ÇÀÄÀÍÎ�ÒÀÊÈÌÈ�ÂÕ�ÄÍÈÌÈ�
ÄÀÍÈÌÈ�� Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ� ÖÈÔÐ� Ó� ÖÜÎÌÓ� ×ÈÑË�� ÒÀ� ÇÀÏÈÑ� ×ÈÑËÀ� Ó� ÂÈ�
ÃËßÄ��ÏÎÑË�ÄÎÂÍÎÑÒ��ÖÈÔÐ��ÌÀÑÈÂ�ÀÁÎ�ÇÌ�ÍÍÀ�ÒÈÏÓ��ÑÈÌÂÎËÜÍÈÉ��
ÐßÄÎÊ���

§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀËÃÎÐÈÒÌÈ��ßÊ��ÐÅÀË�ÇÓÞÒÜ�ÎÇÍÀÊÈ�ÏÎÄ�ËÜÍÎÑÒ��ÍÀ�2Q��
�Q��10Q��ÄÅ�Q���ÂÕ�ÄÍÈÌ�ÄÀÍÈÌ�

11.9w11.18.�§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀËÃÎÐÈÒÌ�ÄËß�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�ÎÄÍ�����Ç�ÖÈÕ�
ÇÀÄÀ×�ÌÅÒÎÄÎÌ�ÏÅÐÅÁÎÐÓ�

11.20��11.28.�ªÎÐÈÑÒÓÞ×ÈÑÜ��ÍÒÅÐÍÅÒÎÌ��ÎÇÍÀÉÎÌÒÅÑß�Ç�ÏÎÍßÒÒßÌ�
ÐÅÊÓÐÑ����§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀËÃÎÐÈÒÌ�ÄËß�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�Ö����ÇÀÄÀ×��ÌÅÒÎÄÎÌ�
ÏÅÐÅÁÎÐÓ��ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ÐÅÊÓÐÑ�Þ�
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¤Î�Ï.�12��¯ÐÎÑÒ��ÒÀ�ÑÊËÀÄÅÍ��×ÈÑËÀ�

§ÀÏÈØ�ÒÜ� ÀËÃÎÐÈÒÌ� ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß� ÒÎÃÎ�� ×È� �� ÇÀÄÀÍÅ� ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�
×ÈÑËÎ�ÏÐÎÑÒÈÌ�

§ÀÏÈØ�ÒÜ� ÀËÃÎÐÈÒÌ� ÄËß� ÎÒÐÈÌÀÍÍß�ÊÀÍÎÍ�×ÍÎÃÎ� ÐÎÇÊËÀÄÓ� ÍÀ�
ÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�

ÀÏÈØ�ÒÜ�ÏÐÎÃÐÀÌÓ�ÄËß�ÎÒÐÈÌÀÍÍß�ÏÅÐØÈÕ�Q�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË��®Ö��
Í�ÒÜ�×ÀÑÎÂ��ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ����ÐÎÁÎÒÈ��¿ÊÅ�ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÅ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ�
×ÈÑËÎ�ÌÎÆÍÀ�ÏÐÅÄÑÒÀÂÈÒÈ�Ó�ÂÈÁÐÀÍ�É�ÂÀÌÈ�ÌÎÂ��ÏÐÎÃÐÀÌÓÂÀÍÍß�ÒÀ�
ßÊ��ÎÁÌÅÆÅÍÍß�ÖÅ�ÍÀÊËÀÄÀ��ÍÀ�ÌÎÆËÈÂÎÑÒ��ÂÀØÎ��ÏÐÎÃÐÀÌÈ"

§ÍÀÉÄ�ÒÜ�Ó�ÌÅÐÅÆ���ÍÒÅÐÍÅÒ��ÍÔÎÐÌÀÖ�Þ�ÏÐÎ�ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ��ÏÐÎ�
�ÑÒÎÐ�Þ�ÑÊËÀÄÀÍÍß�ÒÀÁËÈÖÜ�ÏÐÎÑÒÈÕ�×ÈÑÅË���ÏÐÎ�ÒÅ��ßÊ��ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ�
ÄÎÑßÃÍÓÒÎ�ÍÀ�ÏÎÒÎ×ÍÈÉ�ÌÎÌÅÍÒ�

¤Î�Ï.�14��°ÀÖ�ÎÍÀËÜÍ��ÄÐÎÁÈ�
ÀÂ×�ÒÜÑß�ÎÁ×ÈÑËÞÂÀÒÈ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÄÐÎÁÎÂÎÃÎ�ÂÈÐÀÇÓ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�

ÊÀËÜÊÓËßÒÎÐÀ��³�ßÊÈÕ�ÂÈÏÀÄÊÀÕ�ÍÅÌÎÆËÈÂÎ�ÎÁ×ÈÑËÈÒÈ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�
ÄÐÎÁÎÂÎÃÎ� ÂÈÐÀÇÓ"�·È� ÇÀÂÆÄÈ� ÌÎÆÍÀ� ÎÒÐÈÌÀÒÈ� ÒÎ×ÍÅ� ÇÍÀ×ÅÍÍß�
ÄÐÎÁÎÂÎÃÎ�ÂÈÐÀÇÓ"

14.2w14.4.�¢ÈÊÎÍÀÉÒÅ�ßÊ��ÍÅÁÓÄÜ��Ç�ÖÈÕ�ÇÀÂÄÀÍÜ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�
ÊÀËÜÊÓËßÒÎÐÀ�ÀÁÎ�ÑÏÅÖ�ÀË�ÇÎÂÀÍÎÃÎ�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎÃÎ�ÏÀÊÅÒÀ�

¤Î�Ï.�15��®ÑÍÎÂÍÀ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ�
15.27w15.29.�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ßÊÎ��ÍÅÁÓÄÜ��Ç�ÇÀÄÀÍÈÕ�ÔÓÍÊÖ�É�

ÇÀ� ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ� ÃÐÀÔ�×ÍÎÃÎ� ÐÅÄÀÊÒÎÐÀ�� ¿ÊÈÉ� �ÍÑÒÐÓÌÅÍÒ� ÏÎÒÐ�ÁÅÍ��
ÙÎÁÈ�Ç�ÃÐÀÔ�ÊÀ�ÔÓÍÊÖ���y�=�x�ÎÒÐÈÌÀÒÈ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���y�=�x�w�2"

¤Î�Ï.�16��¤ÎÄÀÂÀÍÍß���Â�ÄÍ�ÌÀÍÍß�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�ÄÐÎÁ�Â�Ç�ÎÄÍÀÊÎ�
ÂÈÌÈ�ÇÍÀÌÅÍÍÈÊÀÌÈ�

16.7��16.8.�¢ÈÁÅÐ�ÒÜ�ßÊÈÉ�ÍÅÁÓÄÜ�ÏÐÈÊËÀÄ��Ç�ÖÈÕ�ÇÀÂÄÀÍÜ��§ÍÀ�
ÉÄ�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�ÄÂ�×��� ÑÏÎ×ÀÒÊÓ�ÁÅÇ�ÉÎÃÎ�ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÜ��ÏÎ�ÁÅÇ�ÉÎÃÎ�ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÜ��ÏÎ���ÏÎ�
Ò�Ì�x�ÏÎÏÅÐÅÄÍÜÎ�ÑÏÐÎÑÒÈÂØÈ�ÉÎÃÎ��®Á×ÈÑËÅÍÍß�ÂÈÊÎÍÓÉÒÅ�ÇÀ�ÄÎ�
ÏÎÌÎÃÎÞ�ÊÀËÜÊÓËßÒÎÐÀ�ÀÁÎ�ÑÏÅÖ�ÀË�ÇÎÂÀÍÎÃÎ�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎÃÎ�ÏÀÊÅÒÀ��
ÀÑÊ�ËÜÊÈ�ÇÌÅÍØÈËÀÑß�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�Ä�É�Ï�ÑËß�ÑÏÐÎÙÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ"�·È�
ÌÎÆÍÀ�Ï�ÑËß�ÑÏÐÎÙÅÍÍß�ÂÈÊÎÍÀÒÈ�ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß�ÓÑÍÎ"

¤Î�Ï.�18��¬ÍÎÆÅÍÍß���Ä�ËÅÍÍß�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�ÄÐÎÁ�Â.�¯�ÄÍÅÑÅÍÍß�
ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ�ÄÎ�ÑÒÅÏÅÍß�

18.18��18.19.�¢ÈÊÎÍÀÉÒÅ�ßÊ��ÍÅÁÓÄÜ�ÏÐÈÊËÀÄÈ��Ç�ÖÈÕ�ÇÀÂÄÀÍÜ�ÇÀ�
ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÊÀËÜÊÓËßÒÎÐÀ��¿ÊÈÉ�ÂÈÑÍÎÂÎÊ�ÌÎÆÍÀ�ÇÐÎÁÈÒÈ�ÏÐÎ�ÎÁ�
×ÈÑËÅÍÍß�Ç�ÄÐÎÁÀÌÈ��ÇÐÎÁËÅÍ��ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÊÎÌÏsÞÒÅÐÀ"

¤Î�Ï.�21��°ÀÖ�ÎÍÀËÜÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�Ç�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ�

§ÎÁÐÀÇ�ÒÜ�Õ�Ä�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�ßÊÎÃÎ�ÍÅÁÓÄÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�Ç�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ�
ÌÈ�Ó�ÂÈÃËßÄ��ÁËÎÊ�ÑÕÅÌÈ�
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¤Î�Ï.�22��±ÒÅÏ�ÍÜ��Ç�Ö�ËÈÌ�Â�Äs�ÌÍÈÌ�ÏÎÊÀÇÍÈÊÎÌ�

·È��ÑÍÓ��Â�ÊÀËÜÊÓËßÒÎÐ��ÒÀ�Â��ÍØÈÕ�ÏÐÎÃÐÀÌÀÕ��ßÊÈÌÈ�ÂÈ�ÊÎ�
ÐÈÑÒÓ�ÒÅÑß�ÄËß�ÎÁ×ÈÑËÅÍÜ��ÑÏÎÑ�Á�ÏÎÄÀÍÍß�×ÈÑËÀ�Â�ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÌÓ�
ÂÈÃËßÄ�"�®ÏÀÍÓÉÒÅ�ÖÅÉ��ÍÑÒÐÓÌÅÍÒ�

®ÇÍÀÉÎÌÒÅÑß� Ç� Ð�ÇÍÈÌÈ� ÒÈÏÀÌÈ� ÄÀÍÈÕ�� ßÊ�� ÏÐÎÏÎÍÓ�� ÂÈÁÐÀÍÀ�
ÂÀÌÈ�ÌÎÂÀ�ÏÐÎÃÐÀÌÓÂÀÍÍß�ÄËß�ÏÎÄÀÍÍß�ÄÐÎÁÎÂÈÕ�×ÈÑÅË��¿Ê�ÇÁÅÐ�ÃÀ�
ÞÒÜÑß�Ö��ÄÀÍ��Â�ÏÀÌsßÒ��ÊÎÌÏsÞÒÅÐÀ"�¿Ê�ÂÏËÈÂÀ��ÑÏÎÑ�Á�ÇÁÅÐ�ÃÀÍÍß�
ÍÀ�ÒÎ×Í�ÑÒÜ��Ç�ßÊÎÞ�ÏÎÄÀÞÒÜÑß�Ö��ÄÀÍ�"

22.34w22.36.�¢ÈÊÎÍÀÉÒÅ�ßÊÅ�ÍÅÁÓÄÜ��Ç�ÖÈÕ�ÇÀÂÄÀÍÜ��ÑÒÂÎÐÈÂØÈ�
ÒÀÁËÈÖÞ�Â�ÒÀÁËÈ×ÍÎÌÓ�ÐÅÄÀÊÒÎÐ���¢ÈÊÎÐÈÑÒÀÉÒÅ�ÇÀÑÎÁÈ�ÀÂÒÎÌÀÒÈ×�
ÍÎÃÎ�ÑÎÐÒÓÂÀÍÍß��̄ ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÍÀ�ÎÑÍÎÂ��ÎÒÐÈÌÀÍÎ��ÒÀÁËÈÖ��Ä�ÀÃÐÀÌÓ��
ÀÑÊ�ËÜÊÈ�ÍÀÎ×ÍÎÞ�ÂÎÍÀ�ÂÈßÂÈËÀÑß"�·ÎÌÓ"

¤Î�Ï.�23��¢ËÀÑÒÈÂÎÑÒ��ÑÒÅÏÅÍß��Ç�Ö�ËÈÌ�ÏÎÊÀÇÍÈÊÎÌ�
23.1.� ®Á×ÈÑË�ÒÜ� ÇÍÀ×ÅÍÍß� ßÊÎÃÎ�ÍÅÁÓÄÜ� ÂÈÐÀÇÓ� Ç� ÏÐÈÊËÀÄ�Â�

�w�� ÖÜÎÃÎ� ÇÀÂÄÀÍÍß�� ÂÈÊÎÍÓÞ×È� Ä��� ÇÀ� ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ� ÊÀËÜÊÓËßÒÎÐÀ�
Â�ÒÎÌÓ�ÏÎÐßÄÊÓ��Ó�ßÊÎÌÓ��Õ�ÇÀÏÈÑÀÍÎ�Â�ÏÐÈÊËÀÄ���ÁÅÇ�ÏÎÏÅÐÅÄÍÜÎÃÎ�
ÑÏÐÎÙÅÍÍß���·È�ÎÒÐÈÌÀËÈ�ÂÈ�ÒÎÉ�ÑÀÌÈÉ�ÐÅÇÓËÜÒÀÒ��ÙÎ�É�Ï�Ä�×ÀÑ�
ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�ÏÐÈÊËÀÄÓ�ÍÀ�ÏÀÏÅÐ�"�·ÎÌÓ�ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ�ÌÎÆÓÒÜ�Â�Ä�
Ð�ÇÍßÒÈÑß"�¿ÊÈÉ�ÂÈÑÍÎÂÎÊ��Ç�ÖÜÎÃÎ�ÌÎÆÍÀ�ÇÐÎÁÈÒÈ"

23.13��23.14.�¿ÊÈÌ�×ÈÍÎÌ�ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÍß�ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÃÎ�ÂÈÃËßÄÓ�
×ÈÑËÀ�ÑÏÐÎÙÓ��ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß"

¤�ÇÍÀÉÒÅÑß��Ó�ßÊÈÉ�ÑÏÎÑ�Á�Ó�ÏÀÌsßÒ��ÊÎÌÏsÞÒÅÐÀ�ÏÎÄÀÞÒÜÑß�ÄÀÍ��
Ó�ÔÎÐÌÀÒ���Ç�ÏËÀÂÀÞ×ÎÞ�ÊÐÀÏÊÎÞ���ÇÀ�ßÊÈÌÈ�ÀËÃÎÐÈÒÌÀÌÈ�ÂÈÊÎÍÓ�
ÞÒÜÑß�Ä���Ç�ÒÀÊÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ��ßÊ�ÖÅÉ�ÑÏÎÑ�Á�ÏÎÄÀÍÍß�ÄÀÍÈÕ�ÂÏËÈÂÀ��
ÍÀ�ÒÎ×Í�ÑÒÜ�ÎÁ×ÈÑËÅÍÜ�

¤Î�Ï.�24��´ÓÍÊÖ�ß�y
k

x
= �ÒÀ����ÃÐÀÔ�Ê�

24.4��24.5.�§ÀÏÎÂÍ�ÒÜ�ØÓÊÀÍÓ�ÒÀÁËÈÖÞ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÒÀÁËÈ×ÍÎÃÎ�
ÐÅÄÀÊÒÎÐÀ��¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÇÀÑÎÁ�Â�ÒÀÁËÈ×ÍÎÃÎ�ÐÅÄÀÊÒÎÐÀ�
ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ����ßÊÀ���ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎÞ�ÌÎÄÅËËÞ�ÇÀÄÀ×���¿Ê�ÒÐÅÁÀ�ÂÄÎ�
ÑÊÎÍÀËÈÒÈ�ÒÀÁËÈÖÞ��ÙÎÁ�ÎÒÐÈÌÀÒÈ�ÒÎ×Í�ØÈÉ�ÃÐÀÔ�Ê"

¤Î�Ï.�25��·ÈÑËÎÂ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��ÒÀ��ÕÍ��ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��
§ÍÀÉÄ�ÒÜ�Ó�ÌÅÐÅÆ���ÍÒÅÐÍÅÒ�ÏÐÀÂÈËÀ�ÄÎÐÎÆÍÜÎÃÎ�ÐÓÕÓ��¢ÈÁÅÐ�ÒÜ�

�Ç�ÄÎÐÎÆÍ�Õ�ÇÍÀÊ�Â�Ò���ßÊ��ÇÀÄÀÞÒÜ�ÃÐÀÍÈ×ÍÎ�ÄÎÏÓÑÒÈÌ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�
ßÊÈÕ�ÍÅÁÓÄÜ�×ÈÑËÎÂÈÕ�ÂÅËÈ×ÈÍ��§ÀÏÈØ�ÒÜ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��

§ÎÁÐÀÇ�ÒÜ�Ó�ÃÐÀÔ�×ÍÎÌÓ�ÐÅÄÀÊÒÎÐ��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÓ�ÏÐßÌÓ��¯ÐÎÄÅ�
ÌÎÍÑÒÐÓÉÒÅ�ÍÀÎ×ÍÎ��ÙÎ�ÌÅÍØÅ�×ÈÑËÎ�ÇÍÀÕÎÄÈÒÜÑß�ÍÀ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�
ÏÐßÌ�É�Ë�Â�ØÅ�Á�ËÜØÎÃÎ�

§ÁÅÐÅÆ�ÒÜ�ÐÈÑÓÍÎÊ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÎ��ÏÐßÌÎ��Ó�ÔÀÉË��ÄËß�ÂÈÊÎÐÈÑ�
ÒÀÍÍß�Â�ÍÀÑÒÓÏÍÈÕ�ÂÏÐÀÂÀÕ�
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¤Î�Ï.�26��¤ÎÄÀÂÀÍÍß���ÌÍÎÆÅÍÍß�×ÈÑËÎÂÈÕ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ.�®Ö�ÍÞÂÀÍÍß�
ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ�

¿ÊÈÌ�×ÈÍÎÌ�ÍÀÎ×ÍÎ�ÏÐÎ�ËÞÑÒÐÓÂÀÒÈ�ÒÅÎÐÅÌÈ�ÏÐÎ�ÏÎ×ËÅÍÍÅ�ÄÎ�
ÄÀÂÀÍÍß�ÒÀ�ÌÍÎÆÅÍÍß�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ"�ÎÖ�ÍÞÂÀÍÍß�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ"�
±ÒÂÎÐ�ÒÜ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ��ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß�Ó�ÃÐÀÔ�×ÍÎÌÓ�ÐÅÄÀÊÒÎÐ��

¤Î�Ï.�28��°ÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�Ë�Í�ÉÍÈÕ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�Ç�ÎÄÍ��Þ�ÇÌ�ÍÍÎÞ.�
·ÈÑËÎÂ��ÏÐÎÌ�ÆÊÈ�

§ÍÀÉÄ�ÒÜ� Ó� ÃÐÀÔ�×ÍÎÌÓ� ÐÅÄÀÊÒÎÐ�� �ÍÑÒÐÓÌÅÍÒÈ�� ÇÀ� ÄÎÏÎÌÎ�
ÃÎÞ� ßÊÈÕ� ÇÐÓ×ÍÎ� ÇÎÁÐÀÆÀÒÈ� ×ÈÑËÎÂ�� ÏÐÎÌ�ÆÊÈ� ÍÀ� ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É��
ÏÐßÌ�É��

28.3.� §ÀÂÀÍÒÀÆÒÅ� Â� ÃÐÀÔ�×ÍÈÉ� ÐÅÄÀÊÒÎÐ� �Ç�ÔÀÉËÓ� ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß�
ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÎ��ÏÐßÌÎ���ÑÒÂÎÐÅÍÅ�Ï�Ä�×ÀÑ�ÂÈÂ×ÅÍÍß�Ï��2���§ÎÁÐÀÇ�ÒÜ�ÍÀ�
Ö�É�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏÐßÌ�É�ÌÍÎÆÈÍÓ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ßÊÈÕ�ÍÅÁÓÄÜ�ÑÒÐÎÃÎ��
ÒÀ�ÍÅÑÒÐÎÃÎ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�Ö����ÇÀÄÀ×��

¤Î�Ï.�29��±ÈÑÒÅÌÈ�ÒÀ�ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ��Ë�Í�ÉÍÈÕ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�Ç�ÎÄÍ��Þ�
ÇÌ�ÍÍÎÞ�

¯ÐÎ�ËÞÑÒÐÓÉÒÅ� ÇÀ� ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ� ÃÐÀÔ�×ÍÎÃÎ� ÐÅÄÀÊÒÎÐÀ� ÏÐÎÖÅÑ�
ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�ÑÈÑÒÅÌÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��ÍÀ�ÏÐÈ�
ÊËÀÄ��ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ�ÇÀÂÄÀÍÍß�ÖÜÎÃÎ�ÏÓÍÊÒÓ��

¤Î�Ï.�31��´ÓÍÊÖ�ß�\�=�x2�ÒÀ����ÃÐÀÔ�Ê�

31.8w31.11.�¢ÈÁÅÐ�ÒÜ�ßÊÓ�ÍÅÁÓÄÜ�ÔÓÍÊÖ�Þ��Ç�ÖÈÕ�ÇÀÂÄÀÍÜ���ÏÎÁÓ�
ÄÓÉÒÅ����ÃÐÀÔ�Ê�ÄÂÎÌÀ�ÑÏÎÑÎÁÀÌÈ��®ÄÏ×ÇÈ�ÐÎÍÐ�À��ÂÈÇÍÀ×ÒÅ��Ç�ßÊÈÕ�
ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ�Ô�ÃÓÐ�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�ÖÅÉ�ÃÐÀÔ�Ê����ÇÎÁÐÀÇ�ÒÜ�Ö��Ô�ÃÓÐÈ�ÍÀ�
ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏËÎÙÈÍ��ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÃÐÀÔ�×ÍÎÃÎ�ÐÅÄÀÊÒÎÐÀ��£ÏÒÂÇÈ�
ÐÎÍÐ�À��ÑÊËÀÄ�ÒÜ�ÒÀÁËÈÖÞ��ßÊÀ�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÍÀÁ�Ð�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�ÒÀ�
Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÈÕ��Ì�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÔÓÍÊÖ������ÏÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÇÀ�Ö��Þ�ÒÀÁËÈ�
ÖÅÞ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÈÕ��ÍÑÒÐÓÌÅÍÒ�Â�ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÍÎ��ÏÎÁÓÄÎÂÈ�
ÃÐÀÔ�Ê�Â��ÂÈÁÐÀÂØÈ�ÇÎÂÍ�ØÍ�É�ÂÈÄ�ÃÐÀÔ�ÊÀ��Ó�ßÊÎÌÓ�ÇÀÄÀÍ��ÒÎ×ÊÈ�
ÑÏÎËÓ×ÀÞÒÜÑß�Â�ÄÐ�ÇÊÀÌÈ��¿ÊÈÉ�ÃÐÀÔ�Ê�ÒÎ×Í�ØÅ�ÇÎÁÐÀÆÀ��ÇÀÄÀÍÓ�
ÔÓÍÊÖ�Þ"�¿Ê�ÒÐÅÁÀ�ÂÐÀÕÓÂÀÒÈ�ÎÑÎÁËÈÂÎÑÒ��Ö����ÔÓÍÊÖ���Ï�Ä�×ÀÑ�ÂÈ�
ÁÎÐÓ�ÌÍÎÆÈÍÈ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�ÄËß�ÒÀÁËÈÖ�"

¤Î�Ï.�32��ªÂÀÄÐÀÒÍ��ÊÎÐÅÍ�.� ÐÈÔÌÅÒÈ×ÍÈÉ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�

ÀÂ×�ÒÜÑß� ÄÎÁÓÂÀÒÈ� ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ� ÊÎÐ�ÍÜ� ÇÀ� ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ� ÊÀËÜ�
ÊÓËßÒÎÐÀ� ÒÀ� �ÍØÈÕ� ÏÐÎÃÐÀÌ�� ßÊÈÌÈ� ÂÈ� ÊÎÐÈÑÒÓ�ÒÅÑß� ÄËß� ÎÁ×È��
ÑËÅÍÜ�

32.15.�¢ÈÊÎÍÀÉÒÅ�ÇÀÂÄÀÍÍß�ÄÂÎÌÀ�ÑÏÎÑÎÁÀÌÈ��1��ÑÏÐÎÑÒÈÂØÈ�ÂÈÐÀÇ�
ÍÀ�ÏÀÏÅÐ���2��ÎÁ×ÈÑËÈÂØÈ�ÉÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÊÀËÜÊÓËßÒÎÐÀ�
ÁÅÇ�ÏÎÏÅÐÅÄÍÜÎÃÎ�ÑÏÐÎÙÅÍÍß��§ÐÎÁ�ÒÜ�ÂÈÑÍÎÂÊÈ�
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32.42.�¢ÈÊÎÍÀÉÒÅ�ÇÀÂÄÀÍÍß�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÃÐÀÔ�×ÍÎÃÎ�ÐÅÄÀÊÒÎÐÀ��
®ÑÂÎÉÒÅ�ÍÎÂ���ÍÑÒÐÓÌÅÍÒÈ�ÄËß�ÇÀÔÀÐÁÎÂÓÂÀÍÍß�×ÀÑÒÈÍÈ�ÏËÎÙÈÍÈ��

¤Î�Ï.�33��¬ÍÎÆÈÍÀ�Ä�ÉÑÍÈÕ�×ÈÑÅË�
¤Ëß�ÊÎÆÍÎ���Ç�×ÈÑËÎÂÈÕ�ÌÍÎÆÈÍ�ÓÂÅÄ�ÒÜ�Ó�ÊÀËÜÊÓËßÒÎÐ��Ê�ËÜÊÀ�

ÅËÅÌÅÍÒ�Â�Ö����ÌÍÎÆÈÍÈ��·È�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�ÂÈ�ÌÎÆÅÒÅ�
ÂÂÅÑÒÈ�Ç�ÓÑ�ÌÀ�ÉÎÃÎ�ÖÈÔÐÀÌÈ"�·È�ÌÎÆÍÀ�ÂÂÅÑÒÈ��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÅ�×ÈÑ�
ËÎ"�ÀÑÊ�ËÜÊÈ�ÒÎ×ÍÎ�ÏÎÄÀ��ÊÀËÜÊÓËßÒÎÐ�Ö��×ÈÑËÀ"�§ÐÎÁ�ÒÜ�ÂÈÑÍÎÂÎÊ�

¿Ê�Ó�ÊÀËÜÊÓËßÒÎÐ��ÌÎÆÍÀ�ÇÀÄÀÒÈ�×ÈÑËÎ�S"
¯ÐÈÄÓÌÀÉÒÅ�ÂÈÐÀÇ��Ó�ßÊÎÌÓ�ÇÌ�ÍÍ��ÁÓÄÓÒÜ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÌÈ�×ÈÑËÀ�

ÌÈ��ßÊ��ÌÎÆÍÀ�ÇÀÄÀÒÈ�ÒÎ×ÍÎ��À�ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÌ�ÁÓÄÅ�Ä�ÉÑÍÅ�ÀÁÎ��ÐÐÀÖ�Î�
ÍÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ��ßÊÅ�ÊÀËÜÊÓËßÒÎÐ�Â�ÄÎÁÐÀÆÀ��ÍÀÁËÈÆÅÍÎ��®Á×ÈÑË�ÒÜ�
ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÖÜÎÃÎ�ÂÈÐÀÇÓ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÊÀËÜÊÓËßÒÎÐÀ�

§ÐÎÁ�ÒÜ�ÂÈÑÍÎÂÊÈ��ÊÎËÈ�ÎÏÅÐÀÖ��� Ç�Ä�ÉÑÍÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ�ÌÎÆÓÒÜ�
ÍÅ�ÄÀÂÀÒÈ�Î×�ÊÓÂÀÍÎÃÎ�ÐÅÇÓËÜÒÀÒÓ"�¿Ê�Ó�ÒÀÊÈÕ�ÂÈÏÀÄÊÀÕ�ÏÎÒÐ�ÁÍÎ�
ÄÎÌÀÃÀÒÈÑß�ÁÀÆÀÍÎÃÎ�ÐÅÇÓËÜÒÀÒÓ"

§ÍÀÉÄ�ÒÜ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÊÀËÜÊÓËßÒÎÐÀ�ÍÀÁËÈÆÅÍÅ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�×ÈÑËÀ�
5 �Ç�ÒÎ×Í�ÑÒÞ�ÄÎ�0�01��1��ÇÀ�ÍÅÑÒÀ×ÅÞ��2��ÇÀ�ÍÀÄËÈØÊÎÌ�

¤Î�Ï.�34��¢ËÀÑÒÈÂÎÑÒ��ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÍÎÃÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÊÎÐÅÍß�

34.21.�¢ÈÊÎÍÀÉÒÅ�ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÊÀËÜÊÓËßÒÎÐÀ��ÍÅ�
ÑÏÐÎÙÓÞ×È�ÏÎÏÅÐÅÄÍÜÎ�ÂÈÐÀÇ��¿ÊÈÉ�ÑÏÎÑ�Á�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�ÂÈßÂÈÂÑß�
ÏÐÎÑÒ�ØÈÌ�x�ÍÀ�ÏÀÏÅÐ��ÀÁÎ�ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÊÀËÜÊÓËßÒÎÐÀ"�

¤Î�Ï.�35��²ÎÒÎÆÍ��ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß�ÂÈÐÀÇ�Â��ßÊ��Ì�ÑÒßÒÜ�ÊÂÀÄÐÀÒÍ��ÊÎÐÅÍ��

®Á×ÈÑË�ÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�Ê�ËÜÊÎÕ�ÂÈÐÀÇ�Â��ÍÀÂÅÄÅÍÈÕ�Ó�ÇÀÄÀ×ÀÕ����1���
���1�������1��ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÊÀËÜÊÓËßÒÎÐÀ�ÁÅÇ�ÏÎÏÅÐÅÄÍÜÎÃÎ�ÑÏÐÎ�
ÙÅÍÍß�ÂÈÐÀÇ�Â��·È�ÁÓÄÅ�ÎÒÐÈÌÀÍÎ�ÒÎ×ÍÈÉ�ÐÅÇÓËÜÒÀÒ"

¤Î�Ï.�36��´ÓÍÊÖ�ß�y x= �ÒÀ����ÃÐÀÔ�Ê�

§À� ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ� ÒÀÁËÈ×ÍÎÃÎ� ÐÅÄÀÊÒÎÐÀ� ÏÎÁÓÄÓÉÒÅ� ÒÀÁËÈÖÞ�� ßÊÀ�
Ì�ÑÒÈÒÜ�ÍÀÁ�Ð�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÀÐÃÓÌÅÍÒ�Â���Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÈÕ��Ì�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÔÓÍÊÖ���

y x= .�¯ÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÇÀ�Ö��Þ�ÒÀÁËÈÖÅÞ�

¤Î�Ï.�37��ªÂÀÄÐÀÒÍ��Ð�ÂÍßÍÍß.�°ÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�ÍÅÏÎÂÍÈÕ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÕ�
Ð�ÂÍßÍÜ�

§ÀÏÈØ�ÒÜ� ÀËÃÎÐÈÒÌ� ÄËß� ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß� ÍÅÏÎÂÍÈÕ� ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÕ�
Ð�ÂÍßÍÜ�ÇÀËÅÆÍÎ�Â�Ä��ÕÍÜÎÃÎ�ÂÈÄÓ�

¤Î�Ï.�38��´ÎÐÌÓËÀ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�

§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀËÃÎÐÈÒÌ��ßÊÈÉ�ÇÀ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÀÌÈ�D��E� ��F�Ð�ÂÍßÍÍß�
Dx2�+�Ex�+�F�=�0�ÇÍÀÕÎÄÈÒÜ�ÉÎÃÎ�ÊÎÐÅÍ���¿Ê��ÎÊÐÅÌ��ÂÈÏÀÄÊÈ�ÏÎÒÐ�ÁÍÎ�
ÐÎÇÃËßÍÓÒÈ"
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38.18��38.19.�§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀËÃÎÐÈÒÌÈ�ÄËß�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�ÖÈÕ�ÇÀÄÀ×�
ÌÅÒÎÄÎÌ�ÏÅÐÅÁÎÐÓ��¿ÊÀ��ÍÔÎÐÌÀÖ�ß�Â�ÓÌÎÂÀÕ�ÖÈÕ�ÇÀÄÀ×�ÄÀ��ÇÌÎÃÓ�
ÇÐÎÁÈÒÈ�ÂÈÑÍÎÂÊÈ��ÙÎ�ÒÓÒ��ÍÀ�Â�ÄÌ�ÍÓ�Â�Ä�ÇÀÄÀ×����22������2���ÌÎÆÍÀ�
ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÒÈ�ÌÅÒÎÄ�ÏÅÐÅÁÎÐÓ"

¤Î�Ï.�39��²ÅÎÐÅÌÀ�¢��ÒÀ�

¯ÐÈÄÓÌÀÉÒÅ�ÄÂÀ�×ÈÑËÀ��ÄÅÑßÒÊÎÂÈÉ�ÇÀÏÈÑ�ÊÎÆÍÎÃÎ�Ç�ßÊÈÕ�Ì�ÑÒÈÒÜ�
Ê�ËÜÊÀ�ÖÈÔÐ�ÄÎ�ÒÀ�Ï�ÑËß�ÊÎÌÈ��¢ÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞ×È�ÍÀÑË�ÄÎÊ�Ç�ÒÅÎÐÅÌÈ��
ÎÁÅÐÍÅÍÎ��ÄÎ�ÒÅÎÐÅÌÈ�¢��ÒÀ��ÑÊËÀÄ�ÒÜ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��ÄËß�ßÊÎÃÎ�
ÄÀÍ��×ÈÑËÀ���ÊÎÐÅÍßÌÈ��¤Ëß�ÎÁ×ÈÑËÅÍÜ�ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÉÒÅ�ÊÀËÜÊÓËßÒÎÐ�

¤Î�Ï.�40��ªÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÒÐÈ×ËÅÍ�

§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀËÃÎÐÈÒÌ�ÄËß�ÐÎÇÊËÀÄÀÍÍß�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÒÐÈ×ËÅÍÀ�ÍÀ�
Ë�Í�ÉÍ��ÌÍÎÆÍÈÊÈ�

¤Î�Ï.�42��°ÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�Ð�ÂÍßÍÜ�ÌÅÒÎÄÎÌ�ÇÀÌ�ÍÈ�ÇÌ�ÍÍÎ��

§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀËÃÎÐÈÒÌ��ßÊÈÉ�ÂÈÇÍÀ×À���×È���Ð�ÂÍßÍÍß�Á�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÌ��
ÇÂÎÐÎÒÍÈÌ�Ð�ÂÍßÍÍßÌ�×ÅÒÂÅÐÒÎÃÎ�ÑÒÅÏÅÍß��ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÈÌ�ÇÂÎÐÎÒÍÈÌ�
Ð�ÂÍßÍÍßÌ�×ÅÒÂÅÐÒÎÃÎ�ÑÒÅÏÅÍß��ÎÄÍÎÐ�ÄÍÈÌ�Ð�ÂÍßÍÍßÌ�ÄÐÓÃÎÃÎ�ÑÒÅ�
ÏÅÍß����ÇÀËÅÆÍÎ�Â�Ä�ÖÜÎÃÎ�ÂÈÄÀ��ÐÅÊÎÌÅÍÄÀÖ�Þ�ÙÎÄÎ�ÑÏÎÑÎÁÓ�ÉÎÃÎ�
ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�

§ÀÏÈØ�ÒÜ� ÀËÃÎÐÈÒÌ� ÄËß� ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß� Á�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÕ� Ð�ÂÍßÍÜ��
¬ÎÆÍÀ�ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÒÈ�ßÊ�Ï�ÄÏÐÎÃÐÀÌÓ�ÀËÃÎÐÈÒÌ��ßÊÈÉ�ÂÈ�ÓÊËÀËÈ�ÄËß�
ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÕ�Ð�ÂÍßÍÜ��ÄÈÂ��ÇÀÂÄÀÍÍß�ÄÎ�Ï������

¤Î�Ï.�43��°ÀÖ�ÎÍÀËÜÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�ßÊ�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×Í��ÌÎÄÅË��ÐÅÀËÜÍÈÕ�
ÑÈÒÓÀÖ�É�

·È�ÌÎÆÍÀ�ÄËß�Ð�ÇÍÈÕ�ÇÀÄÀ×�ÖÜÎÃÎ�ÏÓÍÊÒÓ�ÑÒÂÎÐÈÒÈ�ÎÄÍÓ�É�ÒÓ�
ÑÀÌÓ�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÓ�ÌÎÄÅËÜ"�±ÏÐÎÁÓÉÒÅ�ÇÍÀÉÒÈ�ÒÀÊ��ÇÀÄÀ×��ÒÀ�ÑÊËÀÑÒÈ�
ÑÏ�ËÜÍÈÉ�ÀËÃÎÐÈÒÌ�ÄËß��ÕÍÜÎÃÎ�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�

¤Î�Ï.�44��¤�ËÅÍÍß�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�Â�

§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀËÃÎÐÈÒÌ�ÄËß�Ä�ËÅÍÍß�ÄÂÎÕ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�Â��¢ÈÊÎÐÈÑÒÀÉÒÅ�
ÑÏÎÑ�Á�ÏÎÄÀÍÍß�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�Â���ÀËÃÎÐÈÒÌÈ��ÑÒÂÎÐÅÍ��ÂÀÌÈ�Â���ÊËÀÑ��
Ï�Ä�×ÀÑ�ÂÈÂ×ÅÍÍß�ÒÅÌÈ��¤ÎÄÀÂÀÍÍß���Â�ÄÍ�ÌÀÍÍß�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�Â���

¤Î�Ï.�46��¶�ËÅ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�

§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÀËÃÎÐÈÒÌ�ÄËß�ÏÎØÓÊÓ�Ö�ËÈÕ�ÊÎÐÅÍ�Â�Ö�ËÎÃÎ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜ�
ÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��Ç�Ö�ËÈÌÈ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÀÌÈ�

¯ÐÎÒßÃÎÌ�ÍÀÂ×ÀËÜÍÎÃÎ�ÐÎÊÓ�Â�ÐÓÁÐÈÖ���¤ÐÓÆÈÌÎ�Ç�ÊÎÌÏsÞÒÅÐÎÌ��
ÂÀÌ�ÁÓËÎ�ÇÀÏÐÎÏÎÍÎÂÀÍÎ�ÁÀÃÀÒÎ�ÇÀÂÄÀÍÜ�ÄËß�ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�ÌÅÒÎÄÎÌ�
ÏÅÐÅÁÎÐÓ��¯ÐÎÀÍÀË�ÇÓÉÒÅ� Ö�� ÇÀÂÄÀÍÍß� ÒÀ� ÇÐÎÁ�ÒÜ� ÂÈÑÍÎÂÎÊ�� ×ÎÌÓ�
ÀÍÃË�ÉÑÜÊÎÞ�ÌÎÂÎÞ�ÌÅÒÎÄ�ÏÅÐÅÁÎÐÓ�ÍÎÑÈÒÜ�ÍÀÇÂÓ��EUXWH�IRUFH��
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ЦІЛІ ВИРАЗИ

1. Тотожно рівні вирази. Тотожності
�9 ¢ÈÐÀÇÈ��Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�ßÊÈÕ���Ð�ÂÍÈÌÈ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ�
ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÇÌ�ÍÍÈÕ��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÒÎÒÎÆÍÎ�Ð�ÂÍÈÌÈ�

�9 °�ÂÍ�ÑÒÜ��ßÊÀ���ÏÐÀÂÈËÜÍÎÞ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÕ�ÇÌ�ÍÍÈÕ��
ÙÎ�ÂÕÎÄßÒÜ�ÄÎ�ÍÅ���ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÒÎÒÎÆÍ�ÑÒÞ�

�9 §ÀÌ�ÍÓ�ÎÄÍÎÃÎ�ÂÈÐÀÇÓ��ÍØÈÌ��ÒÎÒÎÆÍÎ�Ð�ÂÍÈÌ�ÉÎÌÓ��ÍÀÇÈÂÀ�
ÞÒÜ�ÒÎÒÎÆÍÈÌ�ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍßÌ�

�9 ¤Ëß�ÄÎÂÅÄÅÍÍß�ÒÎÒÎÆÍÎÑÒÅÉ�ÂÈÊÎÐÈÑÒÎÂÓÞÒÜ�ÒÀÊ��ÏÐÈÉÎÌÈ�
�ÌÅÒÎÄÈ��
x� ÒÎÒÎÆÍÎ� ÏÅÐÅÒÂÎÐÞÞÒÜ� ÎÄÍÓ� �Ç� ×ÀÑÒÈÍ� ÄÀÍÎ�� Ð�ÂÍÎÑÒ���

ÎÒÐÈÌÓÞ×È��ÍØÓ�×ÀÑÒÈÍÓ�
x� ÒÎÒÎÆÍÎ�ÏÅÐÅÒÂÎÐÞÞÒÜ�ÊÎÆÍÓ� �Ç� ×ÀÑÒÈÍ� ÄÀÍÎ�� Ð�ÂÍÎÑÒ���

ÎÒÐÈÌÓÞ×È�ÎÄÈÍ���ÒÎÉ�ÑÀÌÈÉ�ÂÈÐÀÇ�
x� ÏÎÊÀÇÓÞÒÜ��ÙÎ�Ð�ÇÍÈÖß�Ë�ÂÎ��É�ÏÐÀÂÎ��×ÀÑÒÈÍ�ÄÀÍÎ��Ð�ÂÍÎ�

ÑÒ��ÒÎÒÎÆÍÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÍÓËÞ�

2. Степінь з натуральним показником
�9 ±ÒÅÏÅÍÅÌ�×ÈÑËÀ�D�Ç�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÌ�ÏÎÊÀÇÍÈÊÎÌ�Q��Á�ËÜØÈÌ�ÇÀ�1��
ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÄÎÁÓÒÎÊ�Q�ÌÍÎÆÍÈÊ�Â��ÊÎÆÍÈÉ�Ç�ßÊÈÕ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��D�

�9 ±ÒÅÏÅÍÅÌ�×ÈÑËÀ�D�Ç�ÏÎÊÀÇÍÈÊÎÌ�1�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÑÀÌÅ�ÖÅ�×ÈÑËÎ�
�9 ¤Ëß�ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ�×ÈÑËÀ�D�ÒÀ�ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�P�
��Q�ÑÏÐÀÂÄÆÓ�ÒÜÑß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ

DPDQ�=�DP���Q�
�9 ¤Ëß� ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ� ×ÈÑËÀ�D�� Â�ÄÌ�ÍÍÎÃÎ� Â�Ä� ÍÓËß�� �� ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ�
ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�P���Q�ÒÀÊÈÕ��ÙÎ�P�!�Q��ÑÏÐÀÂÄÆÓ�ÒÜÑß�
Ð�ÂÍ�ÑÒÜ

DP���DQ� �DP�w�Q�
�9 ¤Ëß�ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ�×ÈÑËÀ�D�ÒÀ�ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË�P�
��Q�ÑÏÐÀÂÄÆÓ�ÒÜÑß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ

�DP�Q�=�DPQ�
�9 ¤Ëß�ÁÓÄÜ�ßÊÈÕ�×ÈÑÅË�D���E�ÒÀ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�
Q�ÑÏÐÀÂÄÆÓ�ÒÜÑß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ

�DE�Q�=�DQEQ�

3. Одночлени
�9 ¢ÈÐÀÇÈ��ßÊ����ÄÎÁÓÒÊÀÌÈ�×ÈÑÅË��ÇÌ�ÍÍÈÕ�ÒÀ��ÕÍ�Õ�ÑÒÅÏÅÍ�Â��
ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÎÄÍÎ×ËÅÍÀÌÈ�
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�9 ®ÄÍÎ×ËÅÍ��ßÊÈÉ�Ì�ÑÒÈÒÜ�Ò�ËÜÊÈ�ÎÄÈÍ�Â�ÄÌ�ÍÍÈÉ�Â�Ä�ÍÓËß�×ÈÑ�
ËÎÂÈÉ�ÌÍÎÆÍÈÊ��ÙÎ�ÑÒÎ�ÒÜ�ÍÀ�ÏÅÐØÎÌÓ�Ì�ÑÖ���ÒÀ�Ó�ßÊÎÃÎ�ÂÑ��
�ÍØ��ÌÍÎÆÍÈÊÈ�x�ÑÒÅÏÅÍ��Ç�Ð�ÇÍÈÌÈ�ÎÑÍÎÂÀÌÈ��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�
ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÈÌ�ÂÈÃËßÄÎÌ�ÎÄÍÎ×ËÅÍÀ��¤Î�ÎÄÍÎ×ËÅÍ�Â�ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎ�
ÃÎ�ÂÈÃËßÄÓ�ÒÀÊÎÆ�Â�ÄÍÎÑßÒÜ�×ÈÑËÀ��Â�ÄÌ�ÍÍ��Â�Ä�ÍÓËß��ÇÌ�ÍÍ��
ÒÀ��ÕÍ��ÑÒÅÏÅÍ��

�9 ·ÈÑËÎ�0��À�ÒÀÊÎÆ�ÎÄÍÎ×ËÅÍÈ��ßÊ��ÒÎÒÎÆÍÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ�ÍÓËÞ��
ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÍÓËÜ�ÎÄÍÎ×ËÅÍÀÌÈ���Õ�ÍÅ�Â�ÄÍÎÑßÒÜ�ÄÎ�ÎÄÍÎ×ËÅÍ�Â�
ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÃÎ�ÂÈÃËßÄÓ�

�9 ·ÈÑËÎÂÈÉ�ÌÍÎÆÍÈÊ�ÎÄÍÎ×ËÅÍÀ��ÇÀÏÈÑÀÍÎÃÎ�Â�ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÌÓ�
ÂÈÃËßÄ���ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÎÌ�ÎÄÍÎ×ËÅÍÀ�

�9 ®ÄÍÎ×ËÅÍÈ��ßÊ��ÌÀÞÒÜ�ÎÄÍÀÊÎÂ��ÁÓÊÂÅÍ��ÑÊËÀÄÎÂ���ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�
ÏÎÄ�ÁÍÈÌÈ�

�9 ±ÒÅÏÅÍÅÌ� ÎÄÍÎ×ËÅÍÀ� ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ� ÑÓÌÓ� ÏÎÊÀÇÍÈÊ�Â� ÑÒÅÏÅÍ�Â�
ÓÑ�Õ�ÇÌ�ÍÍÈÕ��ÙÎ�ÂÕÎÄßÒÜ�ÄÎ�ÍÜÎÃÎ��±ÒÅÏ�ÍÜ�ÎÄÍÎ×ËÅÍÀ��ßÊÈÉ�
��×ÈÑËÎÌ��Â�ÄÌ�ÍÍÈÌ�Â�Ä�ÍÓËß��ÂÂÀÆÀÞÒÜ�Ð�ÂÍÈÌ�ÍÓËÞ�

�9 ¢ÂÀÆÀÞÒÜ��ÙÎ�ÍÓËÜ�ÎÄÍÎ×ËÅÍ�ÑÒÅÏÅÍß�ÍÅ�ÌÀ��

4. Многочлени
�9 ¢ÈÐÀÇ��ßÊÈÉ���ÑÓÌÎÞ�Ê�ËÜÊÎÕ�ÎÄÍÎ×ËÅÍ�Â��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÌÍÎÃÎ�
×ËÅÍÎÌ�

�9 ®ÄÍÎ×ËÅÍÈ��Ç�ßÊÈÕ�ÑÊËÀÄÅÍÎ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�×ËÅÍÀÌÈ�
ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�

�9 ¬ÍÎÃÎ×ËÅÍ��ßÊÈÉ�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÄÂÎÕ�×ËÅÍ�Â��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÄÂÎ�
×ËÅÍÎÌ��À�ÒÎÉ��ßÊÈÉ�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÒÐÜÎÕ�×ËÅÍ�Â��x�ÒÐÈ×ËÅÍÎÌ��
®ÄÍÎ×ËÅÍ���ÎÊÐÅÌÈÌ�ÂÈÏÀÄÊÎÌ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ��¢ÂÀÆÀÞÒÜ��ÙÎ�
ÒÀÊÈÉ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÎÄÍÎÃÎ�×ËÅÍÀ�

�9 ¿ÊÙÎ�ÑÅÐÅÄ�ÎÄÍÎ×ËÅÍ�Â��Ç�ßÊÈÕ�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ����ÏÎ�
Ä�ÁÍ���ÒÎ��Õ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÏÎÄ�ÁÍÈÌÈ�×ËÅÍÀÌÈ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�

�9 ¬ÍÎÃÎ×ËÅÍ��ÑÊËÀÄÅÍÈÉ�Ç�ÎÄÍÎ×ËÅÍ�Â�ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÃÎ�ÂÈÃËßÄÓ��
ÑÅÐÅÄ�ßÊÈÕ�ÍÅÌÀ��ÏÎÄ�ÁÍÈÕ��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÌ�ÑÒÀÍÄÀÐÒ�
ÍÎÃÎ� ÂÈÃËßÄÓ�� ±ÒÅÏÅÍÅÌ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ� ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÃÎ� ÂÈÃËßÄÓ�
ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÍÀÉÁ�ËÜØÈÉ�Ç�� ÑÒÅÏÅÍ�Â�ÎÄÍÎ×ËÅÍ�Â�� Ç�ßÊÈÕ�ÖÅÉ�
ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�ÑÊËÀÄÅÍÈÉ�

�9 ¹ÎÁ�ÏÎÌÍÎÆÈÒÈ�ÎÄÍÎ×ËÅÍ�ÍÀ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ��ÒÐÅÁÀ�ÏÎÌÍÎÆÈÒÈ�
ÖÅÉ� ÎÄÍÎ×ËÅÍ�ÍÀ�ÊÎÆÍÈÉ�×ËÅÍ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�É� ÎÒÐÈÌÀÍ�� ÄÎ�
ÁÓÒÊÈ�ÄÎÄÀÒÈ�

�9 ¹ÎÁ�ÏÎÌÍÎÆÈÒÈ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�ÍÀ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ��ÌÎÆÍÀ�ÊÎÆÍÈÉ�
×ËÅÍ�ÎÄÍÎÃÎ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�ÏÎÌÍÎÆÈÒÈ�ÍÀ�ÊÎÆÍÈÉ�×ËÅÍ�ÄÐÓÃÎÃÎ�
É�ÎÒÐÈÌÀÍ��ÄÎÁÓÒÊÈ�ÄÎÄÀÒÈ�
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5. Формули скороченого множення
( ) ( ) ;a b a b a b− + = −2 2

a b a b a b2 2− = − +( ) ( );

( ) ;a b a ab b+ = + +2 2 22

( ) ;a b a ab b− = − +2 2 22

a b a b a ab b3 3 2 2+ = + − +( ) ( );

a b a b a ab b3 3 2 2− = − + +( ) ( ).

�9 ¬ÍÎÃÎ×ËÅÍ�a ab b2 2− + �ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÍÅÏÎÂÍÈÌ�ÊÂÀÄÐÀÒÎÌ�Ð�ÇÍÈ�
Ö���¬ÍÎÃÎ×ËÅÍ� a ab b2 2+ + � ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ� ÍÅÏÎÂÍÈÌ� ÊÂÀÄÐÀÒÎÌ�
ÑÓÌÈ�

МОДУЛЬ ЧИСЛА

6. Модуль числа

a
a a

a a
=

− <




, ;

, .

ÿêùî

ÿêùî

O0

0

РІВНЯННЯ

7. Рівняння з однією змінною
�9 ªÎÐÅÍÅÌ��ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ��Ð�ÂÍßÍÍß�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÇÌ�ÍÍÎ���
ÏÐÈ�ßÊÎÌÓ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÏÅÐÅÒÂÎÐÞ�ÒÜÑß�ÍÀ�ÏÐÀÂÈËÜÍÓ�×ÈÑËÎÂÓ�
Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�

�9 °ÎÇÂsßÇÀÒÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�x�ÖÅ�ÎÇÍÀ×À��ÇÍÀÉÒÈ�ÂÑ��ÉÎÃÎ�ÊÎÐÅÍ��ÀÁÎ�
ÏÅÐÅÊÎÍÀÒÈÑß��ÙÎ��Õ�ÓÇÀÃÀË��ÍÅÌÀ��

8. Лінійне рівняння з однією змінною
�9 °�ÂÍßÍÍß�ÂÈÄÓ�Dx�=�E��ÄÅ�x�x�ÇÌ�ÍÍÀ��D���E�x�ÄÅßÊ��×ÈÑËÀ��
ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Ë�Í�ÉÍÈÌ�Ð�ÂÍßÍÍßÌ�Ç�ÎÄÍ��Þ�ÇÌ�ÍÍÎÞ�

§ÍÀ×ÅÍÍß�D���E D�z�0 D�=�0��E�=�0 D�=�0��E�z�0

ªÎÐÅÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�
Dx�=�E

x
b

a
= x�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�

×ÈÑËÎ
ªÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ�

9. Рівняння з двома змінними
�9 ¯ÀÐÓ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÇÌ�ÍÍÈÕ��ßÊÀ�ÏÅÐÅÒÂÎÐÞ��Ð�ÂÍßÍÍß�Ç�ÄÂÎÌÀ�ÇÌ�Í�
ÍÈÌÈ�Â�ÏÐÀÂÈËÜÍÓ�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�Ð�ÂÍßÍÍß�
Ç�ÄÂÎÌÀ�ÇÌ�ÍÍÈÌÈ�
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�9 °ÎÇÂsßÇÀÒÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�Ç�ÄÂÎÌÀ�ÇÌ�ÍÍÈÌÈ�x�ÖÅ�ÎÇÍÀ×À��ÇÍÀÉÒÈ�
ÂÑ��ÉÎÃÎ�ÐÎÇÂsßÇÊÈ�ÀÁÎ�ÏÎÊÀÇÀÒÈ��ÙÎ�ÂÎÍÎ�ÍÅ�ÌÀ��ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�

�9 £ÐÀÔ�ÊÎÌ�Ð�ÂÍßÍÍß�Ç�ÄÂÎÌÀ�ÇÌ�ÍÍÈÌÈ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÍÓ�
Ô�ÃÓÐÓ��ÙÎ�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÓÑ�Õ�ÒÈÕ���Ò�ËÜÊÈ�ÒÈÕ�ÒÎ×ÎÊ�ÊÎÎÐÄÈ�
ÍÀÒÍÎ��ÏËÎÙÈÍÈ��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�ßÊÈÕ��ÏÀÐÈ�×ÈÑÅË����ÐÎÇÂsßÇÊÀÌÈ�
ÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�

�9 ªÎËÈ�ßÊÀÑÜ�Ô�ÃÓÐÀ���ÃÐÀÔ�ÊÎÌ�Ð�ÂÍßÍÍß��ÒÎ�ÂÈÊÎÍÓÞÒÜÑß�ÄÂ��
ÓÌÎÂÈ�
1��ÓÑ��ÐÎÇÂsßÇÊÈ�Ð�ÂÍßÍÍß���ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀÌÈ�ÒÎ×ÎÊ��ßÊ��ÍÀËÅ�

ÆÀÒÜ�ÃÐÀÔ�ÊÓ�
2��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎ��ÒÎ×ÊÈ��ÙÎ�ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÃÐÀÔ�ÊÓ��x�ÖÅ�

ÏÀÐÀ�×ÈÑÅË��ßÊÀ���ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�ÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�

10. Властивості рівнянь

�9 ¿ÊÙÎ�ÄÎ�ÎÁÎÕ�×ÀÑÒÈÍ�ÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÄÎÄÀÒÈ��ÀÁÎ�Â�Ä�ÎÁÎÕ�
×ÀÑÒÈÍ�Â�ÄÍßÒÈ��ÎÄÍÅ�É�ÒÅ�ÑÀÌÅ�×ÈÑËÎ��ÒÎ�ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��
ßÊÅ�ÌÀ��Ò��ÑÀÌ��ÊÎÐÅÍ���ÙÎ�É�ÄÀÍÅ�

�9 ¿ÊÙÎ�ÄÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÍÅ�ÌÀ��ÊÎÐÅÍ�Â�� ÒÎ�� ÄÎÄÀÂØÈ�ÄÎ�ÎÁÎÕ�
ÉÎÃÎ�×ÀÑÒÈÍ�ÎÄÍÅ�É�ÒÅ�ÑÀÌÅ�×ÈÑËÎ��ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��ßÊÅ�
ÒÅÆ�ÍÅ�ÌÀ��ÊÎÐÅÍ�Â�

�9 ¿ÊÙÎ�ßÊÈÉ�ÍÅÁÓÄÜ�ÄÎÄÀÍÎÊ�ÏÅÐÅÍÅÑÒÈ�Ç�ÎÄÍ����×ÀÑÒÈÍÈ�Ð�ÂÍßÍ�
Íß�Â��ÍØÓ��ÇÌ�ÍÈÂØÈ�ÏÐÈ�ÖÜÎÌÓ�ÉÎÃÎ�ÇÍÀÊ�ÍÀ�ÏÐÎÒÈËÅÆÍÈÉ��
ÒÎ�ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��ßÊÅ�ÌÀ��Ò��ÑÀÌ��ÊÎÐÅÍ���ÙÎ�É�ÄÀÍÅ�

�9 ¿ÊÙÎ�ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÏÎÌÍÎÆÈÒÈ��ÏÎÄ�ËÈÒÈ��ÍÀ�ÎÄÍÅ�
É�ÒÅ�ÑÀÌÅ�Â�ÄÌ�ÍÍÅ�Â�Ä�ÍÓËß�×ÈÑËÎ��ÒÎ�ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��
ßÊÅ�ÌÀ��Ò��ÑÀÌ��ÊÎÐÅÍ���ÙÎ�É�ÄÀÍÅ�

11. Схема розв’язування задач на складання рівнянь

1��§À�ÓÌÎÂÎÞ�ÇÀÄÀ×��ÑÊËÀÑÒÈ�Ð�ÂÍßÍÍß��ÑÊÎÍÑÒÐÓÞÂÀÒÈ�ÌÀÒÅ�
ÌÀÒÈ×ÍÓ�ÌÎÄÅËÜ�ÇÀÄÀ×���

2��ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ�ÎÒÐÈÌÀÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�
���ÇsßÑÓÂÀÒÈ��×È�Â�ÄÏÎÂ�ÄÀ��ÇÍÀÉÄÅÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�ÇÌ�ÑÒÓ�ÇÀÄÀ×���

��ÄÀÒÈ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÜ�

ФУНКЦІЇ

12. Функція. Область визначення і область значень функції
�9 ¯ÐÀÂÈËÎ��ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ßÊÎÃÎ�ÄËß�ÊÎÆÍÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÍÅÇÀËÅÆ�
ÍÎ��ÇÌ�ÍÍÎ��ÌÎÆÍÀ�ÇÍÀÉÒÈ��ÄÈÍÅ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÇÀËÅÆÍÎ��ÇÌ�ÍÍÎ���
ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÔÓÍÊÖ��Þ��À�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÓ�ÇÀËÅÆÍ�ÑÒÜ�ÎÄÍ����ÇÌ�ÍÍÎ��
Â�Ä�ÄÐÓÃÎ��x�ÔÓÍÊÖ�ÎÍÀËÜÍÎÞ�
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�9 §ÀÇÂÈ×ÀÉ�ÍÅÇÀËÅÆÍÓ�ÇÌ�ÍÍÓ�ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�ÁÓÊÂÎÞ�x��ÇÀËÅÆÍÓ�x�
ÁÓÊÂÎÞ�y��ÔÓÍÊÖ�Þ��ÏÐÀÂÈËÎ��x�ÁÓÊÂÎÞ�I��¿ÊÙÎ�ÇÌ�ÍÍÀ�y�
ÔÓÍÊÖ�ÎÍÀËÜÍÎ�ÇÀËÅÆÈÒÜ�Â�Ä�ÇÌ�ÍÍÎ��x��ÒÎ�ÖÅÉ�ÔÀÊÒ�ÏÎÇÍÀ�
×ÀÞÒÜ�ÒÀÊ��y�=�I��x���×ÈÒÀÞÒÜ����ÃÐÅÊ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÅÔ�Â�Ä��ÊÑ���

�9 ÅÇÀËÅÆÍÓ�ÇÌ�ÍÍÓ�ÙÅ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÀÐÃÓÌÅÍÒÎÌ�ÔÓÍÊÖ���
�9 §ÍÀ×ÅÍÍß� ÇÀËÅÆÍÎ�� ÇÌ�ÍÍÎ��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ� ÇÍÀ×ÅÍÍßÌ�ÔÓÍÊÖ����
§ÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���I��ßÊÅ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÀ��ÇÍÀ×ÅÍÍÞ�x0�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ�
x��ÏÎÇÍÀ×ÀÞÒÜ�I��x0��

�9 ³Ñ�� ÇÍÀ×ÅÍÍß�� ßÊÈÕ� ÍÀÁÓÂÀ�� ÀÐÃÓÌÅÍÒ�� ÓÒÂÎÐÞÞÒÜ� ÎÁËÀÑÒÜ�
ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ���� ³Ñ�� ÇÍÀ×ÅÍÍß�� ßÊÈÕ� ÍÀÁÓÂÀ�� ÇÀËÅÆÍÀ�
ÇÌ�ÍÍÀ��ÓÒÂÎÐÞÞÒÜ�ÎÁËÀÑÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÔÓÍÊÖ���

�9 ´ÓÍÊÖ�Þ�ÂÂÀÆÀÞÒÜ� ÇÀÄÀÍÎÞ��ßÊÙÎ�ÂÊÀÇÀÍÎ� ��� ÎÁËÀÑÒÜ� ÂÈ�
ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÒÀ�ÏÐÀÂÈËÎ��ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ßÊÎÃÎ�ÌÎÆÍÀ�ÇÀ�ÊÎÆÍÈÌ�
ÇÍÀ×ÅÍÍßÌ� ÍÅÇÀËÅÆÍÎ�� ÇÌ�ÍÍÎ�� ÇÍÀÉÒÈ� ÇÍÀ×ÅÍÍß� ÇÀËÅÆÍÎ��
ÇÌ�ÍÍÎ��

�9 ±ÏÎÑÎÁÈ�ÇÀÄÀÍÍß�ÔÓÍÊÖ����ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�ÎÏÈÑÓ��ÇÀ�ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ�
ÔÎÐÌÓËÈ��ÒÀÁËÈ×ÍÈÉ��ÃÐÀÔ�×ÍÈÉ�
�9 ¿ÊÙÎ�ÔÓÍÊÖ�Þ�ÇÀÄÀÍÎ�ÔÎÐÌÓËÎÞ��ÏÐÀÂÀ�×ÀÑÒÈÍÀ�ßÊÎ��x�
Ö�ËÈÉ�ÂÈÐÀÇ����ÏÐÈ�ÖÜÎÌÓ�ÍÅ�ÂÊÀÇÀÍÎ�ÎÁËÀÑÒÜ����ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß��
ÒÎ�ÂÂÀÆÀÞÒÜ��ÙÎ�ÎÁËÀÑÒÞ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÒÀÊÎ��ÔÓÍÊÖ�����ÂÑ��
×ÈÑËÀ�

13. Графік функції

�9 £ÐÀÔ�ÊÎÌ�ÔÓÍÊÖ���I�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÍÓ�Ô�ÃÓÐÓ��ßÊÀ�ÑÊËÀ�
ÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÓÑ�Õ�ÒÈÕ���Ò�ËÜÊÈ�ÒÈÕ�ÒÎ×ÎÊ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÎ��ÏËÎÙÈÍÈ��
ÀÁÑÖÈÑÈ�ßÊÈÕ�ÄÎÐ�ÂÍÞÞÒÜ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÌ�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ��À�ÎÐÄÈÍÀ�
ÒÈ�x�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÈÌ�ÇÍÀ×ÅÍÍßÌ�ÔÓÍÊÖ����I�

�9 ªÎËÈ�ßÊÀÑÜ�Ô�ÃÓÐÀ���ÃÐÀÔ�ÊÎÌ�ÔÓÍÊÖ���I��ÒÎ�ÂÈÊÎÍÓÞÒÜÑß�ÄÂ��
ÓÌÎÂÈ�

1��ßÊÙÎ� x0 �x�ÄÅßÊÅ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ��À� f x( )0 �x�Â�ÄÏÎ�

Â�ÄÍÅ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÔÓÍÊÖ����ÒÎ�ÒÎ×ÊÀ�Ç�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀÌÈ�( ; ( ))x f x0 0 �

ÎÁÎÂsßÇÊÎÂÎ�ÍÀËÅÆÈÒÜ�ÃÐÀÔ�ÊÓ�

2��ßÊÙÎ� ( ; )x y0 0 �x�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ�ÄÎÂ�ËÜÍÎ��ÒÎ×ÊÈ�ÃÐÀÔ�ÊÀ��ÒÎ�

x0 � �� y0 �x� Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�� ÇÍÀ×ÅÍÍß� ÍÅÇÀËÅÆÍÎ�� �� ÇÀËÅÆÍÎ��

ÇÌ�ÍÍÈÕ�ÔÓÍÊÖ���I��ÒÎÁÒÎ�y0�=�I��x0��

�9 ´�ÃÓÐÀ�� ÇÎÁÐÀÆÅÍÀ� ÍÀ� ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É� ÏËÎÙÈÍ��� ÌÎÆÅ� ÁÓÒÈ�
ÃÐÀÔ�ÊÎÌ�ÄÅßÊÎ��ÔÓÍÊÖ����ßÊÙÎ�ÁÓÄÜ�ßÊÀ�ÏÐßÌÀ��ÏÅÐÏÅÍÄÈÊÓ�
ËßÐÍÀ�ÄÎ�ÎÑ��ÀÁÑÖÈÑ��ÌÀ��Ç�Ö��Þ�Ô�ÃÓÐÎÞ�ÍÅ�Á�ËÜØÅ�Í�Æ�ÎÄÍÓ�
ÑÏ�ËÜÍÓ�ÒÎ×ÊÓ�
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14. Лінійна функція, її графік і властивості
�9 ´ÓÍÊÖ�Þ��ßÊÓ�ÌÎÆÍÀ�ÇÀÄÀÒÈ�ÔÎÐÌÓËÎÞ�ÂÈÄÓ�y�=�Nx���E��ÄÅ�N�
��E�x�ÄÅßÊ��×ÈÑËÀ��x�x�ÍÅÇÀËÅÆÍÀ�ÇÌ�ÍÍÀ��ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Ë�Í�É�
ÍÎÞ�

�9 £ÐÀÔ�ÊÎÌ�Ë�Í�ÉÍÎ��ÔÓÍÊÖ����ÎÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ßÊÎ��x�ÓÑ��
×ÈÑËÀ����ÏÐßÌÀ��

�9 «�Í�ÉÍÓ�ÔÓÍÊÖ�Þ��ÇÀÄÀÍÓ�ÔÎÐÌÓËÎÞ�y kx= , �ÄÅ�k ≠ 0, �ÍÀÇÈÂÀ�

ÞÒÜ�ÏÐßÌÎÞ�ÏÐÎÏÎÐÖ�ÉÍ�ÑÒÞ�
�9 £ÐÀÔ�ÊÎÌ� ÏÐßÌÎ�� ÏÐÎÏÎÐÖ�ÉÍÎÑÒ�� �� ÏÐßÌÀ�� ßÊÀ� ÏÐÎÕÎÄÈÒÜ�
×ÅÐÅÇ�ÏÎ×ÀÒÎÊ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ�

�9 ¿ÊÙÎ�Ó�ÔÎÐÌÓË��y kx b= + �ÏÎÊËÀÑÒÈ�k = 0, �ÒÎ�ÎÒÐÈÌÀ�ÌÎ�y b= . �

£ÐÀÔ�ÊÎÌ�ÒÀÊÎ��ÔÓÍÊÖ�����ÏÐßÌÀ��ßÊÀ�ÏÀÐÀËÅËÜÍÀ�ÎÑ��ÀÁÑÖÈÑ�
�9 ±ÈÑÒÅÌÈ�Ë�Í�ÉÍÈÕ�Ð�ÂÍßÍÜ��Ç�ÄÂÎÌÀ�ÇÌ�ÍÍÈÌÈ

15. Лінійне рівняння з двома змінними та його графік

«�Í�ÉÍÈÌ�Ð�ÂÍßÍÍßÌ��Ç�ÄÂÎÌÀ�ÇÌ�ÍÍÈÌÈ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÂÈÄÓ�
Dx���Ey�=�F��ÄÅ�x���y�x�ÇÌ�ÍÍ���D��E��F�x�ÄÅßÊ��×ÈÑËÀ�

°�ÂÍßÍÍß §ÍÀ×ÅÍÍß�D��E��F £ÐÀÔ�Ê

Dx�+�Ey�=�F E�z�0��D���F�x�ÁÓÄÜ�ßÊ� ÅÂÅÐÒÈÊÀËÜÍÀ��
ÏÐßÌÀ

Dx�+�Ey�=�F E�=�0��D�z�0��F�x�ÁÓÄÜ�
ßÊÅ

¢ÅÐÒÈÊÀËÜÍÀ��
ÏÐßÌÀ

Dx�+�Ey�=�F D�=�E�=�F�=�0� ³Ñß�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÀ��
ÏËÎÙÈÍÀ

Dx�+�Ey�=�F D�=�E�=�0��F�z�0 x��Ð�ÂÍßÍÍß�
ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅ�ÌÀ��

16. Системи рівнянь із двома змінними

�9 ¿ÊÙÎ�ÒÐÅÁÀ�ÇÍÀÉÒÈ�ÂÑ��ÑÏ�ËÜÍ��ÐÎÇÂsßÇÊÈ�Ê�ËÜÊÎÕ�Ð�ÂÍßÍÜ��ÒÎ�
ÃÎÂÎÐßÒÜ��ÙÎ�ÒÐÅÁÀ�ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ�ÑÈÑÒÅÌÓ�Ð�ÂÍßÍÜ�

�9 °ÎÇÂsßÇÊÎÌ�ÑÈÑÒÅÌÈ�Ð�ÂÍßÍÜ� �Ç�ÄÂÎÌÀ�ÇÌ�ÍÍÈÌÈ�ÍÀÇÈÂÀÞÒÜ�
ÏÀÐÓ� ÇÍÀ×ÅÍÜ� ÇÌ�ÍÍÈÕ�� ßÊ�� ÏÅÐÅÒÂÎÐÞÞÒÜ� ÊÎÆÍÅ� Ð�ÂÍßÍÍß�
Â�ÏÐÀÂÈËÜÍÓ�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�

�9 °ÎÇÂsßÇÀÒÈ� ÑÈÑÒÅÌÓ� Ð�ÂÍßÍÜ�x� ÖÅ� ÎÇÍÀ×À�� ÇÍÀÉÒÈ� ÂÑ�� ���
ÐÎÇÂsßÇÊÈ�ÀÁÎ�ÄÎÂÅÑÒÈ��ÙÎ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅ��ÑÍÓ��
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�9 £ÐÀÔ�×ÍÈÉ� ÌÅÒÎÄ� ÐÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß� ÑÈÑÒÅÌÈ� Ð�ÂÍßÍÜ� ÏÎËßÃÀ��
Â�ÒÀÊÎÌÓ�
x� ÏÎÁÓÄÓÂÀÒÈ�ÍÀ�ÎÄÍ�É�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ�É�ÏËÎÙÈÍ��ÃÐÀÔ�ÊÈ�Ð�Â�

ÍßÍÜ��ÙÎ�ÂÕÎÄßÒÜ�ÄÎ�ÑÈÑÒÅÌÈ�
x� ÇÍÀÉÒÈ� ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ� ÂÑ�Õ� ÒÎ×ÎÊ� ÏÅÐÅÒÈÍÓ� ÏÎÁÓÄÎÂÀÍÈÕ�

ÃÐÀÔ�Ê�Â�
x� ÎÒÐÈÌÀÍ��ÏÀÐÈ�×ÈÑÅË���ÁÓÄÓÒÜ�ØÓÊÀÍÈÌÈ�ÐÎÇÂsßÇÊÀÌÈ�

�9 ¿ÊÙÎ�ÃÐÀÔ�ÊÀÌÈ�Ð�ÂÍßÍÜ��ÙÎ�ÂÕÎÄßÒÜ�ÄÎ�ÑÈÑÒÅÌÈ�Ë�Í�ÉÍÈÕ�
Ð�ÂÍßÍÜ�� �� ÏÐßÌ��� ÒÎ� Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ� ÐÎÇÂsßÇÊ�Â� Ö���� ÑÈÑÒÅÌÈ� ÇÀ�
ËÅÆÈÒÜ�Â�Ä�ÂÇÀ�ÌÍÎÃÎ�ÐÎÇÌ�ÙÅÍÍß�ÄÂÎÕ�ÏÐßÌÈÕ�ÍÀ�ÏËÎÙÈÍ��
x� ßÊÙÎ�ÏÐßÌ��ÏÅÐÅÒÈÍÀÞÒÜÑß��ÒÎ�ÑÈÑÒÅÌÀ�ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�ÐÎÇÂsßÇÎÊ�
x� ßÊÙÎ�ÏÐßÌ��ÇÁ�ÃÀÞÒÜÑß��ÒÎ�ÑÈÑÒÅÌÀ�ÌÀ��ÁÅÇË�×�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�
x� ßÊÙÎ�ÏÐßÌ��ÏÀÐÀËÅËÜÍ���ÒÎ�ÑÈÑÒÅÌÀ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅ�ÌÀ��

17. Методи розв’язування систем лінійних рівнянь

�9 ¹ÎÁ�ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ�ÑÈÑÒÅÌÓ�Ë�Í�ÉÍÈÕ�Ð�ÂÍßÍÜ�ÌÅÒÎÄÎÌ�Ï�ÄÑÒÀ�
ÍÎÂÊÈ��ÒÐÅÁÀ�
1��ÂÈÐÀÇÈÒÈ�Ç�ÁÓÄÜ�ßÊÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÑÈÑÒÅÌÈ�ÎÄÍÓ�ÇÌ�ÍÍÓ�×ÅÐÅÇ�

ÄÐÓÃÓ�
2��Ï�ÄÑÒÀÂÈÒÈ�Â�ÄÐÓÃÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÑÈÑÒÅÌÈ�ÇÀÌ�ÑÒÜ�Ö����ÇÌ�ÍÍÎ��

ÂÈÐÀÇ��ÎÒÐÈÌÀÍÈÉ�ÍÀ�ÏÅÐØÎÌÓ�ÊÐÎÖ��
���ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�Ç�ÎÄÍ��Þ�ÇÌ�ÍÍÎÞ��ÎÒÐÈÌÀÍÅ�ÍÀ�ÄÐÓÃÎ�

ÌÓ�ÊÐÎÖ��
���Ï�ÄÑÒÀÂÈÒÈ�ÇÍÀÉÄÅÍÅ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÇÌ�ÍÍÎ��Ó�ÂÈÐÀÇ��ÎÒÐÈÌÀÍÈÉ�

ÍÀ�ÏÅÐØÎÌÓ�ÊÐÎÖ��
���ÎÁ×ÈÑËÈÒÈ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÄÐÓÃÎ��ÇÌ�ÍÍÎ��
���ÇÀÏÈÑÀÒÈ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÜ�

�9 ¹ÎÁ�ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ�ÑÈÑÒÅÌÓ�Ë�Í�ÉÍÈÕ�Ð�ÂÍßÍÜ�ÌÅÒÎÄÎÌ�ÄÎÄÀÂÀÍ�
Íß��ÒÐÅÁÀ�
1��Ä�ÁÐÀÂØÈ��ÂÈÃ�ÄÍ���ÌÍÎÆÍÈÊÈ��ÏÅÐÅÒÂÎÐÈÒÈ�ÎÄÍÅ�×È�ÎÁÈ�

ÄÂÀ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÑÈÑÒÅÌÈ�ÒÀÊ��ÙÎÁ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒÈ�ÏÐÈ�ÎÄÍ�É�Ç��
ÇÌ�ÍÍÈÕ�ÑÒÀËÈ�ÏÐÎÒÈËÅÆÍÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ�

2��ÄÎÄÀÒÈ�ÏÎ×ËÅÍÍÎ�Ë�Â��É�ÏÐÀÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�Ð�ÂÍßÍÜ��ÎÒÐÈÌÀÍÈÕ�
ÍÀ�ÏÅÐØÎÌÓ�ÊÐÎÖ��

���ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ�Ð�ÂÍßÍÍß�Ç�ÎÄÍ��Þ�ÇÌ�ÍÍÎÞ��ÎÒÐÈÌÀÍÅ�ÍÀ�ÄÐÓÃÎ�
ÌÓ�ÊÐÎÖ��

���Ï�ÄÑÒÀÂÈÒÈ�ÇÍÀÉÄÅÍÅ�ÍÀ�ÒÐÅÒÜÎÌÓ�ÊÐÎÖ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÇÌ�ÍÍÎ��
Â�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�Ç�Ð�ÂÍßÍÜ�ÂÈÕ�ÄÍÎ��ÑÈÑÒÅÌÈ�

���ÎÁ×ÈÑËÈÒÈ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÄÐÓÃÎ��ÇÌ�ÍÍÎ��
���ÇÀÏÈÑÀÒÈ�Â�ÄÏÎÂ�ÄÜ�



354

ВІДПОВІДІ ТА ВКАЗІВКИ ДО ВПРАВ

1.2.�1��1��2��
19

34
.�1.16.�E�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ��1.23.�1��xQ�+���w�xQ�+�1��

2��x2Q�+�2�w��x��1.24.�1���xQ�+�1��2��xQ�+���w�x2Q�+�2�+�xQ��1.37.�����D�+�E�2�+��D�w�E�2��
1.38.�1��x�=�w1��y�=�0����2��ÒÀÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÍÅ��ÑÍÓ���1.45.���ÀÁÎ�w���
1.46.���ÀÁÎ�w���1.50.�1��¡É¿Æ�ÁÉ¿��x��+��x2y2�+�y��=��x2�+�y2���x��w�x2y2�+�
+�y���+��x2y2��1.51.����1.54.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��̄ ÎÄÀÉÒÅ�ÄÀÍÈÉ�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�Ó�ÂÈ�
ÃËßÄ��ÑÓÌÈ�ÊÓÁ�Â��1.56.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��¯ÎÌÍÎÆÒÅ�ÎÁÈÄÂ��×ÀÑÒÈÍÈ�ÄÐÓÃÎ��

Ð�ÂÍÎÑÒ��ÍÀ����1.58.�21�1��1.59.�171
171

171

9 9

8 10= ( )

( )
.�1.61.�1�����2��1��������

1.62.�����111���1�1���¡É¿Æ�ÁÉ¿���111����211�=�2�����2����1.63.�2��¡É¿�
Æ�ÁÉ¿�� 2 3 2 2 24 2 2 4 2 4 2 2 2 2 4 2 2 2 2x x y y y x x y x y y y x x y+ + + = + + + + = + +( ) �

2 3 2 2 24 2 2 4 2 4 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2x x y y y x x y x y y y x x y y x y+ + + = + + + + = + + + +( ) ( ) yy2. �1.64.����1.66.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��¯ÎÇÍÀ×ÈÌÎ�1002�=�Q��²ÎÄ��

ÄÀÍÈÉ�ÂÈÐÀÇ�ÍÀÁÓÂÀ��ÂÈÃËßÄÓ��Q�w�����Q�w�1���Q�+�1���Q�+����+�1���
¯ÎÊÀÆ�ÒÜ�� ÙÎ� ÎÒÐÈÌÀÍÈÉ� ÂÈÐÀÇ� ÒÎÒÎÆÍÎ� ÄÎÐ�ÂÍÞ�� �Q2� w� ��2��
1.67.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��¯ÎÇÍÀ×ÈÌÎ�1000�=�Q��²ÎÄ��ÄÀÍÈÉ�ÂÈÐÀÇ�ÍÀÁÓÂÀ��ÂÈ�
ÃËßÄÓ�Q2�+�Q2��Q�+�1�2�+� �Q�+�1�2��¯ÎÊÀÆ�ÒÜ��ÙÎ�ÎÒÐÈÌÀÍÈÉ�ÂÈÐÀÇ�
ÒÎÒÎÆÍÎ�ÄÎÐ�ÂÍÞ���Q2�+�Q�+�1�2��1.69.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��̄ ÎÌÍÎÆÒÅ�É�ÏÎÄ�Ë�ÒÜ�
ÂÈÐÀÇ��ÙÎ�ÑÒÎ�ÒÜ�Ó�Ë�Â�É�×ÀÑÒÈÍ��Ð�ÂÍÎÑÒ���ÍÀ�1�+�2�+�22��1.70.����¡É¿�
Æ�ÁÉ¿��P��+�P��+�1�=�P��+�P��+�P��w�P��+�1��1.71.����¡É¿Æ�ÁÉ¿��x��+�
+�x��+�1�=�x��+�x��+�x��w�x��w�x��w�x��+�x��+�x��+�x��w�x��+�1��1.72.�1��¡É¿�
Æ�ÁÉ¿��x��w��x2�+���=�x��w��x2�+���w��x2�� 1.75.� 0��¡É¿Æ�ÁÉ¿�� §ÀÄÀÍÓ�
Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�ÏÎÄÀÉÒÅ�Ó�ÂÈÃËßÄ���D�w�E�2�+��E�w�F�2�+��D�w�F�2�=�0��1.76.�¡É¿�
Æ�ÁÉ¿��°ÎÇÃËßÍÜÒÅ�ÂÈÐÀÇ��D�w�x�2�+��E�w�y�2�+��F�w�]�2��1.77.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��

x��w�x�+�
1

2
=�x��w�x2�+� b n

�
( ; ; )4 9 3 1− −�+�x2�w�x�+� b n

�
( ; ; )4 9 3 1− −��1.78.�����1.80.�2�ÀÁÎ�w2��¡É¿�

Æ�ÁÉ¿���D�+�E�w�F�2�=�D2�+�E2�+�F2�+�2DE�w�2DF�w�2EF��1.81.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��
D2�+�E2�+��F2�+�2DE�+��DF�+��EF�=�D2�+�E2�+��F2�+�2DE�+��DF�+��EF�w�F2��
1.83.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��¬À�ÌÎ��D�+�E�=�wF��ÇÂ�ÄÊÈ��D�+�E����=�wF���

2.4.�²ÀÊ��³Ñ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ��2.11.�6��x��=��0���0�w�x���®ÁËÀÑÒÜ�
ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß��ÓÑ��ÒÀÊ��×ÈÑËÀ�x��ÙÎ�0���x����0��
2.12.�9��x��=��100�w�2x�2�vx��®ÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ�
×ÅÍÍß�� ÓÑ�� ÒÀÊ�� ×ÈÑËÀ�x��ÙÎ� 0� ��x� �� �0��
2.13.�y�=��x�+�1��2.14.�y�=�x��+�x��2.22.�¤ÈÂ��
ÐÈÑÓÍÎÊ��2.40.�¬ÎÆÍÀ��¡É¿Æ�ÁÉ¿��̄ ÎÊÀÆ�ÒÜ��
ÙÎ�ÏÐÈ�ÁÓÄÜ�ßÊÎÌÓ�N�ÃÐÀÔ�ÊÈ�ÏÅÐÅÒÈÍÀÞÒÜÑß�
Â�ÒÎ×Ö��0��w1��2��

3.9.� ���� ���� 3.10.� ���� w���� 3.11.� w12��
3.12.�w���3.13.�D�=����E�=�w���3.16.�1��D�=����

x0 1

1

y

До задачі 2.22



Відповіді та вказівки до вправ 355

E�=�w2����2��D�=����E�=�w���3.17.�D�=����E�=����3.19.�1��¯ÐÈ�D�≠�1���
2��ÏÐÈ�D�=�w10��3.21.�1���w2��2����1��1���2���1��w1���������������1��1���
�w��� ���� 3.22.� 1�� ���� ���� 2�� �w��� w���� 3.23.� 1�� �1�� w1��� 2�� �1��� 2���
3.24.�1���w���w����2���2��w2���3.25.�1���w0����w��2���2���1������3.26.�D�=������
E�=�0����3.27.�1��y�=�w0��x�+�1����2��y�=�wx�+�2��3.28.�1�� ����w����

2���1����0��������� 4
2

3
; ;−



 �����w�����������w2����w����3.29.�1���10������

2���0����1���������w���w2����
4.13.�¿ÊÙÎ�ÒÎ×ÊÈ�$��%���&�ÍÅ�ËÅÆÀÒÜ�ÍÀ�ÎÄÍ�É�ÏÐßÌ�É��ÒÎ�ØÓÊÀ�

ÍÀ�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÎÄÍ����ÒÎ×ÊÈ�x�ÖÅÍÒÐÀ�ÎÏÈÑÀÍÎÃÎ�ÊÎËÀ�
ÒÐÈÊÓÒÍÈÊÀ�$%&��¿ÊÙÎ�ÒÎ×ÊÈ�$��%���&�ËÅÆÀÒÜ�ÍÀ�ÎÄÍ�É�ÏÐßÌ�É��ÒÎ�
ØÓÊÀÍÀ�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÏÎÐÎÆÍß��4.15.�$�=�&��4.18.�¡É¿Æ�ÁÉ¿���N�w�1�=�
=��N�w�1�+���w���=����N�w�1��+�2���Q�+�2�=��Q�+�2�w���+���=����Q�+�1��w�1��

5.29.�2��¬ÍÎÆÈÍÀ�ÂÑ�Õ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��ÊÐ�Ì�1�����ÌÍÎÆÈÍÀ��
ßÊÀ�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÓÑ�Õ�ÍÅÏÀÐÍÈÕ�×ÈÑÅË���×ÈÑËÀ�2�

6.4.���ÄÍ�Â��6.11.�¡�ËÜØÅ�ÒÈÕ�×ÈÑÅË��ÓÑ��ÖÈÔÐÈ�ßÊÈÕ�ÍÅÏÀÐÍ���
6.13.�®ÄÍÀÊÎÂÀ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ��¡É¿Æ�ÁÉ¿��³ÑÒÀÍÎÂ�ÒÜ�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÓ�
Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�Ì�Æ�ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÌÅÍØÈÕ�ÑÒÎÐ�Í�ÏÐßÌÎÊÓÒÍÈÊ�Â�ÎÄÍÎ�
ÃÎ�ÂÈÄÓ�ÒÀ�ÌÍÎÆÈÍÎÞ�ÌÅÍØÈÕ�ÑÒÎÐ�Í�ÏÐßÌÎÊÓÒÍÈÊ�Â�ÄÐÓÃÎÃÎ�ÂÈÄÓ��
6.14.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��ÅÕÀÉ�B A⊆ .�¬ÍÎÆÈÍ��%�ÏÎÑÒÀÂÈÌÎ�Ó�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�

ÒÀÊÓ�ÌÍÎÆÈÍÓ�&��ÙÎ�C B∩ = ∅���C B A∪ = .�®×ÅÂÈÄÍÎ��ÙÎ�×ÈÑËÀ�Q��%��

��Q��&��ÌÀÞÒÜ�Ð�ÇÍÓ�ÏÀÐÍ�ÑÒÜ��6.16.�¡�ËÜØÅ�ÒÈÕ�×ÈÑÅË��Ó�ßÊÈÕ�ÄÐÓÃÀ�
ÖÈÔÐÀ�ÌÅÍØÀ�Â�Ä�ÏÅÐØÎ��ÒÀ�ÒÐÅÒÜÎ���¡É¿Æ�ÁÉ¿��·ÈÑËÀ��Ó�ßÊÈÕ�ÄÐÓ�
ÃÀ�ÖÈÔÐÀ�ÍÀÉÁ�ËÜØÀ��ÍÀÇÂÅÌÎ�×ÈÑËÀÌÈ�ÏÅÐØÎÃÎ�ÂÈÄÓ��À�Ò���Ó�ßÊÈÕ�
ÄÐÓÃÀ�ÖÈÔÐÀ�ÍÀÉÌÅÍØÀ��x�×ÈÑËÀÌÈ�ÄÐÓÃÎÃÎ�ÂÈÄÓ��§ÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�
ÆÎÄÍÅ��Ç�×ÈÑÅË�ÏÅÐØÎÃÎ�ÂÈÄÓ�ÍÅ�ÏÎ×ÈÍÀ�ÒÜÑß��Ç�ÖÈÔÐÈ����ªÎÆÍÎÌÓ�
×ÈÑËÓ�abc�ÏÅÐØÎÃÎ�ÂÈÄÓ�ÏÎÑÒÀÂÈÌÎ�Ó�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�×ÈÑËÎ�999 − abc,�

ßÊÅ���×ÈÑËÎÌ�ÄÐÓÃÎÃÎ�ÂÈÄÓ��6.17.�¡É¿Æ�ÁÉ¿���¹ÀÑËÈÂÎÌÓ��ÊÂÈÒÊÓ�
Ç� ÍÎÌÅÐÎÌ� abcdef � ÏÎÑÒÀÂÒÅ� Ó� Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ� ÊÂÈÒÎÊ� Ç� ÍÎÌÅÐÎÌ�

999999 − abcdef.�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�Â�Í���ÒÅÆ��ÙÀÑËÈÂÈÌ���6.18.�®ÄÍÀ�

ÊÎÂÀ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ��¡É¿Æ�ÁÉ¿��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÄÎÂÆÈÍÈ�ÑÒÎÐ�Í�ÒÐÈÊÓÒÍÈ�
Ê�Â��ÏÅÐÈÌÅÒÐ�ßÊÈÕ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��1000��Á�ËÜØ��ÇÀ�1��²ÎÄ��ÒÐÈÊÓÒÍÈÊÓ�
Ç��ÑÒÎÐÎÍÀÌÈ�D��E��F���ÏÅÐÈÌÅÒÐÎÌ��ßÊÈÉ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��1000��Â�ÄÏÎÂ�ÄÀ��
ÒÐÈÊÓÒÍÈÊ�Ç��ÑÒÎÐÎÍÀÌÈ�D�w�1��E�w�1��F�w�1�Ç�ÏÅÐÈÌÅÒÐÎÌ��ßÊÈÉ�ÄÎ�
Ð�ÂÍÞ�������6.19.�¬ÍÎÃÎÊÓÒÍÈÊ�Â��ßÊ��Ì�ÑÒßÒÜ�ÂÅÐØÈÍÓ�$1��Á�ËÜØÅ��
¡É¿Æ�ÁÉ¿��ªÎÆÍÎÌÓ�Q�ÊÓÒÍÈÊÓ�Ç�ÂÅÐØÈÍÎÞ�$1�ÏÐÈ�nO4 �ÌÎÆÍÀ�ÏÎ�

ÑÒÀÂÈÒÈ�Ó�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ��Q�w�1��ÊÓÒÍÈÊ��ßÊÈÉ�ÎÒÐÈÌÀÍÎ�ÂÈËÓ×ÅÍÍßÌ�
ÒÎ×ÊÈ�$1��Ç�×ÈÑËÀ�ÂÅÐØÈÍ��²ÀÊÈÌ�×ÈÍÎÌ�ÌÎÆÍÀ�ÎÒÐÈÌÀÒÈ�ÂÑ��ÌÍÎ�
ÃÎÊÓÒÍÈÊÈ�� ßÊ�� ÍÅ� Ì�ÑÒßÒÜ� ÂÅÐØÈÍÓ�$1�� ¯ÐÎÒÅ� ÄËß� ÒÐÈÊÓÒÍÈÊ�Â�
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Ç�ÂÅÐØÈÍÎÞ�$1�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÈÕ�ÏÀÐ�ÍÅ��ÑÍÓ���6.20.�®ÄÍÀÊÎÂÀ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ��
¡É¿Æ�ÁÉ¿��ªÎÆÍÎÌÓ�×ÈÑËÓ�ÂÈÄÓ�a a a a a1 2 3 4 5 �ÒÀÊÎÌÓ��ÙÎ�D1���D2���D���

��D����D���ÏÎÑÒÀÂÒÅ�Ó�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�×ÈÑËÎ�a a a a a1 2 3 4 51 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ).− − − − �

6.21.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��¿ÊÙÎ�ÏÀÐÀ�×ÈÑÅË� �x0��y0�� �� ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�Ð�ÂÍßÍÍß�
x2�+�y2�=�Q��ÒÎ�ÏÀÐÀ��x0�w�y0��x0�+�y0��x�ÐÎÇÂsßÇÎÊ�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+�y2�=�2Q��
¿ÊÙÎ�ÏÀÐÀ��x1��y1��x�ÐÎÇÂsßÇÎÊ�Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+�y2�=�2Q��ÒÎ�×ÈÑËÀ�x1�

��y1�ÌÀÞÒÜ�ÎÄÍÀÊÎÂÓ�ÏÀÐÍ�ÑÒÜ���ÏÀÐÀ�
x y y x1 1 1 1

2 2

+ −



; ���ÐÎÇÂsßÇÊÎÌ�

Ð�ÂÍßÍÍß�x2�+�y2�=�Q��6.22.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��°ÎÇÃËßÍÅÌÎ�ÅËÅÌÅÍÒ�D���$��
ªÎÆÍ�É� Ï�ÄÌÍÎÆÈÍ��%� ÌÍÎÆÈÍÈ�$� ÒÀÊ�É��ÙÎ� D���%�� ÏÎÑÒÀÂÈÌÎ�
Ó�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÓ�C B a= ∪ { }.�§ÐÎÇÓÌ�ËÎ��ÙÎ�×ÈÑËÀ�Q��%��

��Q��&��ÌÀÞÒÜ�Ð�ÇÍÓ�ÏÀÐÍ�ÑÒÜ��§ÀÇÍÀ×ÈÌÎ��ÙÎ�ÖÅ�ÐÎÇÂsßÇÀÍÍß�ÍÅ�ÇÀ�
ËÅÆÈÒÜ�Â�Ä�ÏÀÐÍÎÑÒ��Ê�ËÜÊÎÑÒ��ÅËÅÌÅÍÒ�Â�ÌÍÎÆÈÍÈ�$��²ÎÌÓ�ÇÀÄÀ×Ó�
��1��ÌÎÆÍÀ�ÐÎÇÂsßÇÀÒÈ�ÒÀÊÎÆ���ÖÈÌ�ÑÏÎÑÎÁÎÌ��

7.6.�¯ÎÊÀÇÍÈÊÓ�ÑÒÅÏÅÍß�×ÈÑËÀ�2Q�ÌÎÆÍÀ�ÏÎÑÒÀÂÈÒÈ�Ó�Â�ÄÏÎÂ�Ä�
Í�ÑÒÜ�Ê�ËÜÊ�ÑÒÜ�ÍÓË�Â��ßÊ��ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÎ�Â�ÇÀÏÈÑ��ÄÅÑßÒÊÎÂÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ��
7.8.�¤ÈÂ��ÐÈÑÓÍÎÊ��7.10.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��¯ÐÎÍÓÌÅÐÓ�ÌÎ�ÅËÅÌÅÍÒÈ�ÇÀÄÀ�
ÍÎ��ÇË�×ÅÍÍÎ��ÌÍÎÆÈÍÈ��ÅÕÀÉ�ÅËÅÌÅÍÒÈ�ÄÀÍÎ��Ï�ÄÌÍÎÆÈÍÈ�ÌÀÞÒÜ�
ÍÎÌÅÐÈ�L1���L2���L����������¬ÍÎÆÈÍÀ�ÖÈÕ�ÍÎÌÅÐ�Â���ÀÁÎ�ÑÊ�Í×ÅÍÍÎÞ��
ÀÁÎ�ÇË�×ÅÍÍÎÞ��7.11.�ªÎÆÍÈÉ��Ç�ÇÀÄÀÍÈÕ�Â�ÄÐ�ÇÊ�Â�Ì�ÑÒÈÒÜ�ÙÎÍÀÉ�
ÌÅÍØÅ�ÎÄÍÓ�ÒÎ×ÊÓ��Ç�Ö�ËÎÞ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÎÞ��À�ÎÑÊ�ËÜÊÈ�Â�ÄÐ�ÇÊÈ�ÍÅ�
ÏÅÐÅÒÈÍÀÞÒÜÑß��ÒÎ�ÂÑ��Ö��ÒÎ×ÊÈ�Ð�ÇÍ���²ÅÏÅÐ�ÌÎÆÍÀ�ÑÊÎÐÈÑÒÀÒÈÑß�
ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÌ�ÇÀÄÀ×����10��7.12.�¤ÈÂ��ÐÈÑÓÍÎÊ�

 

До задачі �.� До задачі �.12 До задачі �.1�

7.13.�1��ªÎÆÍ�É�ÒÎ×Ö��0��x0��Â�ÄÐ�ÇÊÀ�2$�ÌÎÆÍÀ�ÏÎÑÒÀÂÈÒÈ�Ó�Â�Ä�
ÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�ÒÎ×ÊÓ�1���x0��Â�ÄÐ�ÇÊÀ�2%��2��ÊÎÆÍ�É�ÒÎ×Ö��0��x0��Â�Ä�
Ð�ÇÊÀ�2$� �ÊÐ�Ì�ÒÎ×ÊÈ�2��ÌÎÆÍÀ�ÏÎÑÒÀÂÈÒÈ�Ó�Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�ÒÎ×ÊÓ�

N
x

1

0






�ÏÐÎÌÅÍß�$%��7.15.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��¬ÎÆÍÀ�ÑÊÎÐÈÑÒÀÒÈÑß�ÄÂ�ÉÊÎÂÎÞ�

ÑÈÑÒÅÌÎÞ�ÇÀÏÈÑÓ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��7.16.�±ÕÅÌÓ�ÍÓÌÅÐÀÖ���ÅËÅÌÅÍ�
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Ò�Â� ÄÀÍÎ�� ÌÍÎÆÈÍÈ� ÍÀÂÅÄÅÍÎ� ÍÀ� ÐÈÑÓÍÊÓ�� 7.17.�¡É¿Æ�ÁÉ¿�� ¿ÊÙÎ�
ÂÂÅÑÒÈ�ÑÈÑÒÅÌÓ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ��ÒÎ�ÊÎÆÍÈÉ��Ç�ÇÀÇÍÀ×ÅÍÈÕ�ÊÂÀÄÐÀÒ�Â�Ì�Ñ�
ÒÈÒÈÌÅ�ÒÎ×ÊÓ��Ç�Ö�ËÈÌÈ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀÌÈ��®ÑÊ�ËÜÊÈ�ÊÂÀÄÐÀÒÈ�ÍÅ�ÏÅÐÅ�
ÒÈÍÀÞÒÜÑß�� ÒÎ� Ö�� ÒÎ×ÊÈ� Ð�ÇÍ��� ¤ÀË�� ÑÊÎÐÈÑÒÀÉÒÅÑß� ÐÅÇÓËÜÒÀÒÀÌÈ�
ÇÀÄÀ×���1������10�

8.15.�¡É¿Æ�ÁÉ¿�� ±ÊÎÐÈÑÒÀÉÒÅÑß� ÇÀÄÀ×ÅÞ� ����� 8.18.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��
�DE�w�PQ��w��DP�w�EQ��=��D�+�Q��E�w�P��� 8.20.� 1�� °ÎÇÂsßÇÊ�Â� ÍÅÌÀ���
2���1����������w�����w1��w�����w�����������1����w���1�������2��1�������w2���
�0��w2����w���1�������0��1����0��w1����w���w1�������1���¡É¿Æ�ÁÉ¿��x2�w��xy�+�
+��y2�=��x�w�y���x�w��y����������w1����w���1�������1����w���w1����������w����
�w11�� w���� ���� w1��� �w��� w1���¡É¿Æ�ÁÉ¿�� x2�w�2xy�w��y2�+�x�+�y�=�
=� �x�+�y�� �x�w��y��+��x�+�y��=��x�+�y�� �x�w��y�+�1��� 8.21.� 1�� ���� 1���
����w1����w���1����w���w1���2������1����1�������1��w��������w1�������ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�
ÍÅÌÀ�������0��1����0��w1����w1��1����1��w1���8.22.�1���0��0����2��2���¡É¿�
Æ�ÁÉ¿�� ¯ÎÄÀÉÒÅ� Ð�ÂÍßÍÍß� Ó� ÂÈÃËßÄ�� �x�w�1��y�w�1��=�1�� 2�� ���� 2���
�w���0������������1��w����8.23.��2��0����1��w2���8.24.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��§ÀÏÈØ�ÒÜ�
ÄÀÍÈÉ�ÂÈÐÀÇ�Ó�ÂÈÃËßÄ���1Q�+��Q��+��2Q�+��Q��+���Q�+��Q��+���Q�+��Q��+��Q��
8.26.� Å� �ÑÍÓ���¡É¿Æ�ÁÉ¿�� ¿ÊÙÎ� ÏÐÈÏÓÑÒÈÒÈ� ÑÓÏÐÎÒÈÂÍÅ�� ÒÎ�
( ( ) ( )) ( )P P9 1 9 1− −� � �ÄÈÂ��ÏÐÈÊËÀÄ���Ï�������À�ÖÅ�ÍÅ�ÒÀÊ��8.27.�³Ñ��

ÄÂÎÖÈÔÐÎÂ��×ÈÑËÀ��ÊÐ�Ì�10����0��ÄËß�ßÊÈÕ�ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�ÎÄÍÀ�Ç�ÓÌÎÂ��
D�w�E�=�1� ÀÁÎ�D�w�E�=����8.28.�Å� �ÑÍÓ���8.29.�Å� �ÑÍÓ���¡É¿Æ�ÁÉ¿��
abc bca cab a b c+ + = + +3 37æ ( ).�¤ÀË��ÑÊÎÐÈÑÒÀÉÒÅÑß�ÒÈÌ��ÙÎ�a b c+ + P27.�

a b c+ + P27.�8.30.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��1���x�+�y��w�2���x�+��y��=�1�x�+��y��8.32.�¡É¿�

Æ�ÁÉ¿�� ( ) ( ) ( ) .3 10 3 10 13 13x y y x x y+ + + = + � � §Â�ÄÑÈ� ÂÈÏËÈÂÀ��� ÙÎ�

( ) .3 10 13y x+ � � 8.35.�¡É¿Æ�ÁÉ¿�� abc bac cab+ +( )�37.� 8.36.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��

aba a b a b a= + = + +101 10 10 91( ) .�8.37.�Å�ÌÎÆÅ��¡É¿Æ�ÁÉ¿��±ÓÌÀ�ÍÅ�

ÏÀÐÍÎ�� Ê�ËÜÊÎÑÒ�� ÍÅÏÀÐÍÈÕ� ÄÎÄÀÍÊ�Â�x� ×ÈÑËÎ� ÍÅÏÀÐÍÅ�� 8.38.� 22��
¡É¿Æ�ÁÉ¿�� �2Q�+�1�+�1�=��� ��2Q�w��2Q�w�1�+�����w���+�1��� ±Ë�Ä� ÇÀÓÂÀÆÈÒÈ��
ÙÎ�Â�ÄÓÆÊÀÕ�ÌÀ�ÌÎ�ÑÓÌÓ�ÍÅÏÀÐÍÎ��Ê�ËÜÊÎÑÒ��ÍÅÏÀÐÍÈÕ�ÄÎÄÀÍÊ�Â��
ßÊÀ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��ÍÅÏÀÐÍÎÌÓ�×ÈÑËÓ��8.39.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��³Ñ��Ä�ËÜÍÈÊÈ�×ÈÑËÀ�

Q2��ÊÐ�Ì�ÎÄÍÎÃÎ��ÌÎÆÍÀ�ÐÎÇÁÈÒÈ�ÍÀ�ÏÀÐÈ�ÂÈÄÓ� d
n

d
; ,

2



 �ÄÅ�d

n

d
≠

2

.�

8.9.�¡É¿Æ�ÁÉ¿�� 10$�w�%�=������D�� ¯ÅÐÅÊÎÍÀÉÒÅÑß��ÙÎ� 99999 41� .�

8.42.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�Â�ÇÀÏÈÑ��ÄÀÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ���ÒÐÈ�ÎÄÍÀÊÎÂ��
ÖÈÔÐÈ�� ²ÎÄ��ÌÎÆÍÀ� ÇÀÊÐÅÑËÈÒÈ� ÐÅØÒÓ� 1�� ÖÈÔÐ��8.43.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��
¯ÐÈÏÓÑÒÈÌÎ��ÙÎ� x0 ∈� � ÒÀÊÅ��ÙÎ�3� �x0��=�0��²ÎÄ��3� �x0��w�3� �D��=�

=�3� �x0��w�3� �E��=�3� �x0��w�3� �F��=�1��§Â�ÄÑÈ���Ð�ÇÍÈÕ�×ÈÑËÀ�x0�w�D��
x0�w�E��x0�w�F���Ä�ËÜÍÈÊÀÌÈ�×ÈÑËÀ�1��
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9.10.�0�����12��9.12.����9.14.�0��1��2��9.19.�Å��ÑÍÓ���¡É¿Æ�ÁÉ¿��
°ÎÇÃËßÍÜÒÅ�ÎÑÒÀ×Ó�ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÄÀÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ�ÍÀ�1���9.22.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��
�2Q�+�1�2�=��Q� �Q�+�1��+�1�� ¯ÎÊÀÆ�ÒÜ��ÙÎ� �Q� �Q�+�1�� {� 0� �PRG� ����
9.23.�0��1�����9.24.�0��1�����9.29.�³Ñ��Ð�ÂÍßÍÍß�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅ�ÌÀÞÒÜ��
¡É¿Æ�ÁÉ¿��±ÊÎÐÈÑÒÀÉÒÅÑß�ÐÅÇÓËÜÒÀÒÀÌÈ�ÇÀÄÀ×���20����21����2�����2��
Â�ÄÏÎÂ�ÄÍÎ��9.30.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��±ÊÎÐÈÑÒÀÉÒÅÑß�ÐÅÇÓËÜÒÀÒÀÌÈ�ÇÀÄÀ×���20��
��21����2����ÏÐÈÊËÀÄÓ���Ç�Ï�����9.33.�1��2��¡É¿Æ�ÁÉ¿���2�{�1��PRG�����
2�� 1�� ��� ��� ��� 0�� 9.34.� 1�� ��� 2�� 1�� ��� 1�� 9.35.� 2�� ��� ���¡É¿Æ�ÁÉ¿��
Q�=��N1�+�U1��Q�=��N2�+�U2��Q�=��N��+�U���ÄÅ�r1 2P ,�r2 5P ,�r3 8P .�§Â�ÄÑÈ�

r r r1 2 3 15+ + P .�§�ÓÐÀÕÓÂÀÍÍßÌ�ÒÎÃÎ��ÙÎ�U1�+�U2�+�U��=�1���ÌÀ�ÌÎ��U1�=�2��

U2�=����U��=����9.36.�¡É¿Æ�ÁÉ¿���Q�+��P�{�2��PRG�����¤ÀË��ÑÊÎÐÈÑÒÀÉÒÅ�
Ñß�ÐÅÇÓËÜÒÀÒÀÌÈ�ÇÀÄÀ×����20��9.37.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��±ÊÎÐÈÑÒÀÉÒÅÑß�ÐÅÇÓËÜ�
ÒÀÒÀÌÈ� ÇÀÄÀ×�� ��21�� 9.38.�¡É¿Æ�ÁÉ¿�� ¿ÊÙÎ� ÏÐÈÏÓÑÒÈÒÈ��ÙÎ� ÂÑ��
×ÈÑËÀ���ÍÅÏÀÐÍÈÌÈ��ÒÎ��Ç�ÇÀÄÀ×����22�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�P2�+�Q2�+�S2�+�T2�+�
+�U2�{����PRG�����9.39.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��ÅÕÀÉ�S�=�2Q�+�1��T�=�2N�+�1��²ÎÄ��
ÄÈÑÊÐÈÌ�ÍÀÍÒ�ÄÀÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��Q��Q�+�1��w����N�+�1��+���{����PRG�����
9.40.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��±ÊÎÐÈÑÒÀÉÒÅÑß�ÏÐÈÊËÀÄÎÌ���Ï�����9.41.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��
1�+�Q�+�Q2�+�Q��=��1�+�Q���1�+�Q2���ÀËÅ�1�+�Q2�ÍÅ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ����
9.42.������¡É¿Æ�ÁÉ¿��¤�ËÜÍÈÊ�ÄÎÐ�ÂÍÞ�����9.43.�2����9.44.�1���¡É¿�
Æ�ÁÉ¿��¶Å�ÂÑ��ÍÀÒÓÐÀËÜÍ��×ÈÑËÀ�ÂÈÄÓ��N�+� ���ßÊ��ÌÅÍØ��Â�Ä�100��
9.45.��0���0��¡É¿Æ�ÁÉ¿��Q�=��T1�+�T1�=�10T1��q1 8P ,�Q�=�1�T2�+�T2�=�1�T2��

q2 13P .�§Â�ÄÑÈ�n P80���n �30.�9.46.�2�0������9.47.�1��¡É¿Æ�ÁÉ¿��°ÎÇ�

ÃËßÍÜÒÅ��ÍÀÏÐÈÊËÀÄ��×ÈÑËÀ�ÂÈÄÓ��Q�+����2��¡É¿Æ�ÁÉ¿��°ÎÇÃËßÍÜÒÅ��
ÍÀÏÐÈÊËÀÄ��×ÈÑËÀ�ÂÈÄÓ��Q�+����9.48.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��°ÎÇÃËßÍÜÒÅ�×ÈÑËÀ�2��
22��2��� �����22010��9.49.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��°ÎÇÃËßÍÜÒÅ�×ÈÑËÀ�1��11��111�� �����
11 1

1

... .
n+ öèôðà
��� � ¿Ê�ÑÜ� ÄÂÀ� Ç� ÍÈÕ� ÄÀÞÒÜ� ÏÐÈ� Ä�ËÅÍÍ�� ÍÀ� Q� Ð�ÂÍ�� ÎÑÒÀ×���

9.50.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�×ÈÑËÀ�D��E���F�ÄÀÞÒÜ�ÎÄÍÀÊÎÂ��ÎÑÒÀ×��
ÏÐÈ�Ä�ËÅÍÍ��ÍÀ�����

10.1.�1��2���2�������10.2.�1��2���2�������10.5.�1��1�ÀÁÎ�2��2��1�ÀÁÎ�����
10.13.�2��Å��ÑÍÓÞÒÜ��¡É¿Æ�ÁÉ¿��( ) .a a3 6− � �10.14.����¡É¿Æ�ÁÉ¿��¯Î�

ÄÀÉÒÅ�×ÈÑÅËÜÍÈÊ�ÄÐÎÁÓ�Ó�ÂÈÃËßÄ���Q�w�2�v�Q�w�1��Q��Q�+�1���Q�+�2���
10.16.�1��P�=�����Q�=�1���2��P�=����Q�=�22�����P�=����Q�=����ÀÁÎ�P�=�����
Q�=�������P�=����Q�=�1001��ÀÁÎ�P�=�����Q�=��1��ÀÁÎ�P�=�1001��Q�=����
ÀÁÎ�P�=��1��Q�=�����10.18.���ÌÌ��¡É¿Æ�ÁÉ¿��¤ÎÂÆÈÍÀ�ÑÒÎÐÎÍÈ�ÎÑÒÀÍ�
ÍÜÎÃÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÀ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��±¤���2���1�1���10.19.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��±ÅÐÅÄ�
ÂÈÁÐÀÍÈÕ� ×ÈÑÅË� �� ÄÂÀ� ÏÎÑË�ÄÎÂÍÈÕ�� 10.20.�¡É¿Æ�ÁÉ¿�� ®ÑÊ�ËÜÊÈ�
ÍÑÊ ÍÑÄ( ; ) ( ; ),a b a b= 24 æ �ÒÎ�a a bk= 2 æ ÍÑÄ ( ; ),�b a bm= 2 æ ÍÑÄ ( ; ).�

10.22.�x�=����� �y�=�2� �ÀÁÎ� �x�=�2��� �y�=���� � � �¡É¿Æ�ÁÉ¿�� �®ÑÊ�ËÜÊÈ�
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±¤��y���y�+�1�2��=�1��ÒÎ�
243

1 2( )y +
�x�Ö�ËÅ�×ÈÑËÎ��10.23.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��®ÑÊ�ËÜ�

ÊÈ�ÍÑÊ ÍÑÄ( ; ) ( ; ) ,m n m n mnæ = � ÒÎ�±¤� �P��Q�� ��±ª� �P��Q��x�

ÊÎÐÅÍ�� Ð�ÂÍßÍÍß� x2�w��P�+�Q�� x�+�PQ�=�0�� 10.24.� ¡É¿Æ�ÁÉ¿��
n n

n n

n n

n n

4 2

4 2

2 2

2 2

4 3

6 8

1 3

2 4

+ +
+ +

+ +
+ +

= ( ) ( )

( ) ( )
.�±¤��Q2�+�1��Q2�+�2��=�±¤��Q2�+����Q2�+�2��=�

=� ±¤� �Q2�+���� Q2�+����=�1�� ®ÑÊ�ËÜÊÈ� �Q2�+����w��Q2�+�1��=���� ÒÎ�
ÍÑÄ ( ; ) .n n2 21 4 3+ + P �¯ÐÎÒÅ�×ÈÑËÀ�Q2�+�1���Q2�+���ÌÀÞÒÜ�Ð�ÇÍÓ�ÏÀÐ�

Í�ÑÒÜ� ��Q2�+�1�ÍÅ�Ä�ËÈÒÜÑß�ÍÀÖ�ËÎ�ÍÀ����10.25.�Q�=�122��¡É¿Æ�ÁÉ¿��
¤ÎÂÅÄ�ÒÜ���ÙÎ��ÎÄÈÍ���Ç��ÌÍÎÆÍÈÊ�Â��Ä�ËÈÒÜÑß��ÍÀÖ�ËÎ��ÍÀ��12����
ÇÂ�ÄÊÈ� nO121. � 10.26.�P�=�2�� Q�=��� ÀÁÎ�P�=���� Q�=�2��¡É¿Æ�ÁÉ¿��

®ÑÊ�ËÜÊÈ�PQ�=�ÍÑÊ ÍÑÄ( ; ) ( ; ),m n m næ �ÒÎ�ÍÑÊ ÍÑÄ
ÍÑÊ ÍÑÄ

( ; ) ( ; ) .
( ; ) ( ; )

m n m n
m n m n− =

3
�

ÍÑÊ ÍÑÄ
ÍÑÊ ÍÑÄ

( ; ) ( ; ) .
( ; ) ( ; )

m n m n
m n m n− =

3
�̄ ÎÇÍÀ×ÈÂØÈ�±ª��P��Q��=�x��±¤��P��Q��=�y��

ÐÎÇÃËßÍÜÒÅ�Ð�ÂÍßÍÍß��x�w��y�=�xy��10.27.����¡É¿Æ�ÁÉ¿��§ÀÇÍÀ×ÅÍ��
ÎÏÅÐÀÖ���ÇÁÅÐ�ÃÀÞÒÜ�±¤�ÇÀÏÈÑÀÍÈÕ�ÍÀ�ÊÀÐÒÖ��×ÈÑÅË��

11.14.�2����������11.17.��1��11.18.�1�02�����������11.20.�¡É¿Æ�Á�
É¿��¶Å�×ÈÑËÎ�ÊÐÀÒÍÅ����ÀËÅ�ÍÅ�ÊÐÀÒÍÅ����11.21.�Å�ÌÎÆÅ��¡É¿Æ�ÁÉ¿��
·ÈÑËÀ�ÂÈÄÓ�x66���x06�ÊÐÀÒÍ��2��ÀËÅ�ÍÅ�ÊÐÀÒÍ�����11.23.�1��¡É¿Æ�ÁÉ¿��
2�101�{� 1� �PRG�����11.24.� 1�������¡É¿Æ�ÁÉ¿�� S n( ) .P27 �ªÐ�Ì�ÒÎÃÎ��

ÑÊÎÐÈÑÒÀÉÒÅÑß�ÒÈÌ��ÙÎ�Q�{�6��Q��{�2��PRG�����2��ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÌÀ���
¡É¿Æ�ÁÉ¿��Q2�{� �6� �Q��2�{�1� �PRG����ÀÁÎ�Q2�{� �6� �Q��2�{�0� �PRG�����
11.25.�1����2��2��ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÌÀ���¡É¿Æ�ÁÉ¿��Q�+�6��Q��+�6��6��Q���{��
{�0��PRG�����11.26.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��6���Q��{��Q��PRG�����6��Q��{�Q��PRG�����
ÎÒÆÅ���Q�{�0��PRG�����11.27.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��·ÈÑËÎ�Q2�+�1�ÍÅ�ÊÐÀÒÍÅ����
11.28.� ��� �¡É¿Æ�ÁÉ¿�� � ÅÕÀÉ� n a a a a a a= 5 4 3 2 1 0 �x�ØÓÊÀÍÅ� ×ÈÑËÎ��

P n a a a a a a( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .= + + − + + + + − + + =0 2 4 1 3 5 4 5 6 1 2 3 9P ��¤ÎÂÅ��¤ÎÂÅ�¤ÎÂÅ�
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æ .�19.24.�1��¡É¿Æ�ÁÉ¿��

¸ÓÊÀÍÀ�ÑÓÌÀ�ÌÀ��ÂÈÃËßÄ�
1

1
1

1

1

2+
+

+
+

a

a
.�

20.9.����¬ÎÆÅ�ÇÂÓÇÈÒÈÑß�ÍÀ�×ÈÑËÎ�w1��ÒÎÁÒÎ�ÌÎÆÅ�ÁÓÒÈ�ÇÀÃÓÁËÅ�
ÍÎ�ÊÎÐ�ÍÜ�x�=�w1��¿ÊÙÎ�w1���'��I��ÀÁÎ�I��w1��=�1��ÒÎ�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÊÎÐÅ�
Í�Â�ÍÅ�ÇÌ�ÍÈÒÜÑß�����ßÊÙÎ�− ∈1 D f D g( ) ( ),∩ ���I��w1��=�J��w1���ÒÎ�ÁÓÄÅ�

ÎÒÐÈÌÀÍÎ�ÑÒÎÐÎÍÍ�É�ÊÎÐ�ÍÜ�x�=�w1��ßÊÙÎ�− ∉1 D f D g( ) ( )∩ �ÀÁÎ�I��w1��≠�

≠�J��w1���ÒÎ�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅ�ÇÌ�ÍÈÒÜÑß��20.10.�1��13

4
;�2��ÊÎÐÅÍ�Â�
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ÍÅÌÀ������������0��w2�����ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ������w1������0�����ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅ�
ÌÀ���20.11.�1��10��2��w0�������w������w���������ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ������w���
20.12.�2�ÊÌ�ÃÎÄ��20.13.�2��ÊÌ�ÃÎÄ��20.14.�1��ÃÎÄ��10�ÃÎÄ��20.15.�10�ÃÎÄ��
�0�ÃÎÄ�� � �20.16.���ÊÌ�ÃÎÄ�� � �20.17.�1��ªÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���2��������0��
20.18.�1��0����2��0��

21.1.�1��¿ÊÙÎ�D�=�1��ÒÎ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���ßÊÙÎ�D�≠�1��ÒÎ�x�=�D��
2��ßÊÙÎ�D�=�w2��ÒÎ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���ßÊÙÎ�D�≠�w2��ÒÎ�x�=�w2�����ßÊÙÎ�
D�=�0��ÒÎ�x�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ��ÊÐ�Ì����ßÊÙÎ�D�≠�0���D�≠����ÒÎ�x�=�D��
ßÊÙÎ�D�=����ÒÎ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ������ßÊÙÎ�D�=�0��ÒÎ�x�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑ�
ËÎ��ÊÐ�Ì�0��ßÊÙÎ�D�=����ÒÎ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���ßÊÙÎ�D�≠�0���D�≠����ÒÎ�

x�=����21.2.����¿ÊÙÎ�b = − 1

2
,�ÒÎ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���ßÊÙÎ�b ≠ − 1

2
,�ÒÎ�x�=��E��

21.3.�1��¿ÊÙÎ�D�=�1��ÒÎ�x�=�w1��ßÊÙÎ�D�=�w1��ÒÎ�x�=�1��ßÊÙÎ�D�≠�1�
��D�≠�w1��ÒÎ�x�=�1�ÀÁÎ�x�=�w1��2��ßÊÙÎ�D�≠�w2��ÒÎ�x�=�D�ÀÁÎ�x�=�0��ßÊÙÎ�
D�=�w2��ÒÎ�x�=�0�����ßÊÙÎ�D�≠����ÒÎ�x�=�D�ÀÁÎ�x�=����ßÊÙÎ�D�=����ÒÎ�
x�=�������ßÊÙÎ�D�≠�����D�≠�w2��ÒÎ�x�=���ÀÁÎ�x�=�w2��ßÊÙÎ�D�=����ÒÎ�
x�=�w2��ßÊÙÎ�D�=�w2��ÒÎ�x�=�������ßÊÙÎ�D�=���ÀÁÎ�D�=�0��ÒÎ�ÊÎÐÅÍ�Â�
ÍÅÌÀ���ßÊÙÎ�D�≠�����D�≠�0��ÒÎ�x�=�wD�����ßÊÙÎ�D�=�0��ÒÎ�x�=�2��ßÊÙÎ�
D�=�1��ÒÎ�x�=�1��ßÊÙÎ�D�≠�0���D�≠�1��ÒÎ�x�=�D�ÀÁÎ�x�=�2��21.4.�2��¿ÊÙÎ�
E�=�w��ÀÁÎ�E�=�1��ÒÎ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���ßÊÙÎ�E�≠�w����E�≠�1��ÒÎ�x�=�wE��
���ßÊÙÎ�E�=�0��ÒÎ�x�=����ßÊÙÎ�E�=����ÒÎ�x�=�w���ßÊÙÎ�E�≠�0���E�≠����
ÒÎ�x�=���ÀÁÎ�x�=�w2E��21.5.�1��¿ÊÙÎ�D�=�2��ÒÎ�ÊÎÐÅÍÅÌ���ÁÓÄÜ�ßÊÅ�
×ÈÑËÎ��ÊÐ�Ì�x�=�2��ßÊÙÎ�D�≠�2��ÒÎ�x�=�D�+�1��2��ßÊÙÎ�D�=�2�ÀÁÎ�D�=����

ÒÎ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���ßÊÙÎ�D�≠�2���D�≠����ÒÎ�x
a

=
−
1

3
;����ßÊÙÎ�D�=���ÀÁÎ�

D�=����ÒÎ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���ßÊÙÎ�D�≠�����D�≠����ÒÎ�x
a= − 5

2
;����ßÊÙÎ�

a = 1

3
�ÀÁÎ�D�=�0��ÒÎ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���ßÊÙÎ�a ≠ 1

3
���D�≠�0��ÒÎ�x�=��D��

���ßÊÙÎ�D�=�0�ÀÁÎ�D�=�1��ÒÎ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���ßÊÙÎ�D�=�w���ÒÎ�ÊÎÐÅÍÅÌ�
��ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ��ÊÐ�Ì�×ÈÑÅË�w2���w���ßÊÙÎ�D�≠�0��D�≠�1���D�≠�w���ÒÎ�
x�=�D�w�������ßÊÙÎ�D�=�w2��ÒÎ�x�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ��ÊÐ�Ì�x�=�2��ßÊÙÎ�

D�=�2��ÀÁÎ�a = 5

2
,�ÀÁÎ�D�=�1��ÒÎ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���ßÊÙÎ�D�≠�2��a ≠ 5

2
,�D�≠�1��

D�≠�w2��ÒÎ�x
a

=
−
1

2
.�21.6.�2��¿ÊÙÎ�b = 1

2
�ÀÁÎ�b = − 5

2
,�ÒÎ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���

ßÊÙÎ�b ≠ 1

2
���b ≠ − 5

2
,�ÒÎ�x

b= +4 1

3

( )
;����ßÊÙÎ�E�=�0��ÀÁÎ�E�=�w���ÀÁÎ�

E�=�w1��ÒÎ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���ßÊÙÎ�E�≠�0��E�≠�w����E�≠�w1��ÒÎ�x b b

b
= −

+

2

1
;�
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���ßÊÙÎ�E�=����ÀÁÎ�b = 8

3
,�ÀÁÎ�b = 13

4
,�ÒÎ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���ßÊÙÎ�E�=�w���

ÒÎ�x�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ��ÊÐ�Ì�����w���ßÊÙÎ�E�≠����b ≠ 8

3
,�b ≠ 13

4
���E�≠�w���

ÒÎ�x
b

=
−
1

3
.�21.7.����D�=�0��ÀÁÎ�D�=����ÀÁÎ�D�=�w1�����D�=�1��ÀÁÎ�D�=�0��

ÀÁÎ�D�=�2�����D�=�w��ÀÁÎ�a = − 1

3
; ����D�=�1��ÀÁÎ�D�=�w1��ÀÁÎ�D�=�2��ÀÁÎ�

D�=�w2��ÀÁÎ�D�=�0��21.8.�1��E�=�w��ÀÁÎ�E�=����2��E�=�0��ÀÁÎ�E�=�w1��ÀÁÎ�

b = 1

2
;����b = − 1

2
,�ÀÁÎ�E�=�w2�����E�=�w1��ÀÁÎ�b = 3

5
,�ÀÁÎ�E�=�0��ÀÁÎ�E�=����

ÀÁÎ�E�=�w���21.9.�2��D�=�0�ÀÁÎ�D�=�2�����D�=�0�ÀÁÎ�D�=�������D�=�1��
���D�=�w1�����D�=�0�����D�=�0�ÀÁÎ�D�=�1��21.10.�1��^E�_�E�≠�w�`��2��E�=�w1�
ÀÁÎ�E�=�w������E�=�0�����E�=�2�����ÒÀÊÈÕ�ÇÍÀ×ÅÍÜ�E�ÍÅ��ÑÍÓ��

22.21.�1��2����2��9
47

125
.�22.30.����22.31.����

23.5.� ��� − 1

6
;� ���

4

9
; � ���

4

7
.� � 23.6.� ��� 1��� ��� 1���� � 23.15.� �� ÕÂ���

23.16.������ÊÃ��23.17.�³��1�ÐÀÇ��23.21.� ����¤ÈÂ��ÐÈÑÓÍÎÊ�����ÄÈÂ��
ÐÈÑÓÍÎÊ�

10w1 x

y

1
�

0
w�

x

y

До задачі 23.21 (3) До задачі 23.21 (5)

23.25.�1��w���2��w������w2�����w������0�����2��23.26.�1�����2��1��

���w1��������23.27.�1��
1

a b+
;�2��w�E2�����1�F��+������� − 1

4m
;����

a

a b+
.�

23.28.�1��
2

3 1

2

2

a

a −
;�2��

1 6

2

− b
;����

x

x

2

2

1

1

+
−

.�23.29.�1��w1�ÀÁÎ�0��2����ÀÁÎ����

�����ÀÁÎ�������2�ÀÁÎ����23.30.�1����ÀÁÎ����2����ÀÁÎ���������ÀÁÎ����
�����ÀÁÎ����

24.20.� 1�� 2�� 2��w1�� ��� ���ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���24.21.� 1�� 2�� ��� 2��w1��
1�����ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���24.30.�¿ÊÙÎ�D�=�0��ÒÎ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���ßÊÙÎ�
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D�≠�0�� ÒÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÌÀ���ÄÈÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�� �24.36.����¤ÈÂ��ÐÈÑÓÍÎÊ��
24.37.����¤ÈÂ��ÐÈÑÓÍÎÊ�

1 x

y

0 1

1

x

y

0

До задачі 2�.3� (3) До задачі 2�.3� (3)

24.38.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��´ÓÍÊÖ�ß�I�ÒÀÊÀ��ÙÎ�f
x x

−



 = −1 1

.�24.41.��f x
x

( ) .= − 2
�

¡É¿Æ�ÁÉ¿�� §ÀÌ�ÍÈÂØÈ� Â� ÄÀÍ�É� Ð�ÂÍÎÑÒ�� x� ÍÀ� wx�� ÎÒÐÈÌÓ�ÌÎ��

3 2
2

f x f x
x

( ) ( ) ;− + = � f x f x
x

( ) ( ) .− = −





1

3

2
2 � ²ÅÏÅÐ� ÌÎÆÍÀ� ÇÍÀÉÄÅÍÈÉ�

ÂÈÐÀÇ�ÄËß�I��wx��Ï�ÄÑÒÀÂÈÒÈ�Â�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ��ÇÀÄÀÍÓ�Â�ÓÌÎÂ���§ÐÎÁ�ÒÜ�ÏÅÐÅ�

Â�ÐÊÓ��24.42.�f x
x

( ) .= − 3

25.20.����¯ÎÐ�ÂÍßÒÈ�ÍÅÌÎÆËÈÂÎ��
26.17.�1��aO1;�2��a P2; ����−1 1P Pa .�

28.16.� 2�� �w��� w�@�� ��� �w��� 1��� ��� � −





�; ;
6

11
� ��� �w��� ���@��

����w���+��������������w���+��������w���0���28.17.�1��>w���+����2�����
����w���+��������w�����+����28.18.�1��w���2��w1��28.19.�1��w���2��w���
28.20.���ÐÎÇ�ÂsßÇÊ�Â��28.21.���ÐÎÇÂsßÇÊ�Â��28.24.�12�ÊÌ��28.25.�²ÀÊÈÕ�
×ÈÑÅË�ÍÅ��ÑÍÓ���28.26.�1��ÊÓËÜÎÊ��28.27.�21��28.32.����¯ÐÈ�D�!�w1�
��D�≠�1��28.33.�2��¯ÐÈ�P�������P�≠�0��28.34.�1��D�=����2��D�=�w1��28.35.�
1��D�=�w���2��D�=�w����D�=����28.36.�1��¿ÊÙÎ�D�!�0��ÒÎ�x�!�0��ßÊÙÎ�D���0��

ÒÎ�x���0��ßÊÙÎ�D�=�0��ÒÎ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÌÀ���2��ßÊÙÎ�D�!�0��ÒÎ�x
a

< 1
;�

ßÊÙÎ�D���0��ÒÎ�x
a

> 1
;�ßÊÙÎ�D�=�0���ÒÎ�x�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ�����ßÊÙÎ�

D�!�0��ÒÎ�x�O�1��ßÊÙÎ�D���0��ÒÎ�x P1;�ßÊÙÎ�D�=�0���ÒÎ�x�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�

×ÈÑËÎ�����ßÊÙÎ�D�!�2��ÒÎ�x�!�D�+�2��ßÊÙÎ�D���2��ÒÎ�x���D�+�2��ßÊÙÎ�
D�=�2��ÒÎ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÌÀ������ßÊÙÎ�D�!�w���ÒÎ�x aP − 3;�ßÊÙÎ�D���w���

ÒÎ�x aO − 3;�ßÊÙÎ�D�=�w���ÒÎ�x�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ�����ßÊÙÎ�D���2��ÒÎ�

x���w2��ßÊÙÎ�D�!�2��ÒÎ�x�!�w2��ßÊÙÎ�D�=�2��ÒÎ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÌÀ���
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28.37.�1��¿ÊÙÎ�D�≠�0��ÒÎ�x P0;�ßÊÙÎ�D�=�0��ÒÎ�x�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ��

2��ßÊÙÎ�D�!�w���ÒÎ�x
a

>
+
1

4
;�ßÊÙÎ�D���w���ÒÎ�x

a
<

+
1

4
;�ßÊÙÎ�D�=�w���

ÒÎ� ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÌÀ��� ��� ßÊÙÎ�D�!�w1�� ÒÎ� x
a

a
< −

+
2

1
;� ßÊÙÎ�D���w1��

ÒÎ�x
a

a
> −

+
2

1
;�ßÊÙÎ�D�=�w1��ÒÎ�x�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ��28.38.�1��a P

6

5
; �

2��a P
12

5
;����D���w1�����a P0;����aO0.�28.39.�1��a = 6

5
;�2��ÒÀÊÈÕ�ÇÍÀ�

×ÅÍÜ�D�ÍÅ��ÑÍÓ������a = − 3

2
; ����D�=�������D�=�0�����D�=�0�ÀÁÎ�a = 2

3
.�

29.22.�1��
1

7

13

10
; ;





 �2���w���w��2������>w2���@�����>w0����+�������

5

7
;�

��� �w��� w�@�� ������ ������29.23.� 1�� − −





1

2

3

8
; ;� 2�� >w10��+���� ������

����w���+����29.24.�1��w���w2��w1��0��2�����������10��11��29.25.�1����ÐÎÇ�
ÂsßÇÊÈ�� 2�� �� ÐÎÇÂsßÇÊ�Â��29.26.� 1�� w0�����x� �� ����� 2��14 17P Px .�

29.27.�1��− <1 5 2 5, , ;Px ��2��0
1

3
Px < .�29.28.�2���1������������w���w2���

29.29.� 1����� 2�� �1�� ���� 29.30.� �� ÑÌ�� �� ÑÌ� ÀÁÎ� �� ÑÌ�� �� ÑÌ�� 29.34.�
�w��� +���� 29.36.� 1�� ( ; ) ( ; );− +2 0 0∪ � � 2�� [ ; );− +2 � � ��� [ ; ); { };2 0+� ∪ �

���( ; ) ( ; );−� 0 0 2∪ ����( ; ] { };− −� 2 0∪ ����( ; ].−� 2 �29.37.�1��( ; ) ( ; );− +3 1 1∪ � �

2��>w���+�������{ } [ ; );1 3∪ +� ����( ; ) ( ; );−� 1 1 3∪ ����( ; ] { };− −� 3 1∪ �����w����@��

29.38. � 1�� ( ; ) ( ; );0 1 1∪ +� � 2�� [ ; ) ( ; );0 1 1∪ +� � ��� ( ; ) ( ; );− − −� 1 1 0∪ �

��� ( ; ) ( ; ].− − −� 1 1 0∪ �29.39.�1��¯ÐÈ�D�!����2��ÏÐÈ�a P3.�29.40.�1��¯ÐÈ�

a P4;�2��ÏÐÈ�D�!�1��29.41.�1��¯ÐÈ�a P−1;�2��ÏÐÈ�D�=�1��29.42.�¿ÊÙÎ�

D� �� 2�� ÒÎ� x aP ,� ßÊÙÎ� aO2, � ÒÎ� x� �� 2�� 29.43.� ¿ÊÙÎ� D� �� w��� ÒÎ�

D���x���w���ßÊÙÎ�aO − 3,�ÒÎ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÌÀ���29.44.�̄ ÐÈ�10 11< a P .�

29.45.� ¯ÐÈ� 1 2< b P .� 29.46.� ¯ÐÈ� 8 9Pa < .� 29.47.� ¯ÐÈ� − < −6 5Pb .�

29.48.�D�=�1��29.49.�D�=����29.50.�1��¿ÊÙÎ�D�!�1��ÒÎ� ( ; ) ( ; );1 a a∪ +� �

ßÊÙÎ�a P1,�ÒÎ��1��+����2��ßÊÙÎ�aO1,�ÒÎ�>1��+����ßÊÙÎ�D���1��ÒÎ�

[ ; ) { };1 +� ∪ a ����ßÊÙÎ�a P1,�ÒÎ��w���D���ßÊÙÎ�D�!�1��ÒÎ�( ; ) ( ; );− −� 1 1∪ a �

���ßÊÙÎ�D���1��ÒÎ�( ; ] { };−� a ∪ 1 �ßÊÙÎ�aO1,�ÒÎ��w���D@��29.51.�1��¿ÊÙÎ�

aO1,�ÒÎ��w1��+����ßÊÙÎ�D���1��ÒÎ�( ; ) ( ; );− − − +1 a a∪ � �2��ßÊÙÎ�a P1,�
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ÒÎ�>w1��+����ßÊÙÎ�D�!�1��ÒÎ�[ ; ) { };− + −1 � ∪ a ����ßÊÙÎ�aO1,�ÒÎ��w���wD���

ßÊÙÎ�D���1��ÒÎ� ( ; ) ( ; );− − − −� 1 1∪ a ����ßÊÙÎ�a P1,�ÒÎ��w���wD@��ßÊÙÎ�

D�!�1��ÒÎ�( ; ] { }.− − −� a ∪ 1 �

30.13.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��±ÊÎÐÈÑÒÀÉÒÅÑß�ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÍÎÞ��ÍÒÅÐÏÐÅÒÀÖ��Þ��
30.14.�1�����2�����30.15.�°ÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÌÀ���¡É¿Æ�ÁÉ¿��§ÀÏÈØ�ÒÜ�ÏÅÐ�
ØÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÑÈÑÒÅÌÈ�Ó�ÂÈÃËßÄ��_�x�w���+�y�w�1�_�=�S��30.16.�1��w���0��

���2��ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÌÀ���30.17.�1��w���w2��2�����2��0��30.18.�1��w���− 1

5
;�

2��2��
1

3
.�30.19.�1��1��2��ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÌÀ������− 2

5
.�30.20.�1��

4

3
;�2��0��1��

���2��30.21.�1�� �2��+����2�� >0��2@����� �w���+������� ( ; ] [ ; ).− +� �3 5∪ �

30.22.�1������+����2�� − +





1

2
; ;� ���� −





+� �; [ ; );
1

5
3∪ ���� −



�; .

1

3
�30.23.�

1��
3

2
;�

9

2
;�2��

11

5
;�������1�����ÐÎÇ�ÂsßÇÊ�Â�ÍÅÌÀ������w1��

2

3
;����>0���@�����>���+����

���
3

7
; ;+



� �����2��+����10��>2���@��30.24.�1��w���12��2��

2

3
;����w1�����w���

������>w����@�����>2��+������� −





�; ;
11

7
����>�����������0��2@��30.25.�1���w���w1���

2��
3

2
; ;+



� ����>w1��1@������w���+����30.26.�1��( ; ) ; ;− − +



� �6

2

3
∪ �2�����

���>w���1@�����( ; ] [ ; ).− − − +� �4 1∪ �30.29.�1��¿ÊÙÎ�a < − 4

3
,�ÒÎ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�

ÍÅÌÀ��� ßÊÙÎ� a = − 4

3
, � ÒÎ� ÎÄÈÍ� ÐÎÇÂsßÇÎÊ�� ßÊÙÎ� a > − 4

3
, � ÒÎ� ÄÂÀ�

ÐÎÇÂsßÇÊÈ��¡É¿Æ�ÁÉ¿��§ÀÏÈØ�ÒÜ�Ð�ÂÍßÍÍß�Ó�ÂÈÃËßÄ��_��x�w���_�w�x�=�D�
��ÏÎÁÓÄÓÉÒÅ�ÃÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ���y�=�_��x�w���_�w�x��2��ßÊÙÎ�D�≠�1��ÒÎ�ÎÄÈÍ�
ÐÎÇÂsßÇÎÊ��ßÊÙÎ�D�=�1��ÒÎ�ÁÅÇË�×�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â��30.30.�1��¿ÊÙÎ�D���2��
ÒÎ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÌÀ���ßÊÙÎ�D�=�2��ÒÎ�ÁÅÇË�×�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â��ßÊÙÎ�D�!�2��
ÒÎ�ÄÂÀ�ÐÎÇÂsßÇÊÈ��2��ßÊÙÎ�D���w��ÀÁÎ�D�!����ÒÎ�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÌÀ���
ßÊÙÎ�D�=�w��ÀÁÎ�D�=����ÒÎ�ÁÅÇË�×�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â��ßÊÙÎ�w����D������ÒÎ�
ÎÄÈÍ� ÐÎÇÂsßÇÎÊ�� 30.31.� − < −2 1a P .�¡É¿Æ�ÁÉ¿�� ±ÊÎÐÈÑÒÀÉÒÅÑß� ÃÅÎ�

ÌÅÒÐÈ×ÍÎÞ��ÍÒÅÐÏÐÅÒÀÖ��Þ��30.32.�4 6Pa < .

31.4.�1��ªÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���2��w1��������2��31.5.�1��w���w1��2��ÊÎÐÅÍ�Â�
ÍÅÌÀ������w1��31.15.�N�=�w�����31.21.�1��£ÐÀÔ�Ê�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÄÂÎÕ�
ÒÎ×ÎÊ�� �0��0�� �� �1��1���2�� ÃÐÀÔ�Ê�ÑÊËÀÄÀ�ÒÜÑß�Ç�ÄÂÎÕ�ÒÎ×ÎÊ�� �0��0��
���w2��w����
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32.14.� 1�� w10�� 2�� 2��� ��� w2����� ��� 1��� ��� 21��� ��� w20��
32.15.�1��1�����2��21�����w20��32.16.�1���w���0@��2���w���+�������^0`��
����w���+����32.17.�2���w���0@�����>0��+��������w���0@�����̂ 0`������0��+����

32.18.����>���+������� 1

4
; ;+



� ����^�`��32.19.�1���1��+����2�� − +





1

3
; ;� �

���[ ; , ) ( , ; ).4 4 5 4 5∪ +� �32.20.����w10��10��32.21.����w������32.24.�1��
1

3{ };�

2�� ( ; ) ( ; );− +� �8 8∪ ���� [ ; ) ( ; );0 9 9∪ +� ����>0��+�������^0`�����������^0`�
��� ( ; ) ( ; );− +� �0 0∪ � 11�� ^0`�� 32.25.� 1�� [ ; ) ( ; );0 1 1∪ +� � 2�� >0�� +����
����w���+�������^2`��32.26.�����w���+�������>w���2���32.27.�1��>w����@�
2�� ( ; ] [ ; ).− − +3 2 2∪ � � 32.28.� 1�� 1���� 2�� 211��� ��� ÊÎÐÅÍ�Â� ÍÅÌÀ���

32.29.�1����00��2��ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���32.30.�2��¡É¿Æ�ÁÉ¿��x2�w��x�+���=�
=� �x�w�2�2�+�1�� 32.31.�¡É¿Æ�ÁÉ¿�� wx2�+��x�w�12�=�w�x�w���2�w����
32.32.� ¢ÈÐÀÇ� 2���32.33.� 1�� 0�� 2�� >0�� +���� ��� 0�� ��� ÊÎÐÅÍ�Â� ÍÅÌÀ���
���ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ������1�����w2�����w1��1�����1��10��2��11��2��1��12��w1��
1���w1��32.34.�1��0��2��0�����>0��+�������ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ������1��������
���1�����1�����������10��w2��w1��32.35.�1��D�!�w1��2��D�=�w1�����D���w1��
32.36.�1��>w0����+����2��^w0��`������������0��+�������>0��+�������^0`��
32.37.�1��>1��+����2��������^1`��32.38.����¤ÈÂ��ÐÈÑÓÍÎÊ�����ÄÈÂ��ÐÈÑÓ�
ÍÎÊ�����ÄÈÂ��ÐÈÑÓÍÎÊ�

1 x

y

0

1
1 x

y

2

1

0
w1

x

y

1

1 �0

До задачі 32.3� (3) До задачі 32.3� (�) До задачі 32.3� (�)

32.40.����������������w�����w��������w���w����32.42.����ªÎÎÐÄÈÍÀÒÍ��
ÎÑ��ÒÀ�ÂÑ��ÒÎ×ÊÈ�ÏÅÐØÎ��ÒÀ�ÒÐÅÒÜÎ��×ÂÅÐÒ������ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ��ÎÑ��ÒÀ�ÂÑ��
ÒÎ×ÊÈ�ÏÅÐØÎ��ÒÀ�ÄÐÓÃÎ��×ÂÅÐÒ���32.43.�1��¿ÊÙÎ�D�≠�0���E�≠�0��ÒÎ�D�
��E�x�×ÈÑËÀ�ÎÄÍÀÊÎÂÎÃÎ�ÇÍÀÊÀ��ßÊÙÎ�D�=�0��ÒÎ�E�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ��
ßÊÙÎ�E�=�0��ÒÎ�D�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ�����ßÊÙÎ�E�≠�0��ÒÎ�aO0;�ßÊÙÎ�

E�=�0��ÒÎ�D�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ�����ßÊÙÎ�D�≠�0��ÒÎ�bP0;�ßÊÙÎ�D�=�0��ÒÎ�

E�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ��32.44.�1���0��+����2��>0��+�������������̂ 0`������0��+����
���>0��+��������w1��0�������w1��0@��32.45.�1���1��+����2�� [ ; ) { };1 0+� ∪ �



Відповіді та вказівки до вправ370

����0��1������>0��1@������1��+��������1��+����������������32.46.�¤ÈÂ��
ÐÈÑÓÍÎÊ��¡É¿Æ�ÁÉ¿��D y( ) { } [ ; ).= +0 1∪ � �32.47.�¤ÈÂ��ÐÈÑÓÍÎÊ�

 
0 1

1

x

2xy=

1

y

 
0 1

1

x

2xy=

1

y

До задачі 32.�� До задачі 32.��

32.48.�1��D���0��2��D�!�0��32.49.�1��D���0�ÀÁÎ�D�=�1��2��a P1.�32.50.�0 4Pa < �

ÀÁÎ�D�!����32.51.�1��D�=�w��ÀÁÎ�D�!�0��2��a P0�ÀÁÎ�D�=�1�����D�=�0�ÀÁÎ�

aO1.�32.52.�D���0�ÀÁÎ�D�=�1���32.53.�1��¿ÊÙÎ�D�=�0��ÒÎ�xO1;�ßÊÙÎ�

D�≠�0��ÒÎ�x�=�1��2��ßÊÙÎ�D�=�1��ÒÎ�x�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ��ßÊÙÎ�D�≠�1��ÒÎ�
x�=�0�����ßÊÙÎ�D�=�0��ÒÎ�xO1;�ßÊÙÎ�D�≠�0��ÒÎ�x�=�2�����ßÊÙÎ�D���0��ÒÎ�
ÍÅÌÀ��ÊÎÐÅÍ�Â��ßÊÙÎ�aO0,�ÒÎ�x�=�D2�+�2�����ßÊÙÎ�D���1��ÒÎ�x�=�1�ÀÁÎ�

x�=�D��ßÊÙÎ�aO1,�ÒÎ�x�=�D�����ßÊÙÎ�D�=�2��ÒÎ�xO2;�ßÊÙÎ�D�≠�2��ÒÎ�x�=�2�

33.11.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��ÅÕÀÉ�
m

n
���

p

q
�x�ÄÀÍ��ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍ��×ÈÑËÀ��²ÎÄ��

�Õ�ÑÓÌÀ�ÄÎÐ�ÂÍÞ��
mq np

nq

+
,�ÒÎÁÒÎ���×ÈÑËÎÌ�ÂÈÄÓ�

s

t
,�ÄÅ� s ∈�,� t ∈�.�

33.12.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��¿ÊÙÎ�ÏÐÈÏÓÑÒÈÒÈ��ÙÎ�ÄÀÍÀ�ÑÓÌÀ���×ÈÑËÎÌ�ÐÀÖ�Î�
ÍÀËÜÍÈÌ��ÒÎ��Ç�ÖÜÎÃÎ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�ÄÀÍÅ��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÅ�×ÈÑËÎ�ÌÎÆ�
ÍÀ�ÏÎÄÀÒÈ�Ó�ÂÈÃËßÄ��Ð�ÇÍÈÖ��ÄÂÎÕ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��33.13.�1�����

ÍÀÏÐÈÊËÀÄ�� 3 3 0+ −( ) = ;�2��Í���ÍÀÏÐÈÊËÀÄ�� 3 3 3 3
2

æ = ( ) = ;����Í���

ÍÀÏÐÈÊËÀÄ�� 3 0 0æ = .�33.15.�a ∈�,�E�=�0��33.16.�1��D�=�11��E�=�w���

2��D�=����E�=����33.20.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��̄ ÎÊÀÆ�ÒÜ��ÙÎ�ÂÈÊÎÍÓ�ÒÜÑß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ�
2 ( ) .a b a c− = − �33.21.�S�=�w2��T�=�w1��¡É¿Æ�ÁÉ¿��¯ÎÊÀÆ�ÒÜ��ÙÎ�ÂÈ�

ÊÎÍÓ�ÒÜÑß�Ð�ÂÍ�ÑÒÜ� 2 2 3( ) .+ = − − −p p q �33.23.�¡É¿Æ�ÁÉ¿���Ç�Ð�ÂÍÎÑÒ��

a b
a b

a b
− = −

+
� � ÂÈÏËÈÂÀ��� �ÙÎ� � ×ÈÑËÎ� � a b− � � ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÅ��

33.24.�¡É¿Æ�ÁÉ¿��ÅÕÀÉ�D���E��a ∈�,�b ∈�.�°ÎÇÃËßÍÜÒÅ�×ÈÑËÀ�
a b+

2
���

a
b a+ −

2
.�33.25.����¡É¿Æ�ÁÉ¿��ÅÕÀÉ�x a+ =2 ,�a ∈�.�§Â�ÄÑÈ�x a= − 2.�
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¯ÎÊÀÆ�ÒÜ��ÙÎ�x a a a3 3 22 6 3 1 2+ = + − +( ) ,���ÑÊÎÐÈÑÒÀÉÒÅÑß�ÒÈÌ��ÙÎ�

�D2�+�1�≠�0��33.26.�1���ÑÍÓ���ÍÀÏÐÈÊËÀÄ��x = −2 3;�2��ÍÅ��ÑÍÓ���¡É¿�

Æ�ÁÉ¿�� ÅÕÀÉ� x n+ =3 , �
1

3
x

m+ = ,� n ∈�,� m ∈�. � ²ÎÄ�� x n= − 3 �

��
1

3
x

m= − .�§Â�ÄÑÈ� n m−( ) −( ) =3 3 1.�¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�Ö�ËÈÕ�P�

��Q� ÎÒÐÈÌÀÍÀ� Ð�ÂÍ�ÑÒÜ� ÑÓÏÅÐÅ×ËÈÂÀ��33.27.�¡É¿Æ�ÁÉ¿�� °ÎÇÃËßÍÜÒÅ�
ÑÈÑÒÅÌÓ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ��ÏÎ×ÀÒÊÎÌ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ�ßÊÎ�� �� ÄÎÂ�ËÜÍÈÉ�ÂÓÇÎË�
Ñ�ÒÊÈ��À�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍ��ÎÑ��ÍÀÏÐÀÂËÅÍ��ÏÎ�Ë�Í�ßÕ�Ñ�ÒÊÈ��§À�ÎÄÈÍÈ×ÍÈÉ�
Â�ÄÐ�ÇÎÊ�Â�ÇÜÌ�ÒÜ�ÄÎÂÆÈÍÓ�ÑÒÎÐÎÍÈ�ÊÂÀÄÐÀÒÀ�Ñ�ÒÊÈ��²ÎÄ��ÊÎÆÍÈÉ�
ÂÓÇÎË�Ñ�ÒÊÈ�ÌÀÒÈÌÅ�Ö�Ë��ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ��°ÎÇÃËßÍÜÒÅ�ÏÐßÌÓ�y x= 2 .�

34.25.����5 2 3− .�34.26.����− 2.�34.27.�0��w1��¡É¿Æ�ÁÉ¿��«�ÂÀ�ÒÀ�

ÏÐÀÂÀ�×ÀÑÒÈÍÈ�ÖÜÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�ÍÀÁÓÂÀÞÒÜ�Ò�ËÜÊÈ�ÍÅÂ�Äs�ÌÍÈÕ�ÇÍÀ�
×ÅÍÜ��34.36.�1��ªÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���2��������w1�����34.37.�1��2��2��w���
34.40.����¸ÓÊÀÍÀ�ÌÍÎÆÈÍÀ�ÒÎ×ÎÊ�x�ÖÅ�ÎÁs�ÄÍÀÍÍß�ÄÂÎÕ�ÏÐÎÌÅÍ�Â��
ÄÎÄÀÒÍÎ��Ï�ÂÎÑ��ÎÐÄÈÍÀÒ���Â�Äs�ÌÍÎ��Ï�ÂÎÑ��ÀÁÑÖÈÑ��ÂÊËÞ×ÀÞ×È�ÏÎ�

×ÀÒÎÊ�ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ��34.41.�1��
a

b
,�ßÊÙÎ�D�!�0� ��E�!�0�� − a

b
,�ßÊÙÎ�

D���0���E���0��2�� − − −a b.�34.42.�1��2�w�D��2��E�+�������w2E�w�1��ßÊÙÎ�

b < − 1

2
;�2E�+�1��ßÊÙÎ�bO − 1

2
.�34.43.�1����w�D��ßÊÙÎ�1���D������D�w����

ßÊÙÎ�aO5;�2��w�E�w�1��ßÊÙÎ�b < − 1

3
;��E�+�1��ßÊÙÎ�bO − 1

3
.�

35.27.�1��6 2;�2��11 2;����10 3;����9 5a;����−a ab;����0��35.28.�

1��−6 3;�2��6 7b;����10 3a a.�35.30.�1��16 3+ ; �2��− −10 5 5;����1��

���1��������35.31.�1��10 4 2− ;�2����������������2��35.38.�1�� a − 2; �

2��
6

2m m−
;����

4

xy
;����

4

16

a

a−
;����

a b

b

+
;����

ab

2
;����

3

5

c

c +
;���� a −1;�

���
a

a b−
;�10�� x.�35.39.�1��

4

a a+
;�2��− 1

ab
;����

3

y
;����

n

m
;���� x;�

���
22

9 − a
.� 35.40.� 1��m m4 − ;� ��� a b b2 6 ; � ��� −2 3x y;� ���m n mn3 3 ; �

� � � −3 57xy x; � � � � 8 4ab b; � � � � −11 25 9m b m; � 10 � � mnp p7 − .�

35.41.�1��− −m m9 ;����a b a11 12 ;����−7a b;����a b ab4 4 ;����−3 37 17x y x;�

���− −2 23 3 3c n p p.�35.42.�2��®ÑÊ�ËÜÊÈ�Ç�ÓÌÎÂÈ�ÂÈÏËÈÂÀ���ÙÎ�b P0,�ÒÎ�



Відповіді та вказівки до вправ372

b b b− = − − 3 ;���� c7 ;����− x y3 5 ;�1��� a b3 3 .�35.43.�2��− 54 2n ;���� p5 ;�

���− −5 9a b.�35.46.�1��
b

a b+
;�2�� a;����− ab;����

a b ab

a b

− +
−

;����
a b

b

−
;�

���
a

a b−
.� 35.47.�

2 a

a
;� 35.48.� D�+�E�� 35.49.� 1�� 2 1+ ;� 2�� 3 2+ ;�

��� 6 5+ ;���� 7 3− ;����5 2 3− ;����3 3 1− .�35.50.�1�� 7 1+ ;�2�� 6 3+ ;�

��� 5 2+ ;���� 5 1− ;���� 15 3+ ;����5 3 4− .�35.51.�1�����2��
4 2

3
.�

35.54.�1��4 2+ ;�2��3 3 1+ ;����w2��35.57.�1�� a − +1 1;�2�� a − +3 2;�

���
x

2
1+ ;���� x x+ − −1 1; ����1�����2����� a + 2.�35.58.�1�� a − +4 2;�

2�� x − +2 2;����
a

2

1

2
+ ; ���� 2 1a a− + .�

36.7.�1��0��1��2��0��1�����ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ������1��36.14.�¿ÊÙÎ�aO0,�

ÒÎ�ÎÄÈÍ�ÊÎÐ�ÍÜ��ßÊÙÎ�D���0��ÒÎ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���36.15.�2 1a + �ÏÐÈ�

D�!�1����ÏÐÈ�0 1P Pa .�36.16.�12�ÏÐÈ�D�!�����2 a �ÏÐÈ�0 36P Pa .�

36.17.�1�� x +1;�2��ßÊÙÎ�����x������ÒÎ�
4 4

4

− −

−

x

x
;�ßÊÙÎ�xO8,�ÒÎ�1��

���ßÊÙÎ�2 4P Px ,�ÒÎ�2 2x − ;�ßÊÙÎ�x�!����ÒÎ�2 2;����ßÊÙÎ�0 1Pa < ,�

ÒÎ�1��ßÊÙÎ�aO1,�ÒÎ� a.�36.18.�1��¿ÊÙÎ�3 7P Pa ,�ÒÎ�2 3− −a ;�ßÊÙÎ�

D�!���� ÒÎ� a − −3 2;� ���ßÊÙÎ� 0 4P Px ,� ÒÎ�2��ßÊÙÎ�x�!���� ÒÎ� x.�

36.19.�1�����2��>w1��0@��36.20.�1��

37.12.�������37.13.����10��37.14.�1��0��1���2��ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���37.15.�

1��0��
4

3
;�2��−2 2;�2 2.�37.20.�w���w2�ÀÁÎ�������37.21.�w1��0�ÀÁÎ�0��1��

37.22.�1�����2��0��w������w������37.27.�1��0��w������2��0��1�����1�����w2��
2�����0�����ÊÎÐÅÍ�Â�ÍÅÌÀ���37.28.�1��0�����w���2��0�����w������w1����1����
���w���37.29.�1��2��2��������0����w2�����ÒÀÊÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÍÅ� �ÑÍÓ���

37.30.�1��D�=����x2�=�w���2��D�=�0��x2�=�2�ÀÁÎ�D�=�w1��x2

9

4
= ;����D�=����

x2�=�w2��37.31.�1��D�=�2��x1�=�w2��x2�=�2��2��D�=�w���x1 2= − ,�x2 2= ;�

���ÒÀÊÎÃÎ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÍÅ��ÑÍÓ���
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38.6.�1��1��− 7

6
;�2��1��������
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38.25.���ÊÎÌÀÍÄ��38.26.�1��ÑÒÎÐ�Í��38.27.�1��E�=�w2��2��E�=�w12�ÀÁÎ�
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§ÀÏÈØ�ÒÜ� Ð�ÂÍßÍÍß� Ó� ÂÈÃËßÄ��� �x2�w���y�+�2��x�w��y2�+��y�w�2�=�0��
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��D�≠�1��ÒÎ�x
a

a
= +

−
2 1

1
.�40.20.�¿ÊÙÎ�D�=�w���ÒÎ�x�x�ÁÓÄÜ�ßÊÅ�×ÈÑËÎ��
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Â�ÄÍÎÑÍÎ�D�Ç�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ�E���F��¯ÎÊÀÆ�ÒÜ��ÙÎ�E���ÊÎÐÅÍÅÌ�ÖÜÎÃÎ�
ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ��45.17.����¡É¿Æ�ÁÉ¿��¤ÎÂÅÄ�ÒÜ��ÙÎ�ÏÐÈ�ÂÑ�Õ�Ö�ËÈÕ�ÇÍÀ�
×ÅÍÍßÕ�x�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ�ÊÐÀÒÍÅ����

46.1.�1��w1��w���w���2��w1��2��− 1

2
;����1��w1��− 2

3
;����1��w2�����2��w1��

1 33

4

±
;����w2��w���46.2.�1��1�� − −3 1;� 3 1− ;�2��2��w������w1��w2��

���1��w1��− −5 2;� 5 2− ;����1��2��
± −17 5

2
;����1��w2��− 5

3
.
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ПРЕДМЕТНИЙ ПОКАЖЧИК

 ËÃÎÐÈÒÌ�¥ÂÊË�ÄÀ����

¢ÅÐØÈÍÀ�ÏÀÐÀÁÎËÈ��21�
¢ÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÀ�Â�ÄÏÎÂ�Ä�

Í�ÑÒÜ���2
¢ÈÄ�ËÅÍÍß�Ö�ËÎ��×ÀÑÒÈÍÈ�Ç�ÄÐÎ�

ÁÓ��10�
x�x�x�x�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ��

�2�
¢ÈÍÅÑÅÍÍß�ÌÍÎÆÍÈÊÀ�Ç�Ï�Ä�ÇÍÀ�

ÊÀ�ÊÎÐÅÍß��2��
¢ÈÐÀÇÈ�ÄÐÎÁÎÂ�����
x�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍ�����
x�ÒÎÒÎÆÍÎ�Ð�ÂÍ�����
x�Ö�Ë�����
¢�ÄÊÐÈÒÅ�Ï�ÂÊÎËÎ����
¢�ÄÊÐÈÒÈÉ�Â�ÄÐ�ÇÎÊ����
¢�ËÜÍÈÉ�×ËÅÍ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�Â�

ÍßÍÍß��2��
x�x�Ö�ËÎÃÎ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�Ð�Â�

ÍßÍÍß�����
¢�ÒÊÀ�Ã�ÏÅÐÁÎËÈ��1�2
x�ÏÀÐÀÁÎËÈ��21�
¢ËÀÑÒÈÂÎÑÒ��ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÍÎÃÎ�

ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÊÎÐÅÍß��2��
x�ÑÒÅÏÅÍß��Ç�Ö�ËÈÌ�ÏÎÊÀÇÍÈ�

ÊÎÌ��1����1��
¢ÍÅÑÅÍÍß�ÌÍÎÆÍÈÊÀ�Ï�Ä�ÇÍÀÊ�

ÊÎÐÅÍß��2��

£�ÏÅÐÁÎËÀ��1�2
£ÐÀÔ�×ÍÈÉ�ÌÅÒÎÄ�ÐÎÇÂsßÇÓ�ÂÀÍÍß�

Ð�ÂÍßÍÜ��1��
£ÓÑÒÈÍÀ�ÐÎÇÏÎÄ�ËÓ�ÏÐÎÑÒÈÕ�

×ÈÑÅË����

¤ÈÑÊÐÈÌ�ÍÀÍÒ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�Â�
ÍßÍÍß��2�0

x�x�ÒÐÈ×ËÅÍÀ��2��

¤�ÀÃÎÍÀËÜÍÈÉ�ÌÅÒÎÄ�ªÀÍÒÎÐÀ��
2��

¤�ÀÃÐÀÌÀ�¥ÉËÅÐÀ���0
¤�ËÅÍÅ���2�
¤�ËÜÍÈÊ��������2�
¤ÎÁÓÂÀÍÍß�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÊÎÐÅÍß��

22�
¤ÎÏÓÑÒÈÌ��ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÇÌ�ÍÍÎ���

��
¤Ð�Á�ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÈÉ�ÍÅÏÅÐ�ÎÄÈ×�

ÍÈÉ�ÄÅÑßÒÊÎÂÈÉ��2��
x�x�ÏÅÐ�ÎÄÈ×ÍÈÉ�ÄÅÑßÒÊÎÂÈÉ��

2��
x�ÏÐÀÂÈËÜÍÈÉ���2�
x�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÉ����
¤ÐÎÁÎÂÈÉ�ÂÈÐÀÇ����
¤ÐÓÃÈÉ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�

Ð�ÂÍßÍÍß��2��

¥ËÅÌÅÍÒ�ÌÍÎÆÈÍÈ��2�

§Â�ËÜÍÅÍÍß�Â�Ä��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÑ�
Ò��Â�ÇÍÀÌÅÍÍÈÊÓ�ÄÐÎÁÓ��2��

§ÍÀÊ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÊÎÐÅÍß��22�

ªÀÍÎÍ�×ÍÈÉ�ÐÎÇÊËÀÄ�ÍÀÒÓÐÀËÜ�
ÍÎÃÎ�×ÈÑËÀ���0

ªÎÅÔ�Ö��ÍÒÈ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�Â�
ÍßÍÍß��2��

x�Ð�ÂÍßÍÍß�ÏÅÐØÎÃÎ�ÑÒÅÏÅÍß��
2��

ªÎÍÃÐÓÅÍÖ�ß����
ªÎÐ�ÍÜ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ��222
x�x�ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÍÈÉ��222
x�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÒÐÈ×ËÅÍÀ��2��
x�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ����1
ªÐÀÒÍÅ����
ªÓÁ�Ð�ÇÍÈÖ��ÄÂÎÕ�ÂÈÐÀÇ�Â���
x�ÑÓÌÈ�x�x���
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«ÅÌÀ����
«�Í�ÉÍ��ÌÍÎÆÍÈÊÈ��2��

¬ÅÒÎÄ�ÇÀÌ�ÍÈ�ÇÌ�ÍÍÎ���11
¬ÍÎÆÈÍÀ��2�
x�Ä�ÉÑÍÈÕ�×ÈÑÅË��2��
x�ÇË�×ÅÍÍÀ����
x�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��2�
x�ÍÅÑÊ�Í×ÅÍÍÀ����
x�ÎÄÍÎÅËÅÌÅÍÒÍÀ��2�
x�ÏÎÒÓÆÍÎÑÒ��ÊÎÍÒÈÍÓÓÌÓ���2
x�ÏÎÐÎÆÍß��2�
x�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË��2�
x�ÐÎÇÂsßÇÊ�Â�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ���1��
x�ÑÊ�Í×ÅÍÍÀ����
x�Ö�ËÈÕ�×ÈÑÅË��2�
¬ÍÎÆÈÍÈ�Ð�ÂÍ���2�
x�Ð�ÂÍÎÏÎÒÓÆÍ�����
¬ÎÄÓËÜ�×ÈÑËÀ��20�

ÀÁËÈÆÅÍÅ�ÇÍÀ×ÅÍÍß�×ÈÑËÀ��
2�0

ÀÉÁ�ËÜØÈÉ�ÑÏ�ËÜÍÈÉ�Ä�ËÜÍÈÊ��
��

ÀÉÌÅÍØÅ�ÑÏ�ËÜÍÅ�ÊÐÀÒÍÅ����
ÅÏÎÂÍÀ�×ÀÑÒÊÀ���2�
ÅÐ�ÂÍ�ÑÒÜ�Ë�Í�ÉÍÀ�Ç�ÎÄÍ��Þ�

ÇÌ�ÍÍÎÞ��1�0
x��ÍÀÑË�ÄÎÊ��1�0
x�ÍÅÑÒÐÎÃÀ��1��
x�ÑÒÐÎÃÀ��1��
ÅÐ�ÂÍÎÑÒ��ÎÄÍÀÊÎÂÎÃÎ�ÇÍÀÊÀ��

1��
x�ÏÐÎÒÈËÅÆÍÈÕ�ÇÍÀÊ�Â��1��
x�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍ���1��

®ÁÅÐÍÅÍÀ�ÏÐÎÏÎÐÖ�ÉÍ�ÑÒÜ��1�0�
®Ás�ÄÍÀÍÍß�ÌÍÎÆÈÍ���2
®ÁËÀÑÒÜ�ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ����
x�x�Ð�ÂÍßÍÍß��1�1
x�x�ÔÓÍÊÖ����2�
x�ÇÍÀ×ÅÍÜ�ÔÓÍÊÖ����2�

®ÑÍÎÂÍÀ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜ�
ÍÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ����

x�ÒÅÎÐÅÌÀ�ÀÐÈÔÌÅÒÈÊÈ����
®ÑÍÎÂÍ��ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ��×ÈÑËÎÂÈÕ�

ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��1��
®ÑÒÀ×À��������2�

¯ÀÐÀÁÎËÀ��21�
¯ÀÐÀÌÅÒÐ��1�1
¯ÅÐÅÐ�Ç�ÌÍÎÆÈÍ���1
¯ÅÐ�ÎÄ�ÄÐÎÁÓ��2��
¯ÅÐØÈÉ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎ�

ÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��2��
¯�ÄÊÎÐÅÍÅÂÈÉ�ÂÈÐÀÇ��22�
¯�ÄÌÍÎÆÈÍÀ��2�
x�ÂËÀÑÍÀ���1
¯ÎÄ�ËÜÍ�ÑÒÜ�ÍÀÖ�ËÎ����
¯ÎÐßÄÎÊ�×ÈÑËÀ��1��
¯ÎÒÓÆÍ�ÑÒÜ����
¯Î×ËÅÍÍÅ�ÄÎÄÀÂÀÍÍß�ÍÅÐ�ÂÍÎ�

ÑÒÅÉ��1��
x�ÌÍÎÆÅÍÍß�x��1��

°ÀÄÈÊÀË��2��
°�ÂÍßÍÍß�Á�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ���11
x�ÇÂÎÐÎÒÍÅ�×ÅÒÂÅÐÒÎÃÎ�ÑÒÅÏÅÍß��

�1�
x�Ç�ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÌ��1�1
x�ÊÂÀÄÐÀÒÍÅ��2��
x�x�ÇÂÅÄÅÍÅ��2��
x�x�ÍÅÏÎÂÍÅ��2��
x��ÍÀÑË�ÄÎÊ��1��
x�ÎÄÍÎÐ�ÄÍÅ�ÄÐÓÃÎÃÎ�ÑÒÅÏÅÍß��

�1�
x�ÏÅÐØÎÃÎ�ÑÒÅÏÅÍß��2��
x�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÅ��1��
x�Ð�ÂÍÎÑÈËÜÍ���1�2
x�ÒÐÅÒÜÎÃÎ�ÑÒÅÏÅÍß���1�
x�ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÅ�ÇÂÎÐÎÒÍÅ�×ÅÒÂÅÐ�

ÒÎÃÎ�ÑÒÅÏÅÍß���1�
x�Ö�ËÅ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÅ�����
x�×ÅÒÂÅÐÒÎÃÎ�ÑÒÅÏÅÍß���1�
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°�ÇÍÈÖß�ÌÍÎÆÈÍ����
°ÎÇÂsßÇÀÍÍß�Ð�ÂÍßÍÍß�Â�Ö�ËÈÕ�

×ÈÑËÀÕ����
°ÎÇÂsßÇÎÊ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��Ç�ÎÄÍ��Þ�

ÇÌ�ÍÍÎÞ��1��
x�ÑÈÑÒÅÌÈ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ�Ç�ÎÄÍ��

�Þ�ÇÌ�ÍÍÎÞ�1��
°ÎÇÊËÀÄÀÍÍß�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÒÐÈ�

×ËÅÍÀ�ÍÀ�Ë�Í�ÉÍ��ÌÍÎÆÍÈÊÈ��
2��

±ÈÑÒÅÌÀ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��1��
±ÊÎÐÎ×ÅÍÍß�ÄÐÎÁÓ����
±Ï�ËÜÍÀ�Ì�ÐÀ��2��
±Ï�ËÜÍÅ�ÊÐÀÒÍÅ����
±Ï�ËÜÍÈÉ�Ä�ËÜÍÈÊ����
x�ÇÍÀÌÅÍÍÈÊ��112
±Ï�ËÜÍÎÌ�ÐÍ��Â�ÄÐ�ÇÊÈ��2��
±ÒÀÍÄÀÐÒÍÈÉ�ÂÈÃËßÄ�×ÈÑËÀ��1��
±ÒÀÐØÈÉ�ÊÎÅÔ�Ö��ÍÒ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎ�

ÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß��2��
±ÒÅÏ�ÍÜ�Ç�ÍÓËÜÎÂÈÌ�ÏÎÊÀÇÍÈ�

ÊÎÌ��1��
x��Ç�Ö�ËÈÌ�Â�Äs�ÌÍÈÌ�ÏÎÊÀÇÍÈ�

ÊÎÌ��1��
±ÒÎÐÎÍÍ��ÊÎÐÅÍ���1��
±ÓÊÓÏÍ�ÑÒÜ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��Ð�Â�

ÍßÍÜ���1��

²ÅÎÐÅÌÀ�¡ÅÇÓ����1
x�¢��ÒÀ��2�1
x��ÎÁÅÐÍÅÍÀ�ÄÎ�ÒÅÎÐÅÌÈ�¢��ÒÀ��

2�2

x�´ÅÐÌÀ�ÌÀËÀ���1
²ÎÒÎÆÍ�ÑÒÜ����
²ÐÈ×ËÅÍ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ��2��

´ÎÐÌÓËÀ�ÂÊËÞ×ÅÍÍß�
ÂÈÊËÞ×ÅÍÍß���0

x�ÊÎÐÅÍ�Â�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍ�
Íß��2�1

µÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÍÀ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ��
2�

¶�ËÀ�×ÀÑÒÈÍÀ�×ÈÑËÀ��1�

·ÀÑÒÊÀ���2�
x�ÍÅÏÎÂÍÀ�������2�
·ÈÑËÀ�ÁËÈÇÍÞÊÈ���0
x�ÂÇÀ�ÌÍÎ�ÏÐÎÑÒ�����
x��ÐÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍ���2��
x��ÊÎÍÃÐÓÅÍÒÍ��ÇÀ�ÌÎÄÓËÅÌ����
·ÈÑËÎ�ÄÎÑÊÎÍÀËÅ����
x�ÏÐÎÑÒÅ����
x�ÏÐÎÑÒÅ�¬ÅÐÑÅÍÍÀ���0
x�ÑÊËÀÄÅÍÅ����
·ÈÑËÎÂÀ�ÏÐßÌÀ��1��
·ÈÑËÎÂÈÉ�Â�ÄÐ�ÇÎÊ��1��
x�x�Â�ÄÊÐÈÒÈÉ��1��
x�x��Â�ÄÊÐÈÒÈÉ�ÇË�ÂÀ��1��
x�x��Â�ÄÊÐÈÒÈÉ�ÑÏÐÀÂÀ��1��
x�ÏÐÎÌ�ÆÎÊ��1��
x�ÏÐÎÌ�ÍÜ��1��
x�ÏÐÎÌ�ÍÜ�Â�ÄÊÐÈÒÈÉ��1��
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ЗМІСТ

¡�Ã�¿ÁÑÍÏ�Á�������������������������������������������������������������������������� �

²ËÍÁÌ��ÎÍÆÌ¿ÖÄÌÌÞ��������������������������������������������������������������� �

§ 1. Повторення та систематизація навчального  
матеріалу з курсу алгебри 7 класу������������������������������������ �
1����«�Í�ÉÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß�Ç�ÎÄÍ��Þ�ÇÌ�ÍÍÎÞ��¶�Ë��ÂÈÐÀÇÈ��������� �

2����´ÓÍÊÖ�ß��£ÐÀÔ�Ê�ÔÓÍÊÖ����«�Í�ÉÍÀ�ÔÓÍÊÖ�ß�������������� 1�

�����°�ÂÍßÍÍß�Ç�ÄÂÎÌÀ�ÇÌ�ÍÍÈÌÈ���
±ÈÑÒÅÌÈ�Ë�Í�ÉÍÈÕ�Ð�ÂÍßÍÜ��Ç�ÄÂÎÌÀ�ÇÌ�ÍÍÈÌÈ��������� �20

§ 2. Множини та операції над ними�������������������������������������  2�

�����¬ÍÎÆÈÍÀ�ÒÀ����ÅËÅÌÅÍÒÈ���������������������������������������� �2�

�����¯�ÄÌÍÎÆÈÍÀ��®ÏÅÐÀÖ���ÍÀÄ�ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ�������������������� 2�

�����±Ê�Í×ÅÍÍ��ÌÍÎÆÈÍÈ��¢ÇÀ�ÌÍÎ�ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÀ��
Â�ÄÏÎÂ�ÄÍ�ÑÒÜ�������������������������������������������������������� ��

�����ÅÑÊ�Í×ÅÍÍ��ÌÍÎÆÈÍÈ��§Ë�×ÅÍÍ��ÌÍÎÆÈÍÈ�������������������

x��¿�ÁÀ×Ó�ÖÅ��ÀËÅ�Í�ßÊ�ÍÅ�ÌÎÆÓ�ÖÜÎÌÓ�ÏÎÂ�ÐÈÒÈ�������� �1

§ 3. Основи теорії подільності���������������������������������������������� ��
�����¯ÎÄ�ËÜÍ�ÑÒÜ�ÍÀÖ�ËÎ�ÒÀ����ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ�������������������������� ��

�����¤�ËÅÍÍß�Ç�ÎÑÒÀ×ÅÞ��ªÎÍÃÐÓÅÍÖ���ÒÀ��ÕÍ��ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ�������

10�� ÀÉÁ�ËÜØÈÉ�ÑÏ�ËÜÍÈÉ�Ä�ËÜÍÈÊ���ÍÀÉÌÅÍØÅ��
ÑÏ�ËÜÍÅ�ÊÐÀÒÍÅ�ÄÂÎÕ�ÍÀÒÓÐÀËÜÍÈÕ�×ÈÑÅË���
¢ÇÀ�ÌÍÎ�ÏÐÎÑÒ��×ÈÑËÀ���������������������������������������������� ��

11�� ®ÇÍÀÊÈ�ÏÎÄ�ËÜÍÎÑÒ�������������������������������������������������� ��

12�� ¯ÐÎÑÒ��ÒÀ�ÑÊËÀÄÅÍ��×ÈÑËÀ���������������������������������������� ���

x�¯ÐÎ�ÏÐÎÁËÅÌÈ��ÏÎÂsßÇÀÍ��Ç�ÏÐÎÑÒÈÌÈ�×ÈÑËÀÌÈ�������� ���

§ 4. Раціональні вирази������������������������������������������������������� �1
1���´ÎÐÌÓËÈ�ÄËß�ÐÎÇÊËÀÄÀÍÍß�ÍÀ�ÌÍÎÆÍÈÊÈ�ÂÈÐÀÇ�Â��

ÂÈÄÓ�DQ�w�EQ����DQ���EQ���������������������������������������������� �1

1��� °ÀÖ�ÎÍÀËÜÍ��ÄÐÎÁÈ�������������������������������������������������� ��

1��� ®ÑÍÎÂÍÀ�ÂËÀÑÒÈÂ�ÑÒÜ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ������������������ ��

1��� ¤ÎÄÀÂÀÍÍß���Â�ÄÍ�ÌÀÍÍß�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�ÄÐÎÁ�Â��
Ç�ÎÄÍÀÊÎÂÈÌÈ�ÇÍÀÌÅÍÍÈÊÀÌÈ����������������������������������10�
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1��� ¤ÎÄÀÂÀÍÍß���Â�ÄÍ�ÌÀÍÍß�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�ÄÐÎÁ�Â��
Ç�Ð�ÇÍÈÌÈ�ÇÍÀÌÅÍÍÈÊÀÌÈ����������������������������������������112

1���¬ÍÎÆÅÍÍß���Ä�ËÅÍÍß�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�ÄÐÎÁ�Â���
¯�ÄÍÅÑÅÍÍß�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÎÃÎ�ÄÐÎÁÓ�ÄÎ�ÑÒÅÏÅÍß�������������120

1��� ²ÎÒÎÆÍ��ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÈÕ�ÂÈÐÀÇ�Â������������12�

20�� °�ÂÍÎÑÈËÜÍ��Ð�ÂÍßÍÍß��°�ÂÍßÍÍß�ÍÀÑË�ÄÎÊ���
°ÀÖ�ÎÍÀËÜÍ��Ð�ÂÍßÍÍß��������������������������������������������1�1

21�� °ÀÖ�ÎÍÀËÜÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�Ç�ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ�����������������������1�1

22�� ±ÒÅÏ�ÍÜ��Ç�Ö�ËÈÌ�Â�Äs�ÌÍÈÌ�ÏÎÊÀÇÍÈÊÎÌ�������������������1��

2��� ¢ËÀÑÒÈÂÎÑÒ��ÑÒÅÏÅÍß��Ç�Ö�ËÈÌ�ÏÎÊÀÇÍÈÊÎÌ����������������1��

2���´ÓÍÊÖ�ß�y k
x

= �ÒÀ����ÃÐÀÔ�Ê��������������������������������������1�0

§ 5. Нерівності�������������������������������������������������������������������1�2

2��� ·ÈÑËÎÂ��ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ��ÒÀ��ÕÍ��ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ����������������������1�2

2��� ¤ÎÄÀÂÀÍÍß���ÌÍÎÆÅÍÍß�×ÈÑËÎÂÈÕ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��
®Ö�ÍÞÂÀÍÍß�ÇÍÀ×ÅÍÍß�ÂÈÐÀÇÓ����������������������������������1��

2��� ÅÐ�ÂÍÎÑÒ��Ç�ÎÄÍ��Þ�ÇÌ�ÍÍÎÞ�����������������������������������1��

2��� °ÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�Ë�Í�ÉÍÈÕ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��
Ç�ÎÄÍ��Þ�ÇÌ�ÍÍÎÞ��·ÈÑËÎÂ��ÏÐÎÌ�ÆÊÈ����������������������1��

2��� ±ÈÑÒÅÌÈ�ÒÀ�ÑÓÊÓÏÍÎÑÒ��Ë�Í�ÉÍÈÕ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒÅÉ��
Ç�ÎÄÍ��Þ�ÇÌ�ÍÍÎÞ���������������������������������������������������1��

�0�� °�ÂÍßÍÍß�ÒÀ�ÍÅÐ�ÂÍÎÑÒ���ßÊ��Ì�ÑÒßÒÜ�ÇÍÀÊ�ÌÎÄÓËß������20�

§ 6. Квадратні корені. Дійсні числа���������������������������������������21�

�1��´ÓÍÊÖ�ß�y�=�x2�ÒÀ����ÃÐÀÔ�Ê������������������������������������21�

�2�� ªÂÀÄÐÀÒÍ��ÊÎÐÅÍ��� ÐÈÔÌÅÒÈ×ÍÈÉ��
ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÊÎÐ�ÍÜ�������������������������������������������������222

x�·È�ÐÎÑÒÓÒÜ�Ó�ÃÎÐÎÄ��ÐÀÄÈÊÀËÈ"������������������������������2��

x�¯ÅÐØÀ�ÇÀÄÀ×À�ÏÅÐØÎ��ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎ��ÎË�ÌÏ�ÀÄÈ�
Â�³ÊÐÀ�Í����������������������������������������������������������������2��

����¬ÍÎÆÈÍÀ�Ä�ÉÑÍÈÕ�×ÈÑÅË�����������������������������������������2��

x�ªÎËÈ�ÒÀ�ÌÍÅ�ÑÒÀ��ßÂÍÈÌ��������������������������������������2��

x�¯ÐÎ�ÇË�×ÅÍÍ�ÑÒÜ�×ÈÑËÎÂÈÕ�ÌÍÎÆÈÍ������������������������2��

���� ¢ËÀÑÒÈÂÎÑÒ��ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÍÎÃÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�ÊÎÐÅÍß�������2��



383Зміст

���� ²ÎÒÎÆÍ��ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß�ÂÈÐÀÇ�Â��
ßÊ��Ì�ÑÒßÒÜ�ÊÂÀÄÐÀÒÍ��ÊÎÐÅÍ�����������������������������������2��

����´ÓÍÊÖ�ß�� y x= �ÒÀ����ÃÐÀÔ�Ê����������������������������������2��

§ 7. Квадратні рівняння������������������������������������������������������2��
���� ªÂÀÄÐÀÒÍ��Ð�ÂÍßÍÍß��°ÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß��

ÍÅÏÎÂÍÈÕ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÕ�Ð�ÂÍßÍÜ���������������������������������2��

����´ÎÐÌÓËÀ�ÊÎÐÅÍ�Â�ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÃÎ�Ð�ÂÍßÍÍß�������������������2�0

���� ²ÅÎÐÅÌÀ�¢��ÒÀ�������������������������������������������������������2�1

�0�� ªÂÀÄÐÀÒÍÈÉ�ÒÐÈ×ËÅÍ����������������������������������������������2��

�1�� °ÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�Ð�ÂÍßÍÜ��ßÊ��ÇÂÎÄßÒÜÑß��
ÄÎ�ÊÂÀÄÐÀÒÍÈÕ�Ð�ÂÍßÍÜ��������������������������������������������0�

�2�� °ÎÇÂsßÇÓÂÀÍÍß�Ð�ÂÍßÍÜ�ÌÅÒÎÄÎÌ�ÇÀÌ�ÍÈ�ÇÌ�ÍÍÎ����������10

x�²À�ÌÍÀ�ÇÁÐÎß�±ÖÈÏ�ÎÍÀ�ÄÅËÜ�´ÅÐÐÎ������������������������21

���� °ÀÖ�ÎÍÀËÜÍ��Ð�ÂÍßÍÍß�ßÊ�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×Í���
ÌÎÄÅË��ÐÅÀËÜÍÈÕ�ÑÈÒÓÀÖ�É����������������������������������������22

���� ¤�ËÅÍÍß�ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ�Â�����������������������������������������������2�

���� ªÎÐÅÍ��ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ��²ÅÎÐÅÌÀ�¡ÅÇÓ������������������������������1

����¶�ËÅ�ÐÀÖ�ÎÍÀËÜÍÅ�Ð�ÂÍßÍÍß����������������������������������������

¤ÐÓÆÈÌÎ�Ç�ÊÎÌÏsÞÒÅÐÎÌ�������������������������������������������������

¢�ÄÎÌÎÑÒ��Ç�ÊÓÐÑÓ�ÀËÃÅÁÐÈ���ÊËÀÑÓ������������������������������������

¢�ÄÏÎÂ�Ä��ÒÀ�ÂÊÀÇ�ÂÊÈ�ÄÎ�ÂÏÐÀÂ�����������������������������������������

¯ÐÅÄÌÅÒÍÈÉ�ÏÎÊÀÆ×ÈÊ����������������������������������������������������




